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HPEATOBOP

ectun cumnosujym’ ,,MATEMATUKA W TIPUMEHE”, nauuonamHu ckym ca
MehyHapoaaum yuernthem, oapkan je 16. m 17. okro6pa 2015. rogmHe y opraHu3anuju
MaremaTtnukor ¢axyiarera YHuBep3utrera y beorpagy um Cprcke akanemuje Hayka H
ymetHocTu. CKym je oJpkaH y3 nojapiiky MuHKMCTapcTBa IPOCBETE, HAYKE U TEXHOJIOIIKOT
pas3Boja Peny6nuke CpOuje.

[Tporpam CumIiio3ujyma ce 0JIBMjao y TpU NapajeiaHe CeKIuje:

e MareMaruka U NpUMEHE - JaHac
e MaremaTnka 1 HHPOpPMATHKa y 00pa3oBamby
e Hay4yHOMCTpa)kuBauKy U CTPYYHH pajl CTyAeHaTa

OtBapame CuMIto3ujyMa OpXKaHo je y netak, 16. okrodpa y ceeyanoj canu CAHY. Ha
otBapamy CUMIIO3MjyMa, YUECHUKE U TOCTE Cy Mo3aApaBuin akagaemuk [parom [[BeTkoBuh,
cekperap onesbesba CAHY 3a maremaruky, ¢pusuky u reonayke u Mwuoapar MaresbeBuh,
normricHu wian CAHY u npencennuk [Iporpamckor ogbopa Cumnosujyma. Hakon oTBapama,
OJpKaHa Cy JBa IJICHApHA TpeAaBama, a 3aTHUM je paa Ha CHMIIO3UjyMy HAacTaBJbeH IO
CeKIIhjama.

WNznmarama y cekmuju ,Marematnka W TpuMeHe - jgaHac” Owmia cy mnocBehena
aKTyeJIHUM TeMaMma y MpHMeHaMa MaTeMaTHKe Y pa3IHuuTHM 00J1acTUMa, HOBUM IpaBIMa
y HCTpaXHBamMMa U IIOCTUTHYTUM pe3yiTaTuma. Y OKBHPY cekuuje ,MaTemaTuka u
uHpopMmaTuka y o0pa3oBamy”’, TpelaBauyd Cy CKPEHYNIU MaXmby Ha aKkTyelHe mpodieme y
HacTaBU MaTeMaTUKe M HMH(POpPMAaTUKE U MpPEUIOKUIM HEKe HJAEje 3a pellaBame THUX
npobnema. TpamurnuonanHo, cekuuja ,MaTematuka U HH(popMaTHKa y oOpazoBamy” je
OKYIIMJIa MHOT'€ HAaCTAaBHMKE MaTEMAaTUKE W MH(OpPMATHKE U3 OCHOBHHUX M CPEImBMX HIKOJA,
KOjU Cy aKTHBHO YUYECTBOBAJIM Yy JUCKYCHjU TOBOJOM pA3IMYUTHX TeMa KoOje ce THUYy
mporieca y4ema, HacTaBe, MOTHBAIlMje YUYCHHKA, TOMyJapu3aije MareMatuke, uta. Tpeha
cekija Owuna je mocBeheHa HAyYHOMCTPAKMBAUKOM U CTPYYHOM pajay CTyAEHATa ca CBHX
HuBOA ctyanja. CTyIeHTH HEKOIMKO (aKy/ITeTa Cy Y OKBUPY OBE CEKIIH]j€ MPEJCTABUIN CBOjE
Hay4YHE U CTPYYHE PaJ0Be, KA0 U pe3yJiTaTe MpojeKaTa Ha KOjUMa y4eCTBY]Y.

[llecrom cummno3ujymy ,MatemaTtnka W TpuMeHe” je mpucycrBoBaio oko 200
YY4eCHHKA W TOCTH]y W3 3eMJbe W HHOCTpaHcTBa. Kpos cekmuje Cummnosmjyma, cBoje
pesyiaTare MpeAcTaBWIo jeé OKO 95 ucTpakuBaya U3 PEHOMHMPAHMX HAyYHOUCTPAXKHMBAUKUX
MHCTUTYLIMja U3 3€MJb€ M HMHOCTPAHCTBA. Y ceknuju MaTemaTuka ¥ HMHPOpPMATUKA Yy
o0Opa3oBamy”’ akTHBHO je ydecTBoBasio oko 100 mpodecopa maTtemaTuke u nHOOpPMATHKE W3
OCHOBHHX M CpelmHX mKosa mupom Cpbuje. Ca 3a70BOJLCTBOM MOKEMO KOHCTATOBATH Ja
Cy HUCIYHEHM IJIaBHM LUJBEBH CKyIa: carjiejaBambe IocTojehux M oTBapame HOBHUX
MOTYNHOCTH TNpUMEHE MaTeMaTUKE y pa3IUuuTHUM o0JiacThMa, yHampehuBame HacTase
MaTeMaTUKe M pPayyHapcTBa, AaKTUBHO yuemhe CTyldeHara Yy HaydHUM M CTPYyYHHUM
aKTUBHOCTHMA.

3axBajbyjeMO CBHUM YUYECHHIIMMA Ha YCIENTHO] peaju3alHju CKyna M TMOCTUTHYTHM
pesyararuma u yHamnpeq ce pagyjemo VII Cummnosujymy ,,MaremaTtuka u npumene”, koju he
ce oapkatu 4. u 5. HoBeMOpa y opraHuzanuju MareMaTHukor (akynreTa YHUBEp3UTETA Y
Bbeorpany u Cpricke akajeMuje HayKa U yMETHOCTH.
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Hyperbolic geometry and Schwarz lemma

Miodrag Mateljevié¢

Faculty of Mathematics, University of Belgrade
e-mail: miodrag @matf.bg.ac.rs

1. Hyperbolic geometry

The "flat" geometry of everyday intuition is called Euclidean geometry (or parabolic geometry), and the non-
Euclidean geometries are called hyperbolic geometry (or Lobachevsky-Bolyai-Gauss geometry). The definition
of parallel lines (in both Euclidean and hyperbolic geometry) is: Parallel lines are infinite lines in the same plane
that do not intersect.

In Euclidean geometry, we can use this definition to prove the theorem that "parallel lines are equidistant
along their length". When students are asked to prove this theorem, they often complain: "It is obvious, I can see
that they are equidistant - what are you asking me to do?" In elementary and high school we accept some concepts
(when we were very young) and the statements and later it is difficult to change it. The Eucldean geometry is an
example of it. Since we use mental images of parallel lines, squares and circles as our definitions, it is difficult to
accept non-Euclidean postulate. This, in mathematics and in particular in geometry, can be completely wrong.

In hyperbolic geometry the parallel postulate of Euclidean geometry is replaced with non-Euclidean postu-
late: For any given line [ and point P not on [, in the plane containing both line [ and point P there are at least
two distinct lines through P that do not intersect [ (compare this with Playfair’s axiom, the modern version of
Euclid’s parallel postulate).

There are a lot of differences between Euclidean and non-Euclidean geometry. For example, in Euclidean
geometry, the notion of area is based on the area of a rectangle. The area of parallelograms and triangles follows
easily from this definition. The area of other regions is determined by a limiting process involving an approx-
imation by rectangles. In hyperbolic geometry, we do not have figures analogous to rectangles. A hyperbolic
quadrilateral has angle sum less than 7 so cannot have four right angles. Instead, we use triangles as basic figures.

The strangeness and counter-intuitiveness of non-Euclidean geometry helps students to understand the diff-
erences between definitions and theorems, the concepts of axioms and proofs as they are used in geometry.

The development of non-Euclidean geometry caused a profound revolution, not just in mathematics, but in
science and philosophy as well. Einstein and Minkowski found in non-Euclidean geometry a geometric basis for
the understanding of physical time and space.

In this paper we give an introduction to the fascinating subject of planar Hyperbolic geometry. Our approach
is related to Schwarz’s lemma and methods of Complex Analysis.

Our discussion in Section 1 includes postulates which are equivalent to the parallel postulate, properties of
the cross-ratio, model of non-Euclidean (Lobachevsky) geometry, non-Euclidean and psedo-hyperbolic distance
and the hyperbolic law of cosines and sines.

In Section 2 we give approach to Hyperbolic geometry via Schwarz lemma. In particular, we derive the
formula for the area of a hyperbolic triangle.

In section 3 we shortly discuss a few unpublished results of the author. Theorems 5-6 are versions of the
Earle-Hamilton fixed point theorem (independently obtained by the author).

In Section 4 we shortly discuss the place hyperbolic geometry in mathematic and science.

1.1. Euclidean geometry

The Pythagorean theorem forms the basis of trigonometry and it has been applied to real-world problems
since at least 1500 B.C. Mathematicians often include The Pythagorean theorem in top dozen candidates for
favorite mathematical theorems ( that are relatively easy for non-mathematicians to understand). For example,
David Joyce, Professor of Mathematics at Clark University Updated Jul 28, 2015, said there are so many important
theorems, but two I would list in any listing are:

The Pythagorean theorem - anything to do with geometry depends on it.
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The Fundamental Theorem of Calculus, in particular, the version that says

b
/ f(@)dz = f(b) - f(a).

It is what makes analysis work.

There are large literature related to the Pythagorean theorem, see for example [12] and literature cited there.
In mathematics, the Pythagorean theorem or Pythagoras’ theorem is a relation in Euclidean geometry among the
three sides of a right triangle. It states that the square of the hypotenuse (the side opposite the right angle) is equal
to the sum of the squares of the other two sides. The theorem can be written as an equation relating the lengths
of the sides a, b and c, often called the Pythagorean equation:

a?+ b =¢2,

where c represents the length of the hypotenuse, and a and b represent the lengths of the other two sides.

Let us take one practical example.

Question. If the pole height 8m breaks at a height of 3m (but not quite) as much as the top after falling to the
ground away from the foot. Using an approximation of reality to the ideal world of mathematics we can find the
distance d by formula d? 4 32 = 52. Hence, d = 4m.

The Pythagorean theorem is named after the Greek mathematician Pythagoras (ca. 570 BC - ca. 495 BO),
who by tradition is credited with its proof, although it is often argued that knowledge of the theorem predates
him. There is evidence that Babylonian mathematicians understood the formula, although there is little surviving
evidence that they used it in a mathematical framework. Also, Mesopotamian, Indian and Chinese mathematicians
have all been known for independently discovering the result, some even providing proofs of special cases. The
converse of the theorem is also true:

For any three positive numbers a, b, and ¢ such that a? + b% = ¢2, there exists a triangle with sides a, b and
¢, and every such triangle has a right angle between the sides of lengths a and b.

An alternative statement is: For any triangle with sides a, b, ¢, if a? + b2 = ¢2, then the angle between a and
b measures 90°.

This converse also appears in Euclid’s Elements (Book I, Proposition 48):

"If in a triangle the square on one of the sides equals the sum of the squares on the remaining two sides of
the triangle, then the angle contained by the remaining two sides of the triangle is right."

The Pythagorean theorem is a special case of the more general theorem relating the lengths of sides in any
triangle, the law of cosines:

a? 4 b% — 2abcos = 2,

where 6 is the angle between sides a and b.

When 6 is 90°, then cos 6 = 0, and the formula reduces to the usual Pythagorean theorem.

In a Euclidean space, the sum of measures of these three angles of any triangle is invariably equal to the
straight angle, also expressed as 180°, 7 radians, two right angles, or a half-turn.

It was unknown for a long time whether other geometries exist, where this sum is different. The influence of
this problem on mathematics was particularly strong during the 19th century. Ultimately, the answer was proven
to be positive: in other spaces (geometries) this sum can be greater or lesser, but it then must depend on the
triangle. Its difference from 180° is a case of angular defect and serves as an important distinction for geometric
systems.

In Euclidean geometry, the triangle postulate states that the sum of the angles of a triangle is two right an-
gles. This postulate is equivalent to the parallel postulate [10]. In the presence of the other axioms of Euclidean
geometry, the following statements are equivalent:

Triangle postulate: The sum of the angles of a triangle is two right angles.

Playfair’s axiom: Given a straight line [ and a point M not on the line, exactly one straight line may be drawn
through the point parallel to the given line in the plane defined by [ and M.

Proclus’ axiom: If a line intersects one of two parallel lines, it must intersect the other also.

Equidistance postulate: Parallel lines are everywhere equidistant (i.e. the distance from each point on one line to
the other line is always the same).
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Triangle area property: The area of a triangle can be as large as we please.

Three points property: Three points either lie on a line or lie on a circle.

Pythagoras’ theorem: In a right-angled triangle, the square of the hypotenuse equals the sum of the squares of the
other two sides.

Euclidean disks in the hyperbolic model U are also hyperbolic disc and vice versa. So, at first glance one can
think that Three points property holds in a hyperbolic model, but it is easy to construct counter example. Namely,
in hyperbolic model U C C take a point z on the unit circle and a circle K with center at 2z and let K’ be the
intersection of K and U. If we take three different points z1, zo and z3 on K’, then Three points property is not
true for those points.

1.2. The cross-ratio

The cross-ratio of a 4-tuple of distinct points on the real line with coordinates z1, 22, 23, 24 is given by
(21 — 23)(22 — 24)
(22 — 23)(21 — 24)

We also use notation ( )., or [| = []. for cross-ratio if there is no possibility of confusion. It can also be
written as a ’double ratio” of two division ratios of triples of points:

(Zla 223523, Z4) =

Z1 T R3 21— 24

(31722;23,24) = : .
22 T3 22— 24

The same formulas can be applied to four different complex numbers and can also be extended to the case
when one of them is the symbol oo, by removing the corresponding two differences from the formula. The
formula shows that cross-ratio is a function of four points, generally four numbers 23, 22, 23, 24 taken from C.

3
, when z, tends to oo, and we

From the definition of the cross-ratio it follows (zl, 29; 23, 24) tends to A
zZ2 — 23
define (21, 22; 23, 00) = “1 7% Hence (21, 29;0,00) = =L and, in particular, (z,1;0, 00) = z.
zZ2 — Z3 22
There are 24 possible permutations of the four coordinates; it is clear from definition of the cross-ratio that
some permutations leave the cross-ratio unaltered. In fact, exchanging any two pairs of coordinates preserves the

cross-ratio:

(21722;23,24) = (22721;24723) = (23724321722) = (24723522721)~

Using these symmetries, there can then be 6 possible values of the cross-ratio, depending on the order in
which the points are given. These are:

1
(21, 22; 23, 24) = A, (21,225 24, 23) = N (21,2324, 22) = ——, (nH

A
A A—1
(21,235 22,24) = 1 = A, (21, 243 23, 22) = SRR (21,245 22, 23) = ——. @
We give two interesting application of the cross-ratio technique.

Proposition 1 (Ptolemy theorem). Let z1, 22, 23, 24 be cyclic quadrilateral, and a,b,a’, b’ the lengths of sides
2129, 2929, Zaz4, 2421 respectively and dy, dy the lengths of diagonals z1z3, z429. Then d1 do = aa’ + bb'.

Outline of the proof: We have A = [z1, 29; 24, 23] = dbﬁig’ = [z2,23;21,24] = d d and A+ p = 1.

The projection from a point onto a plane or central projection: If C' is a point, called the center of projection,
then the projection of a point P different from C' onto a plane that does not contain C' is the intersection of the
line C' P with the plane. The points P such that the line C'P is parallel to the plane do not have any image by the
projection, but one often says that they project to a point at infinity of the plane (see projective geometry for a
formalization of this terminology).

Definition 1. Let /; and /5 be two lines in a plane and let .S be a point in the same plane which does belong to
{1 U ly. The mapping f : I3 — Il which sends a point M € [ to the point f(M) = SM NIy we call central
projection of the line /; on the line /2 from the center S.
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Proposition 2. The cross ratio is invariant with respect central projection.

Proof. Suppose that L;: y = k;x and L: y = kx + m are lines and let the points z; be the intersection of L; with

L.Then z; = 24, 2z = x;(1 + ik;) = (1 +iky) 25 = mzj and 2] — 2} = [ — =5](1 + ik). If we set

ay = g then [21, 203 23, 2] = [21, 255 25, 24] = [a1, ap; a3, aa] = [k, ka; ks, Ka. O

1.3. Hyperbolic geometry

An angle equal to 1/2 turn (180° or 7 radians) is called a straight angle.

Angles larger than a right angle and smaller than a straight angle (between 90° and 180°) are called obtuse
angles.

Absolute geometry is another term for "neutral geometry" and refers to what can be deduced from using
all of Euclid’s axioms, except for any axiom equivalent to the the parallel postulate, also called Euclid’s fifth
postulate, because it is the fifth postulate in Euclid’s Elements.

Parallel postulate: If a line segment intersects two straight lines forming two interior angles on the same side
that sum to less than two right angles, then the two lines, if extended indefinitely, meet on that side on which the
angles sum to less than two right angles.

Euclidean geometry is the study of geometry that satisfies all of Euclid’s axioms, including the parallel pos-
tulate. A geometry where the parallel postulate does not hold is known as a non-Euclidean geometry. Geometry
that is independent of Euclid’s fifth postulate (i.e. only assumes the modern equivalent of the first four postulates)
is known as absolute geometry (or, in other places, known as neutral geometry).

One can also prove in absolute geometry the exterior angle theorem (an exterior angle of a triangle is larger
than either of the remote angles), as well as the Saccheri-Legendre theorem, which states that the sum of the
measures of the angles in a triangle has at most 180°.

The alternate interior angle theorem states that if lines a and b are cut by a transversal ¢ such that there is a
pair of congruent alternate interior angles, then a and b are parallel. However, the converse is equivalent to the
parallel postulate and is not true in the Absolute geometry.

Proposition 31, in Euclid’s Elements, is the construction of a parallel line to a given line through a point not
on the given line. As the proof only requires the use of Proposition 27 (the Alternate Interior Angle Theorem),
it is a valid construction in absolute geometry. More precisely, given any line [ and any point P not on [, there is
at least one line through P which is parallel to . This can be proved using a familiar construction: given a line [
and a point P not on [, drop the perpendicular m from P to [, then erect a perpendicular n to m through P. By the
alternate interior angle theorem, [ is parallel to n.

Absolute geometry is an incomplete axiomatic system, in the sense that one can add extra independent
axioms without making the axiom system inconsistent. One can extend absolute geometry by adding different
axioms about parallel lines and get incompatible but consistent axiom systems, giving rise to Euclidean or hy-
perbolic geometry. Thus every theorem of absolute geometry is a theorem of hyperbolic geometry and Euclidean
geometry. However the converse is not true.

The sum of the angles of a hyperbolic triangle is less than 180°. The relation between angular defect and the
triangle’s area was first proven by Johann Heinrich Lambert.

One can easily see how hyperbolic geometry breaks Playfair’s axiom, Proclus’ axiom (the parallelism, de-
fined as non-intersection, is intransitive in an hyperbolic plane), the equidistance postulate (the points on one
side of, and equidistant from, a given line do not form a line), and Pythagoras’ theorem. A circle cannot have
arbitrarily small curvature, so the three points property also fails.

The sum of the angles can be arbitrarily small (but positive). For an ideal triangle, a generalization of hyper-
bolic triangles, this sum is equal to zero.

The Poincaré disk model also called the conformal disk model, is a model of 2—dimensional hyperbolic
geometry in which the points of the geometry are inside the unit disk, and the straight lines consist of all segments
of circles contained within that disk that are orthogonal to the boundary of the disk, plus all diameters of the disk.
Hyperbolic Straight lines consist of all arcs of Euclidean circles contained within the disk that are orthogonal to
the boundary of the disk, plus all diameters of the disk.

1.4. Model of non-Euclidean (Lobachevsky) geometry

Recall if we suppose that axioms of absolute geometry are true then Euclid’s fifth postulate is equivalent to
the following.
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Playfair axiom: In a plane, given a line and a point not on it, at most one line parallel to the given line can be
drawn through the point.

The famous Pythagorean Theorem is also Equivalent to the Parallel Postulate.

From now on, we assume the existence of a model for Euclidean Geometry. Within the euclidian model we
will construct a hyperbolic model.

By U we denote the unit circle in Euclidean plane; sometimes the notation ID is used. Points of U are U-hyp
points, U-hyp lines are intersection of circles orthogonal on T and lines through coordinate origin O with U.

Points in H are H-hyp points and H-hyp lines are intersections of circles and Euclidean lines orthogonal on
R with H.

Points of U are U-klein points. U-klein lines are intersection of Euclidean lines with U.

If K is H-hyp line defined by Euclidean circle K, the points a, b which belongs to the intersection of K and
R are ideal point of K.

Recall Parallel postulate: If [ is a line in a plane P, then [ divides the plane on two half-plane say P! and
P2, Let p and g be two line at P which intersect [ respectively at point P and () and let P’ and @’ be points in
say P! respectively on p and g. If the sum of measure of angles Q PP’ and PQQ)’ is less then two right angles,
then there is a common point of p and ¢ in P?.

An important equivalent of Euclid’s parallel postulate is the following postulate.

Farallel-Transversal postulate: If the two lines are parallel and [ a transversal which intersects them, then
consecutive interior angles are supplementary (they add up to two right angles), corresponding angles are equal,
and alternate angles are equal.

In geometry, a transversal is a line that passes through two lines in the same plane at two distinct points.
Transversals play a role in establishing whether two other lines in the Euclidean plane are parallel. The in-
tersections of a transversal with two lines create various types of pairs of angles: consecutive interior angles,
corresponding angles, and alternate angles. By an equivalent of Euclid’s parallel postulate, if the two lines are
parallel, consecutive interior angles are supplementary (they add up to two right angles), corresponding angles
are equal, and alternate angles are equal.

Recall that:

L1. In Euclidean geometry corresponding and alternate angles on transversal which intersects parallel lines
are equal.

L2. In Euclidean geometry, the triangle postulate states that the sum of the angles of a triangle is two right
angles (7). This postulate is equivalent to the parallel postulate.

Proposition 3. In Euclidean geometry, the triangle postulate is equivalent to the parallel postulate.

Proof. We will only outline a proof. Let ABC be a triangle with angles «, § and v at corners A, B and C'
respectively. By Playfair’s axiom there is exactly one straight line ¢’ through the point parallel to the given line
¢ defined by the points A and B. Let b and a respectively be lines defined by the points A and C, and B and C
respectively. The lines b and a respectively intersects parallel line ¢ and ¢’ at points A (respectively B) and C
and by Euclid’s parallel postulate alternate angle o’ at corner C and angle « are equal. In a similar way alternate
angle 5’ at corner C' and angle« are equal. The union of of these three angles o/, v and ' is a half-plane and
the sum of measures of these three angles equal to the straight angle, also expressed as 180°, 7 radians, two right
angles, or a half-turn. O

Motions in Euclidean geometry are isometry. It is easy to check that Translations T, (z) = z+a and rotations
R, = €'z are Euclidean isometry. It is well known that :

(T1) Every isometry is composition translation and rotation.

(T2) Every isometry is composition at most 3 reflections.

On the hand, the isometry in geometry of Lobachevsky are Mobius transformation.

It is convenient to consider parallel model on U and H.

1.5. Hyperbolic distance

In this subsection we derive the formulas for for non-Euclidean distance.

Let I = [iyy,iyz), y1 < y2. Then d(iy1,iy2) =Y [; % =Inf.

Let z; and z; points in H. Then there exists a unique H-hyp line / throughout those points and let a and b be
ideal points of line .
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Suppose that ¢ < b and that the point z; is between a and z5. Define {z1, 22} = [22, 21; a, b]. Mobius
transformation L(z) = =% z1; a, b, respectively, to the points
iyg, iyl, 0, Q. Hence, {Zl, 2,’2} = {iyl, Zyg} = Z% and d = ln{zl, 22}

Model on the unit disk: Using conformal mappings A(z) = 2 -+ we can define hyperbolic distance na U. Let
K = K(z, 22) circle orthogonal on T throughout points 27 i 2o and denote by a and b the intersection points K
and T. Usually we denote the intersection points such that z; is between a and zs.

Recall that 21, 22;a,b] = % : % For example, if a = —1 and b = 1, then, according to the notation,
we have 27 = Oand 25 = r, 0 < r < 1. Since [0,7;—1,1] = 1+T, itis 0 < [0,7;—1,1] < 1. Therefore, it
is convenient to define {21, z2} = [21, 22;a,b]2 = Z — 2 — - It follows that, according to our convention on
notation, {z1,22} > 1 and {z1, 22} - {22, 23} = {z1, 23}. Also, if we define djy,(21,22) = In{z1, 22}, then
{0 ’l“} — 1+1‘

Deﬁne Tzl(z) =& Zzlz, ¢z = T, and 0 (21, 22) = |12, (22)] = | = 17 L.

Schwarz’s lemma yields motivation to introduce hyperbolic distance: If f € Hol(U, U), then

o(fz1, f22) < o(21, 22).

Consider F' = ¢y, © f 0 ¢, wr = f(z). Then F(0) = 0 and |y, (w2)] < |z, (22)].
Hence,

/ 1_|fz|2

By notation w = f(z) and dw = f’(z)dz, so

|dw |dz|
<

L—fwl? = 1]z

Define the density p(2) = =

For a vector v € T,C we define |v|, = p(z)|v| and we set v* = df.(v). Then |v*|, < |v|,.

If  piecewise smooth then define |y|, = f,y p(z)|dz| and d(z1, z2) = inf |7y|,, where the infimum is taken
over all paths v in U joining the points z; and 2.

Let G be a simply connected domain different from C and let ¢ : G — U be a conformal isomorphism.
Define the pseudo hyperbolic distance on G by ¢S (2) = ¢,(¢), where b = ¢(a), and dg(a,z) = |5 (2)].
Verify that the pseudo hyperbolic distance on G is independent of conformal mapping ¢. In particular, using
conformal isomorphism A(w) = Ay, (w) = =2 of H onto U, we find ¢p w,(w) = A(w) and therefore
on(w,wo) = |A(w)].

Proposition 4. If G and D are conformally isomorphic to U and | € Hol(G, D), then

6D(fza fZ/) < 6G(2?Z/)7
forall z, 2 € G.

Whether § is related to a density function? Note that, for 2 = = + 7y € H, that
(*)  om(z,z+h)/|h| = 5= tends to y ! if  tends to 0. Thus y~* is hyperbolic density and it defines djy,
hyperbolic metric in a standard way
Check that
1+o(z1,22) |1 —Z122| + |21 — 2]
11 =In p— )
1—0’(21,22) |1—2122|—|21—212‘

dhyp(zla 22) =1

where d = d"vP = d¥P.
By arcosh and arsinh we denote inverses of hyperbolic functions:

arsinhz = In (x—|— x2+1) , arcoshz = In (:z:+\/:z:2—1> iT >

Proposition 5. a) If d = d?}'p = Hypyy, then
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dist((x1,y1), (z2,y2)) = arcosh <1 + (z2 — 21
2y192

)’ + (g2 — y1)2> .

b)Ifd = diY", then
(1+ |2]2)(1 + |w]?) — 4|2||w| cos a

coshd(z,w) = ,
(1 =12*)A = [w]?)
forall z,w € U.
Proof. We have coshd = 3(e? +e7%) = (122 + 52) = Lto. — 1 4 22, on H. Hence, coshd =
—_ 2 . —_
1+ 2%, and since |21 — Z3|? — |21 — 22|? = 4y1y2, we find
2
coshd =1+ M

2y1y2

In general, the distance between two points measured in this metric along such a geodesic is:

)’ + (g2 — y1)2> .

dist({z1, 1), {x2,y2)) = arcosh <1 + (2 = 1
2y1y2

b) Let « be the measure of angle for between z and w. Then I} = |z — w|? = |2|? + |w|? — 2|2||w| cos a and
I = 1 — 2w|? = 1 + |2w|? — 2|z||w]| cos a and therefore I = I} + Iy = (1 + |2]?)(1 + |w|?) — 4]z||w| cos
and I = I, — I = (1 — |2[%)(1 — |w|?). Since coshd = 12, = I/.J, then b) follows. O

1—02

Example 1. (a) Let Q = {z = z+iy : 2,y > 0} and Z(z) = L(2+27"). Then Z(Q) = {w : Rew > 0}\[1, 00)
and Z(U) = C \ [-1,1].

(b)Let G ={z =z +iy: |z| <1l,z,y >0}, 11 =[0,1], I = {e* : 0 < t < 7/2} and I3 = [i,0]. Then
Z maps respectively 1,1y and l3 on 1} = [+00,1], 15 = (1,0) and I = [0, —icc]. Hence Z maps G onto IV
quadrant Q4 = {w =u+iv:u>0,v < 0}.

(c)If P = {w: Rew > 0}, then dp(w',w) = |g:jr% .

(d) Note that Z(Q) N Z(U) = {w : Rew > 0} \ (0,00). If A, B andY are sets and f injective mapping on
AUBinto Y, then (1) f(ANB) = f(A)N f(B). Explain way we can apply (1) in the item (b). Also, for f given by
f(2) = 22, that maps Q4 onto H~ = {w : Imw < 0}. Hence, 0 (w',w) = |z;7w| and 0¢(7',z) = |M
where w = Z(z) and w' = Z(2').

—w w2—w2 I’

1.6. The hyperbolic law of cosines and sines
A good reference for this subsection is Ahlfors book [2]. For a right triangle in hyperbolic geometry with
sides a, b, c and with side c opposite a right angle, the relation between the sides takes the form:
cosh ¢ = cosh a cosh b,

where cosh is the hyperbolic cosine. This formula is a special form of the hyperbolic law of cosines that applies
to all hyperbolic triangles:

Proposition 6 (I. The hyperbolic law of cosines).
cosh ¢ = cosha coshb — sinha sinh b cos~y

with  the angle at the vertex opposite the side c.

By using the Maclaurin series for the hyperbolic cosine, coshz = 1+ x2/2 + o(x?), it can be shown that as
a hyperbolic triangle becomes very small (that is, as a, b, and c all approach zero), the hyperbolic relation for a
right triangle approaches the form of Pythagoras’ theorem.

In hyperbolic geometry when the curvature is —1, the law of sines becomes:
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sin A sin B sinC

Proposition 7 (II. The hyperbolic law of sines). For a hyperbolic triangle ABC, — = — = — .
sinha sinhbd sinhe

inh
In the special case when B is a right angle, one gets sin C' = @70’ which is the analog of the formula in

Euclidean geometry expressing the sine of an angle as the opposite bsli][&e divided by the hypotenuse.

Proof of I: By an abuse of notation, we use the same symbols for vertices and the measures of corresponding
angles. Without loss of generality we can suppose C' = 0,0 < B < 1 and A = ¢'“s, where 0 < s < 1. Then
B = tanh(a/2), A = tanh(b/2)e’“ and o(A, B) = tanh(c/2). As in Euclidean trigonometry all trigonometric
function we can express by tanh. For hyperbolic cos and sin (see also Proposition 5),

2
1+ tanh*(z/2) sinha — 2tanh(z/2)

coshy = ——————=, =
1 — tanh®(z/2) 1 — tanh”(z/2)
Also,
coshc = 3)
(1 + tanh?(a/2))(1 + tanh?®(b/2)) — 4 tanh(a/2) tanh(b/2) cos C 4
(1 — tanh?(a/2))(1 — tanh?(b/2)) X
= cosha coshb — sinha sinhb cos~y. 5

Proof of II: By the hyperbolic law of cosines,

_ chachb — che
cosC' = shashb ’

sin? O — (ch?a — 1)(ch®b — 1) — (cha chb — che)?
sh?ash?b ’

sin® C 11— ch?a — c¢h®b — ch?c + 2cha chb che
sh’c sh?ash®bsh?c )

Since the formula is symmetric, II follows.

2. Schwarz lemma and Hyperbolic geometry

In this section we give more details related to connections between Schwarz lema and Hyperbolic geom-
etry. In particular, we derive the formula for the area of a hyperbolic triangle,the gauss-bonnet formula: If the
hyperbolic triangle ABC has angles «, 3, , then its areais 7 — (a + 8 + 7).

If D and G are two domains in complex plane C by Hol(G, D) we denote the family of all holomorphic
mappings f : G — D.

For a G domain in C, by Hyp we denote the hyperbolic distance on GG. Note that

0c = tanh(Hyps/2). (6)

The considerations in Section 1 lead to the following result:

Proposition 8. If G and D are conformally isomorphic to U and f € Hol(G, D), then

(a) op(fz, f2') < og(z,2"), 2,2" € G and

(b) Hypp(fz, fz') < Hypg(z,2'), 2,2’ € G.

If the equality holds for z # 2’ € G holds in (a) or (b), then [ is conformal isomorphism of G onto D.

This result can be considered as a version of Schwarz lemma and gives an close connection between holo-
morphic functions and hyperbolic distances.

2.1. The Schwarz lemma 1

If |a| < 1 define the M&bius transformation

va(C) = . @)
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Example 2. Fix a € D. Then ¢,(0) = —a, w,(a) = 0, @, is a one-to-one mapping which carries T onto T, D
onto . The inverse of pq is ©—q.
Check that ', (z) = (1 — |a|?)(1 — @z)~2 and in particular ©},(0) = (1 — |a|?), ¢, (a) = (1 — |a]?)~ .

Suppose that f : D — D is an analytic map and f(0) = 0. The classic Schwarz lemma states : |f(z)| < |z|
and |f/(0)] < 1.

A standard proof is based on an application of the Maximum Modulus Theorem to the function g defined by
g(z) = @ for z # 0 and g(0) = f/(0).

Now we shall drop the assumption f(0) = 0. Let f : D — D is an arbitrary analytic map. Fix an arbitrary
point z € D and consider the mapping F' = ¢,, o f o ¢p_., where w = f(z). Since p_,(0) = z, F(0) = 0. By
an application of Schwarz lemma,

[F(Q] = lpwo fop_2(Q <], (€D, (®)
and |F'(0)| < 1. Hence, since F’(0) = ., (w) f'(z)¢"_,(0), we find

1(2)] 1
- /P ST [P

zeD, ®

with equality only if F' = e*®[Id, thatis f = p_,, o (e*%p,).
Hence, equality holds in (9) if and only if f is a Mobius transformation of I onto itself.
Let w be an arbitrary point in D and ¢ = ¢, (w), ¢’ = @ (f(w)). Then p_.(¢) = w, F(¢) = ¢’ and by (8),

we find |u, (f(w))] < [z (w)]-
It is convenient to introduce a pseudo-distance

) = |p, = , 10
(2,0) = lpa (@) = | L (10)
which is a conformal invariant.

Thus

6(f(2), f(w)) <0(z,w), (11)

with equality only if f is a Mobius transformation of D onto itself.

This shows that the Riemannian metric, whose element of length is

2 |dz|

is invariant under conformal self-mappings of the disk.
In this metric every rectifiable arc - has length

- 2|dz|
Ylhyp = 1_ |Z‘2

Y

and |f © Y|nyp = |[Y|nyp. if f is @ Mobius transformation of I onto itself.

We call the distance determined by this metric the non-Euclidean distance (hyperbolic) and denote by \; we
also use notation A(z) = y—{;r» for metric density and ||h]|x = X(2)|A| for h € T..

The fact that the hyperboiic distance is invariant under self-mapping of the disk we can state in the form: If
heT,, Aec Aut(D) and h,. = A’(2)h, then ||h.||x = ||h]| for every z € D and every h € T,.

If ~y is a piecewise continuously differentiable path which joins 0 and r, 0 < r < 1, and Iy = [0, r] using

obvious geometric interpretation and the circular projection p(z) = |z|, we find |y|nyp > |Zo|nyp and hence

147

)\H(O,T) = |I0|hyp =In 1_
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Thus, the shortest arc from 0 to any other point is along a radius. So, the geodesics are circles orthogonal to
T = {|z| = 1}. The non-Euclidean distance from 0 to r is

T

2dt 147
)\(O,r):/l_tzzlnl_T. (13)

0

Since 6(0,7) = r, it follows that non-Euclidean distance ) is connected with § through 6 = tanh %
Hence, the hyperbolic distance on the unit disk D is

L+ 12—_sz
Az,w) =1n (14)
I- 12:::3

If f : D — Dis an arbitrary analytic map, then
Afz, fw) < A(z,w).

Exercise 1. Check the formula (13).

Solution. f(t) = 25, f(t) = & + %H, F= ff(t) = —1In(1 —1¢) +In(1 + ¢). Hence A(0,7) = f(: ft) =
—In(1—#)[5 +In(1+)5 =In(1 +7) —In(l — r) = In £~

1—r"
Exercise 2. If v is a piecewise continuously differentiable path in D, whether |Y|nyp, = |V|5?
2.2. The upper half plane

A region G is conformally equivalent to a region D if there is an analytic bijective function f mapping G to
D; we call f conformal isomorphism. Conformal equivalence is an equivalence relation. Conformal isomorphism
of a domain onto itself is called conformal automorphism. Conformal automorphisms of a domain D form a group
which we denote by AutD.
If fo : G — D is a fixed conformal isomorphism, then every conformal isomorphism f : G — D can be
represented in the form
f=¢ofy, ¢e€AutD. (15

Example 3. Describe Aut(H).
If A € Aut(H), there is a point xg € R such that A(xg) = oo. We consider two cases.
Case (i) xy = 0o. Then A = L, where L(z) = Az + s, A > 0and s € R.
Case (ii) xg € R. Definew = T(z) = —% + 9. Then T~ (w) = —~— and Ao T maps cc to co. Hence AoT =

To—w
L, for some \ > 0 and s € R, and therefore f = LoT L. Thatis A(w) = NI~ (w)+s = )\ml_w +s= “;jff}l,
where a1 = —s and by = X\ + sxq. Therefore, every A € Aut(H) can represented in the form
az+b
_ 16
fla) = 252, (16)

where a, b, ¢, d € R and D = D(f) = ad — bc = 1. If A is represented by (16), then

22—z

Az — Az = — .
® : lez + dJ?

a7

Hence, it is clear that A € Aut(H).
There is another way to describe Aut(H) using (w,1;0,00) = w. Namely, if A carries points xa,x3, x4
(x9 > x5 > x4) into 1,0, 00, then w = (z, X2, T3, X4).

If L € Aut(H), then L is Mobius transformation and maps R onto itself and symmetric points with respect
to R onto symmetric points with respect to R. Hence, if 21, 20 € Hand wy = Lz; and we = Lz, thenwy = Lz7
and w3 = LZ5. Since the cross-ratio is invariant under Mobius transformation, we get

(21771; 22772) = (L217L717 LZQvLE) - (w17w71; w27@)' (18)
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Set Tz = 222 Then (21,71; 22,72) = T(21)/T(z1). T maps H onto D and symmetric points, with re-
z — 22

spect to R, z; and Z7 onto points 7'(z1) and T'(Z7), that are symmetric with respect to T, respectively. Hence,

T(z1)T(21) = 1 and therefore (21,771; 22, %2) = |T'(21)|%. The pseudo-hyperbolic distance on H can be defined

by

6 (21, 22) = 1%

21— 72
It is invariant with the group Aut(IH) because of (18) and 6% (21, 22) = (21,71, 22, Z2). We will give another
proof of this fact in subsection on Schwarz lemma (below).

Often, in the literature, a Riemannian metric on a domain D is given by ds = p|dz|, where p > 0, or in its
fundamental form

ds* = p*(dz? + dy?).

In some situations it is convenient to to call p shortly metric density. If v € T, we define p-norm of v by
|v], = p(z)|v]e, where by the subscript e we denote Euclidean norm.

For a piecewise continuously differentiable path -, we define ||, = f |dz|/y. We use this infinitesimal

v

form to obtain p- distance between two points p and ¢ in D by putting

dp(p, q) = inf |y|nyp = inf [ |d2|/y,
Y

where the infimum is taken over all piecewise continuously differentiable paths v joining p to ¢ in D. For a
fixed z € H, moving on to the limit value of dz (2, w)/e(z, w), where e is Euclidean distance, when w — z we
get an infinitesimal invariant ds = |dz|/y (we drop multiple 2), where y = Imz. For a piecewise continuously

1
differentiable path v(t) = (z(t),y(t)), 0 < ¢t < 1, in H, we define |y|nyp = f |dz|/y = f ";(Ef))l dt. We use this
0

0l
infinitesimal form to obtain Poincaré distance between two points p and g in H by putting

dnyp(p, @) = inf |y|nyp = inff |dz|/y,
¥

where the infimum is taken over all paths ~ joining p to q. The curve for which infimum is attained we call
geodesic. We also use shorter notation A (Am(p, ¢) ) instead of dnyp, = dnypm if it is clear that our considerations
is related to HI.

To find geodesic which joins p and ¢ we use A € Aut(H) which maps z; and z3 to ¢y; and dys. It is
easy to conclude that a minimum is attained along the vertical segment Iy that connects ¢y; and iys. If v is a
piecewise continuously differentiable path which joins ¢y; and iy», using obvious geometric interpretation, we
find |y|hyp = |Zo|nyp and hence

A (iy1,1y2) = [Lo|nyp = | In(y2/y1)|-

Hence it follows that geodesics are the arcs of circles orthogonal to the real axis.

There is circular arc K perpendicular to the real axis that contains z; and 2o and connects real points
ay and ay. We can compute w = (p,q,a1,as). Suppose that a; > as and define A(z) = 27N then
az

det(1,—a1;1, —ag) = a3 — az > 0 and therefore A € Aut(H). Hence it maps K on one half of the imagi-
nary axis. If A(p) = iy and A(q) = iy, the cross ratio w equals

(iy27 Z‘yla Oa OO) = y?/y1~
Hence A (p, q) = | In(y2/y1)| = In(p, ¢, a1, az). Since, for yo > y1, we get

A
C y2—y1 e —1
O(iy1,1y2) = =
(iy1,1Y2) vs + u1 PN

and hence
0 = tanh(A/2). (19)



M.Mateljevi¢

In a similar way one can prove that this formula is valid if y» < y;. We consider the canonical Mobius
transformation 7" of H onto D that maps the points 0, ¢, co onto the points —1, 0, 1, respectively, and let S denote

the inverse of T'. Then we find
w:Tz:LZ,, z:Sw:iﬂ.
zZ+1 1—w
Note that if z,a € H, b = Ta, then (2, Z,a,a) = (w,w*,b,b*) = |pp(w)|>.
It is convenient to introduce the mapping ¢, = T~ o ¢, o T and the pseudo-distance

6(z,w) = [z (w)| = ; (20)

which is a conformal invariant. It is easy to check that 6 (a, 2) := |¢da(2)| = 0v (T (a), T(2)).

Moving on to the limit value, when w — z, we get infinitesimal invariant ds = A(z)|dz|, where A(z) =
2(1—1z|?)~ ! is the hyperbolic density (we add multiple 2 so that the Gaussian curvature of the hyperbolic density
is —1 see below).

The shortest arc from 0 to any other point is along a radius. Hence the geodesics are circles orthogonal to T.

Since §(0,7) = r it follows that non-Euclidean distance A is connected with § through § = tanh %

There is another way of calculating that exhibits additivity.

Let y be a circular arc (geodesic), orthogonal to 7" at the points w; and ws, that contains the points z; and 25
of the unit disk (suppose that the points w1, 21, 22, wy occur in this order). Since (r,0,—1,1) = (1 +7)/(1 —r),
we find

/\(Zl, 2’2) = 11’1(2’27 zl,wl,wz).

We leave to the interested reader to check that {z1, 22} = (22,21, w1, we) > 0, if the points are in the order
indicated above.

In this form we can consider ) as the oriented distance which changes the sign of the permutation z; and z5.
Additivity of the distance on geodesics follow from (zg, 21, w1, we) = (22, 23, w1, w2 ) (23, 21, W1, Wa).

We summarize those arguments in the following:

Theorem 1.
1+ dy A\ _1n1+5H
1—6y "B 16y’

Ay =In (21)
Example 4.

1. Let f be a Mébius transformation, 21, z2, 23, 24 four numbers from C, wy = f(zx), A = (22,23, 24)
and B = (wa, w3, wy). Then Sg o f o S;l = Id and therefore [ = Sgl 0S4 and Sg o f = S4. In particular,
Sp(wi) = Sa(z1) and it says that the cross-ratio is invariant under Mobius transformation.

2. If 21, 22, 23, 24 are four distinct points, then (21, z9; 23, 24) is a real number if and only if all four points
belong to a circle. We say that a function f : U — U is conformally conjugate to a function g : V. — V, if there
is a conformal map ¢ : U — V such that g = ¢ o f o oL,

3. Let K = T(a,R) and w = Az = a + Rz. Then A maps T onto K. Define S = Ao Jo A~ Since

2

z:%,weﬁndjo/lfl(w):u_]}ja -
We say that w and Sw are symmetric with respect to K.

4. Let K be a circle through the points zo, z3, z4. Show that z and z* are symmetric with respect to K if
(z*, 21, 22, 23) = (2, 21, 22, 23).

5. Fora € D (a #0), define R = R(a) = (|a*|? — 1)Y/2 = \/1 — [a]2/|al. The circle K = T(a*, R(a)) is
orthogonal to the unit circle T. The reflection (inversion) with respect to this circle is given by

and hence Sw = a +

azZ—a

0oz =a (a)*(z —a®) =1 —az (22)
If a = |ale!®, the mapping 7, defined by r(w) = —e'2%w, is a reflection with respect to the line orthogonal to a
which contains the origin 0. Define @, (z) = 12:52 and p, = r o 04. Check that ¢, maps D onto itself.
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6. Let f : D — D is an arbitrary analytic map. Fix an arbitrary point z € D and consider the mapping

F = o, 0 fop_,, where w = f(2). Since p_.(0) = z, F(0) = 0. By an application of Schwarz lemma,
[F(OIl < [¢l, ¢ € D. Hence, if w is an arbitrary point in D and ¢ = ¢ (w), then () = w and we find
|ow(f(w))| < |pz(w)]. Thus,

0(f(2), f(w)) < 6(z,w), (23)

with equality only if f is a Mobius transformation of D onto itself. Note, in particular, if f € AutD, then F €
AutD and F(0) = 0. Hence F = ¢'*1d and therefore ¢.,(f(w)) = e'%p,(w), which shows that |, (f(w))| =
|- (w)|. This gives another motivation to define pseudo hyperbolic distance § by 0(z,w) = |¢.(w)|, which is
invariant under automorphisms of D. For this exercise see the subsection Schwarz lemma below.

7. Let 0 <r <p<1 K, ={|]z] = p}, 0r(2) = =%, a = o(p) and b = —p,(—p) = 1’):7;. Show that

a < b and that p, maps the circle K, onto the circle K(p,r) = {|z — “5%| = “t2}. Hence, (r,z) < b, for
z € K, and therefore
(i1) 6(z,w) < 2] + |w|.
Let a, z,w € D. Using automorphism @, (il) yields
(i2) 6(z,w) < §(z,a) + 0(w, a).
Show that [—r, ] is geodesic with respect the metric § = op. Since §(—r,r) = %, §(=r,0) =6(0,7r) =,
we have 6(—r,r) < 6(—r,0) + §(0,r) and hence ¢ is not additive on geodesics. Therefore we call § pseudo
hyperbolic distance.

8. If y piecewise continuously differentiable path in D, show that ||nyp = |y
hyperbolic length of the curve .

9. Let 0 < y1 < ys and 1 the vertical segment that connects iy1 and 1yo. Show

Y2
(i3) To|uyp = [ & dy =1n(y2/y1).
Y1
If v is a path which joins iy1 and 1y, using obvious geometric consideration, show that

(14) |7|hyp P |IO|hyp

and therefore Ay (iy1,iy2) = In(y2/y1).

Hint. Take a partition Py, : ug < uj < -+ < Up, Ug = Y1, U, = Yo and set 6, = max{ug —up—_1 : 1 <k < n}
and ly, = {x +iug : x € R}, 1 < k < n. If vy, is a subarc of the path y which joins l;,—1 and I, 1 < k < n, then
|Ykle = ugp — ug—1 and therefore

s, where |y|s denotes pseudo-

n n

U — Uk—1 Yk e
< . 24
> > (24)

k=1 k=1

Hence, by letting n to oo, we find (i4).

2.3. The area of a hyperbolic triangle

For this subsection see also [2]. For 2,2 + h € D, set e = e(h) = op(z,2 + h). Since e(h) = 2(1 — |2|> —
hz)~! and dpypp(2,2 + h) =In ?_”ZEZ% = 2e(h) + o(e(h)), when e(h) tends to 0, we find
(1) dpypp(z,z+ h)/|h| tends to ﬁ, if h tends to 0.

In a similar way, we prove, for z = x + iy € H, that

(1) dpypn(z, 2+ h)/|h| tends to y~1, if h tends to 0.

Note that, for z = x + iy € H, that

(*)  Ohypp(z,2 + h)/|h| tends to y~1, if h tends to 0. Thus y~* is hyperbolic density and it defines dp,,
hyperbolic metric in a standard way. Since oy, is invariant for Aut(H), also dp,yp m is invariant. Ly = {iy : y >
0} is a right line (geodesic) and T'(Lyg) is a right line (geodesic), for every T' € Aut(H).

Now, consider model on H. Let z = x 4 iy € H, T, denote tangent space at z; vector h belongs T, if begins
at 2. By (1°) define for v € T, non Euclidean norm (L -norm ) by |v|z, = |v|/y?. If v1,v2 € T, then Euclidean
area of parallelogram R defined by these vectors is
(2) P =P, = P.y. = |v1]|v2| sin 6, where 6 is measure number of convex angle between these vectors.

We define non Euclidean area of parallelogram R replacing Euclidean norms in (2) with non Euclidean
norms:

(3) PL:|'U1|L"I}2|LSHI9.
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We will use also notation Ay, for non Euclidean area. Note that Ay, (R) = y12 P...(R).
Let W be domain in H and let @,, be square net with edges of length 1/n, n > 1, and denote by A,, the sum
of non Euclidean area of squares which belong to W it follows that A,, tends to

dxdy
(@) A=Wl = [ 27
w Y

if n tends to co. We call [W|z, non Euclidean area of domain W.
We can count area of suitable domains.
Lety = u(x),z1 < « < z2 be an arc and W elementary domain defined by

W =A{(z,y) :y > u(z),z1 <z < x2}.
A—/ da:dy / /°° dy
(r)y

(5) W\, = / ﬁdw.

If we denote by c arc defined by ¢(z) = x + tu(z),z1 < = < x2, we can rewrite formula as

dx 21
(6) W= [T = [ o
c Y x1 u(r

In the special case when c is a circular arc we find interesting formula.

Let K be the circle (z — a)? + y?> = r? and A,C € K points in H and denote by [ the arc on of the circle
which join A = a + 7€t and C' = a + re'?2, 6, < 03 < 0, + 7 in positive direction . Since yy’' = —(z — a) we
find /1 + ()2 = 1] =r J; de/lyl = rll].-

Using polar coordinates x — a = rcosf, y = rsinf, we find
(7 || =7 f,do =r(6; — 01).

Note that the formula (7) follows from measure of angle (see [7, 8]). Denote by T' = I’(6) tangent vector
i defini.imo argT = 6 + ©/2; if r = 1, Euclidean length of [ equals to change of tangent angle. In special
case, if a € R, arc [ is a non Euclidean line. Non Euclidean triangle A(A, co, C), whose two vertex A and C
belong to the unit circle, and third vertex B = oo, we call special triangle; it is interesting that, by (6) and (7), it
follows that non Euclidean area of special triangle equals Euclidean length of the arc (the edge of the triangle),
which belongs to the unit circle. Hence non Euclidean area of special triangle A(A, oo, C') equals change of
tangent angle along arc AC' of the triangle. For triangle A(A, co, C') let r be radius of the circle which contains
Euclidean arc AC. The altitude change of angle that the tangent of arc AC' makes with the positive - axis along
arc AC is (m — 7) — «); hence, if r = 1, the triangle is special and non Euclidean area A(A, co, C) equals
Euclidean length of the arc AC and hence (7 —v) —a =7 — (v + «).

Note that we first consider the case = 1 only from pedological reasons. If » # 1, using a homothety we
can map K on unit circle. Note that non Euclidean length and area are homothety invariant. Let A(A, B, C)
non Euclidean triangle; without loss of generalization we can assume that vertices B and C' on y - axis as
on the picture. Denote by Ay, A, A respectively non Euclidean area of triangle A(A, B,C), A(A, 00, C) and
A(A, 00, C). Since, by (13) , Ay =7 — (a1 +711), As = 7 — (a1 + f1), and A; = A + Ay, it follows (14)
Ap=m—(y+a+p).

Thus we have proved:

By Fubini’s theorem we find

and hence

Theorem 2. In a hyperbolic triangle the sum of the angles A, B, C (respectively opposite to the side with the
corresponding letter) is strictly less than a straight angle. The difference between the measure of a straight angle
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and the sum of the measures of a triangle’s angles is called the defect of the triangle. The area of a hyperbolic
triangle is equal to its defect (1 — A — B — C).

By Stokes’ formula area A of non Euclidean polygon is

A:/dxfy:—/d(l)dzz/ oy
P Y P Y or Y

Using polar coordinates z — a = re?, dx/y = —d#, if we denote by a4, and 3 measures of interior and
exterior angles of polygon, then

A:Zﬁk—Qﬂ':(n—Z)ﬂ'—Zak.

Now, we will compute area A of non Euclidean n- polygon. We will not use partition of non Euclidean n-
polygon on non Euclidean triangles. We need:

Theorem 3 (Theorem of Turning Tangents). Let ¢ be a positively oriented parametrization of C and let p(s) be
the angle from ey to ¢’ at the point ¢(s). Then [ ¢'(s)ds = 2.

1. First, we outline an argument.
By Stokes’ formula area A of non Euclidean polygon is

1
A:/ dx;ly:—/d(—)da::/ do
r Y r Y or Y

Using polar coordinates z — a = 7', dx/y = —d#, if we denote by oy, and 34 measures of interior and
exterior angles of polygon, then

Az/{{jpd@zZﬁk—Qﬂ':(n—2)7r—Zak.

Thus, if S is sum of measures of interior angles of non Euclidean n- polygon, then non Euclidean area
A=(n—-2)r—S.

2. Now we give additional details.

Let ¢ be circle arc of circle (z — a)? 4+ y? = r2, a € R. Using polar coordinates z — a = re’, T = ¢/(0) =
re'®*7/2) and therefore argT = 0 4+ /2 and [ df = A ArgT.

Here we used Theorem of Turning Tangents: Let 0P consist of circle arcs ci. Set ap, = A, ArgT and
S=3>arThenA= [,,0 =—-> A, ArgT = — 3 ai. By Theorem 3, " (a) + fx) = 2 and therefore
A=> 0r—2m Since B, =7 — ag, wefind A = (n—2)7 — S.

d
In terms of the Poincaré half-plane model absolute length corresponds to the infinitesimal metric ds = I | (Z )
m(z
. S 2|dz|
and in the Poincaré disk model to ds = 17”2
— |z

In terms of the (constant and negative) Gaussian curvature K of a hyperbolic plane, a unit of absolute length
correspond to a length of R = Neve

In a hyperbolic triangle the sum of the angles A, B, C (respectively opposite to the side with the correspond-
ing letter) is strictly less than a straight angle. The difference between the measure of a straight angle and the sum
of the measures of a triangle’s angles is called the defect of the triangle. The area of a hyperbolic triangle is equal
to its defect multiplied by the square of R:

(r—A—B—C)R%

In all the formulas stated below the sides a, b, and ¢ must be measured in absolute length, a unit so that the
Gaussian curvature K of the plane is —1. In other words, the quantity R in the paragraph above is supposed to be
equal to 1.
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3. Further results

There is interesting connection of hyperbolic geometry with complex geometry. The author published a paper
[6] about holomorphic fixed point theorem on Riemann surfaces.
Let M and N be hyperbolic Riemann surfaces and f : M — N an analytic function. If p is fixed point, then

f'(P)l <1,

Theorem 4. (i) Let M be hyperbolic Riemann surface and f : M — M analytic function and F compact subset
of M. If f is not isometry, then f is contraction on F. In addition, if f(F) C F, then there is a unique fixed point

po = f(po) € F.

Let G be bounded connected open subset of complex Banach space, p € G and v € T,G. We define
ka(p,v) = inf{|h|}, where infimum is taking over all h € T,C for which there exists a holomorphic function
such that ¢ : U — G such that $(0) = p and d¢(h) = v.

One can prove the following theorems.

Theorem 5. Suppose that G and G are bounded connected open subset of complex Banach space and f : G —
G is holomorphic. Then kg, (fz, fz1) < ka(2,21), forall z, 21 € G.

Theorem 6. Suppose that G is bounded connected open subset of complex Banach space and f : G — G, is
holomorphic, G, C G, so = dist(G., G°), dy = diam(G) and o = do[j?sw Then ka, (fz, fz1) < qoka, (7, 21),
for z,z1 € G,.

We worked on the subject from time to time between 1980 -1990 and in that time we proved Theorems
6-5("). But we realized these days that it is a version of the Earle-Hamilton (1968) fixed point theorem, which
may be viewed as a holomorphic formulation of Banach’s contraction mapping theorem. A version of this result
was proved in 1968 (when I enroled Math Faculty) by Clifford Earle and Richard Hamilton by showing that, with
respect to the Carathéodory metric on the domain, the holomorphic mapping becomes a contraction mapping
to which the Banach fixed-point theorem can be applied. Perhaps there are applications of this result in the
Teichmiiller theory.

4. Concluding comments

In this section we only touch some questions related to place of Euclid’s theory, hyperbolic geometry in
science and real words.

Euclid’s Elements is a mathematical and geometric treatise consisting of 13 books attributed to the ancient
Greek mathematician Euclid in Alexandria, Ptolemaic Egypt circa 300 BC. It is a collection of definitions, pos-
tulates (axioms), propositions (theorems and constructions), and mathematical proofs of the propositions.

The Elements is still considered a masterpiece in the application of logic to mathematics. In historical context,
it has proven enormously influential in many areas of science.

The reason that Euclid was so influential is that his work is more than just an explanation of geometry or even
of mathematics. He was first to the develop concepts as axioms and proofs. The way in which he used logic and
demanded proof for every theorem shaped the ideas of western philosophers right up until the present day. Great
philosopher mathematicians such as Descartes and Newton presented their philosophical works using Euclid’s
structure and format, moving from simple first principles to complicated concepts.

The Pythagorean theorem is false if the parallel postulate does not hold.

Unless you have studied mathematics based on an axiomatic theory (like Euclid’s, or number theory based
on the Dedekind-Peano axioms, or set theory based on Zermelo-Fraenkel axioms) you have not seen real math-
ematics. All that arithmetic, algebra, trigonometry, and calculus you have studied for years and years is not real
mathematics until every statement is proved, and that requires axioms, definitions, and theorems with proof.

As early as 1899, Hilbert proposed a whole new formal set of geometrical axioms, known as Hilbert’s axioms,
to substitute the traditional axioms of Euclid. Hilbert’s approach signaled the shift to the modern axiomatic
method. In this, Hilbert was anticipated by Moritz Pasch’s work from 1882. Axioms are not taken as self-evident
truths. Geometry may treat things, about which we have powerful intuitions, but it is not necessary to assign
any explicit meaning to the undefined concepts. The elements, such as point, line, plane, and others, could be

we found a my hand written manuscript 1990 and did not pay much attention to it at that time
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substituted, as Hilbert is reported to have said to Schoenflies and Koétter, by tables, chairs, glasses of beer and
other such objects.It is their defined relationships that are discussed.

Hilbert first enumerates the undefined concepts: point, line, plane, lying on (a relation between points and
lines, points and planes, and lines and planes), betweenness, congruence of pairs of points (line segments), and
congruence of angles. The axioms unify both the plane geometry and solid geometry of Euclid in a single system.
If we study mathematics we ask some question. Whether there is a rectangular triangle in the real world, whether
the version of Pythagorean theorem for Hyperbolic geometry or Euclidean geometry is valid? What is a straight
line in the real world? Some physicists believe that the a straight line path of light and brightness beam bend
when passing by the country. Such questions do not study the mathematics. The mathematics is defined Riemann
manifold and geodesic (but such objects do not exist in the real world). Mathematics is applied to the models and
approximations. All science together contribute to the progress of knowledge about the real world. I personally
believe that the human mind will never understand the real world completely. "Because of experimental error, a
physical experiment can never prove conclusively that space is Euclidean - it can prove only that space is non-
Euclidean"(Greenberg, 1993, p. 291). "Hyperbolic Geometry is a "curved" space, and plays an important role in
EinsteinSs General theory of Relativity" (Castellanos,2002).

Here we follow shortly discussion in [14]. In mathematics we assuming some things are true (axioms), and
then we ask what other things would be true as well. We do not discuss whether the things we are assuming to
be true really are true, but if we run across a world where they are really true, then we may be sure that anything
else we deduce logically from them will also be true in that world. So there are statements we take for granted,
called axioms or postulates or assumptions, and then there are statements called theorems that we deduce or
“prove” from our assumptions. So we do not know that our theorems are really true, but in any world where
the assumptions are true, then the theorems are also true. In Euclidean geometry we describe a special worlds, a
Euclidean plane, line and point. Those object do not really exist in the real world we live in, but we pretend it
does, and we try to learn more about that perfect world. So when we "prove" a statement in Euclidean geometry,
the statement is only proved to be true in a perfect or "ideal" Euclidean plane, but not on the paper we are drawing
on, or the world we are living in.

Edward Frenkel, a mathematician at Berkeley, said: I argue, as others have done before me, that mathematical
concepts and ideas exist objectively, outside of the physical world and outside of the world of consciousness. We
mathematicians discover them and are able to connect to this hidden reality through our consciousness. If Leo
Tolstoy had not lived we would never have known Anna Karenina. There is no reason to believe that another
author would have written that same novel. However, if Pythagoras had not lived, someone else would have
discovered exactly the same Pythagoras theorem. Moreover, that theorem means the same to us today as it meant
to Pythagoras 2,500 years ago.
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Arncrpakrt. Y pany je maT KpaTak IPUKa3 HEKUX IpobieMa Koju ce MOory pemasarty kopumhemeMm ['pebueposux 6a3za.
Y Ty cBpXy, pa3jalImeHe Cy OCHOBHU HOjMOBE y Be3u ['pebuepoBux 6asza. Iloka3zamo je kako ce OHe MOI'y KOPHUCTHUTHU 32
pauyHame y koxoMmosoruju I'pacmanoBux Muorocrpykroctu. [lare cy u mpumMesne nqobujeHux pesyiarara y IuEpEHIN)aTHO]
TONOJIOTUjU U ajirebapCcKoj KOMOMHATOPULIN.

Kipyune peumn: ['pebuepose 06aze; I'pacmannjann; nmepsuje; Kocrrurn Gpojenu.

1. ¥YBon

[Tojam I'pebuepose 6a3e yBenen je y moxropary Bpyna Byxbeprepa u3z 1965. ronune. I'peb-
HepoBe Oa3e mMajy BeIUKYy IpUMEHy y pa3Hum obiaactuMma. Mu heMo ce oBme mo3abaBuTu HEKUM
HOBMM IpHMEHaMa OO KOjUX je IoIja rpyna OeorpaicKux MaTeMmMarndapa. Pesynratu oBux
pamoBa Cy NPWKA3aHU Yy OECETaK PanoBa O0jaB/bEHUX Yy MATEMATUYKUM YACOIMUCUMA, KA0 U ¥
IBEe INOKTOPCKe mucepranuje (Bumetu [16], [18]).

OsBaj pan je npepabena Bapujanta npenasama ca VI Cumnosujyma Maremaruka u mpuMeHe.
Kako je oBo Ouio miieHApHO IpemaBame, KOME Cy IPUCYCTBOBAJIM CBU YUYECHUNUW CUMIIO3UjyMA,
TO je m 0Baj paja TAKBOT KapaKTepa na On mera MOTYy WMATH KOPUCTU W OHU KOju ce He OaBe
TEMaMa O KOjuMa je ped, a HaJaMO Ce na MOKe OUTU OJ KOPHUCTU U HACTABHUIMMA MAaTEMATUKE,
KOJU PENOBHO y3MMajy ydemhe Ha OBUM cuMIo3ujymmma. HaBemumo ykparko o dueMy he Outu
peuu y omespIiuMa KOjU CJeE.

Onemak 2, mocBeheH je KPATKOM Mperjeny OCHOBHUX IIOjMOBa KOJU C€ TUYY MHOTOCTPYKOCTH.
YuumeH je MOKyIaj Ta ce OBU IOjMOBM yUMHE NOCTYIHUM CBUMA, y3 moacehame Ha mojMoBe ca
KOjUMa, CMO C€ CPEeTaJi TOKOM IIKOJIOBama. HaBemeHu cy u HEKU 3aHUMJILUBU IPUMEPU, KOjU HUCY
Oam oupeKTHO Be3aHu 3a | pebuepose Oase. VMckopumhena je mpuianka ma ce YKPaTKO YKaKe
Ha OCHOBHE MeTOJEe KOje ajarebapCka TOIOJOTrUja KOPUCTU 3a JOKA3UBAKE HEKUX [eOMETPUjCKUX
pesyJTara.

Opnemaxr 3, noceehen je yBohemy nmojma I'pebruepoBux 6a3a u Ty je maTO M yOyTCTBO KAKO C€
MOKe OoKa3aTu mocrojame I pebuepoBe 6aze 3a nmpowm3BosbHU nnead. locra nasxkme je moceeheno
U jeIHOCTABHOM CJIy4dajy IPCTEHA MOJMHOMA Ca jeOHOM HeogpebheHOM y HOKymajy a ce NUTaHe
mocrojama ['pebHepoBe HGasze MOTHBUINE U HA Taj HAUUH.

Opemar 4 je nocBelieH OCHOBHUM IIOjMOBMMAa TE€OPHj€ BEKTOPCKUX PACIIOjE€Ha U KAPAKTEPUC-
TUYHUX KJIAca, Ka0 U Be3u NpobjeMa MMep3Uje ca TEOPUjoOM XOMOTOIU]E.

Y omemKy 5 MPUKA3aHU CY HOBU PE3YATATHU KOjU Cy NOOUjEHU y TOPECHOMEHYTUM PaTOBUMA.
HapaBHo, oHU cy camMO OeIVMUYHO MOTJIM OUTH NPUKA3AHU, & UAEja je Ja ce MOKIA UUTAOIU
IPUBYKY A& KOHCYJITY]y OPUTMHAJHE pedepeHIe.

2. MuOrocTpykocTu
2.1. OcHOBHUM IIOjMOBU

Y mkosm CMO yYmian O KpuBaMa, OWJIO Oa ce paay o rpadunuma QyHKIUja, OUIo Ja ce paan o
KpUBaMa 3aJaTUM jeIHOCTABHUM (JIMHEADHVUM, WM KBAAPATHUM) jedHadnHaMa. AKO mocMarpamo
KPUBY y PaBHU 3a1aTy HEKOM jeTHAYMHOM, HA IPUMED, KPYKHUILY, 3HAMO M8 HEe MOKEMO y IOT-
IIYHOCTU jeAHY OJ KOODAWHATA M3PA3UTU IPEKO APYre KOOPIAWHATE, Al TO MOMKEMO Oa yPaarmMO
nokasano. Ha mpuMep, cBe Tauke Kpy:KHUIE 3amaTe jemHaumnHoM z2 + y? = 1 3a koje je x < 0
“Majy CBOjCTBO ZAa je BPEOHOCT KoopamHaTe = moTmyHO onpebena Bpemmomhy roopamuare y; Ty
je, Hamme, r = —/1 — y2. BanpaBo, nocroju 6ujeknuja usMebhy TOr mesa Kpy:KHUIE U Iesa y-0ce
3amaror ca —1 < y < 1. Ha amamorau Hauws mMmamo u Oujerknujy mameDy mesa Kpy:KHUIE 3a0aTe
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ca z > 0 u ropeHaBemeHOr neja y-oce, Kao u Oujernuje 3a ciayuajese y < 0 mw y > 0 m oxro-
Bapajyher mena z-oce. OBakse Oujernuje HazuBaMo u kapme. Ilakie, cBaka Tayka Ha KPY:KHUAIU
je saoxaano ompebena jemnom roopmumaToMm (mOK je Gpoj morpebuux kapata 4). Crora je Kpy-
HUA jenaH jednodumenzuony objekar. CIndHO ce MOMKe 3aK/bYUYUTH W 3a 3a XunepOoJy 3anaTy
jemmaunaom 2 — y? = 1, npm yemy je xumep60Jia, 3a PA3IUKY OJ KPY/KHUIE HEMOBE3aHa, Al TO
HUje YMEBeHUIA O] IEeHTPAJIHOT 3Hadaja. MuHnMasan Opoj kaparta 3a xunepbony je 2.

Ha ¢arynrery cmo yumam m o moBpmmMa. Buiao ma cy TO moBpmmn 3amaTe Kao rpaduiu
¢yHKIM]ja OBe NPOMEHJbMBe, OMIIO Ia Cy 3anare jeaHadrHaMma (HOMYT eJUICOMUAA, XUIepboIonaa,
AKJIe KOHYCHUX NPECeKa), WM Cy 3aJaTe HA HEKM NPYTM HAYMH — HA IPUMEP TOPYC je Taksa
noBpmi. VM, ciuyna cTBap ce memaBa Uy OBOM cCiydajy. be3 003upa Ha pa3iIudUTOCT 3aAaBaba
OBUX IOBPIIN, YBEK C€ A0KAAHO OHE MOT'Y 3aaaTu oMoy, oBaj IyT ABe, kKoopauHaTe. bpoj kapaTa
he 3aBucuTU 0n KOHKPETHE MOBPIINA CA KOjOM DPaaMMO.

Ho, uak 1 ako keanMo qa n3ydyaBaMo HEKE 0COOMHE TPOANMEH3NOHOD IPOCTOPA, HE MOYKEMO Ce
OrpaHMYUTHU caMo Ha Tpu auMmensuje. Ha mpumep, ako selmMo na IOCMaTpaMo IPOCTOP KOjU UMHE
c¢BU MOryhu monoskaju 6 pa3nmnuauTux Tavyaka y TPOAMMEH3MOHOM IPOCTOpPY, Obmhe HaMm nmorpebHO
18 roopmuuara (IO TpU 3a CBaKy Tauky) O KOjUX HEKe MOpajy OuTu pasnuuure (HAKIe, Taj
npocrop wuje R18). Jom je sammmmusumje ako maydgasamo cse moryhe momosaje 6 pasmauuTux
Tavyaka Ha TOpycy. EBMOEeHTHO ce paan O 3aHUMJLMBOM OOjEKTY, KOjU je MOCTa MpPABUJIAH, AJU
CBaKaKO Ce He MOK€ BUAETU KaO MOACKYI TPOIMMEH3UOHOT IPOCTOPA.

OBu, aqu M MHOTU APYTY NPUMEPU U3 PA3HUX OOJIACTY MATEMATUKE U HEHUX HPUMEHa Cy
ycanoBuiu noTpeldy 3a yBobhemem mojma muozocmpyrkocmu. HaBemumo nepmuunujy Tor mojMma.

Hepuuumnuja 1. MHOrOCTPYKOCT AUMEH3UjE N, WA N-TUMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT j€ TOIOJIOMIKA
IIpOCTOP Koju uMma cieneha cBojcTaa:

(1) M je Xaysmop¢os.

(2) M je nOKaJNHO €YKIUACKUA AVMEH3UjE N.

(3) M wma npebpojuBy 6a3y OTBOPEHUX CKYIIOBA.

ITporomenTapummmMo Maso oBy aedpuanimjy. Cojerso (1) mma 3a muib na nsberte HeKe Heo-
OuuHe mpuMepe MHOTOCTPYKOCTH. 3aMUCINMO 4 MMaMO OBa NPUMEPKA peaJiHe MpaBe, PEIUMO
R x {—1} u R x {1} u na ux caenumo cByma ceM y KOODAMUHATHOM IOYETKY (IPYyTUM pedumma na
nneHtuduryjemo tauke (x, —1) u (x,1) 3a cee € R\ {0}. Tako 6ucmo 1oGuiam OMaJIo €r30TUYHY
OpaBy ca ABA KOODIMHATHA oYeTKa. 10 Huje objekar koju Hac 3auMa. CBojcTBo (3) je TexHUUKU
YCJIOB KOjU HEKM CTaBJ/Lajy, & HEKU U He, aju ce Hehiemo 3anp:xkaBaTu nasme Ha memy. OHO mTO je
neHTpaaHo je csojcTBo (2). OHO 0O3HAUABA Ha CBAKa TA4Ka P MHOTOCTPYKOCTH M, mMa OTBOpEHY
orkosmry U y M n na moctoju xoMeoMopduzam ¢ uaMmebhy Te okosnune 1 Heke oTBOpeHe Kyrie y R™
(unu u nenor R™ — 1o je ekBUBaJeHTAH yCJIOB). XOoMeOMOpP(H3aM je HEIPEeKUIHA OujeKnuja, uuju
je mHBep3 Takohe mempekumaH. 10 oaroBapa ropeHaBeneHO] Oujeknuju maMmeDhy mesaa KpysKHUIE
u mena jense oxn koopauHarHux oca. Ca (U, ¢) o3nauaBalieMo jelHy TakBy KOODIWHATHY KapTy.
Haxrne, M je yauja tux oxonmua M = U;c;U;, npu yeMy mocroju xomeomopduzam ¢, : Uy —=R"™.
3anpaso, ¢ 063upoM Ha CBOJCTBO (3) y AeQUHUIUjU MHOTOCTPYKOCTH, MO:KE C€ HPETIOCTABUTHA
na je ckyn I mpebpojuB; y nameMm heMo ce UCKLYUNBO OABUTU KOMNAKMHUM MHOTOCTPYKOCTUMA
KO KOjUX Ce MOMATHO MOKE IPETIOCTABUTH Ha je Taj CKym I KOHaJaH.

OBako cMO 3amanu mojaM monosowske MEOTOCTpykKocTu. Hac 3ampaBo 3annma mojam dufepen-
yujabuane (2aamre) MEHOTOCTPYKOCTH, INTO je, KPATKO PEUEHO, MHOTOCTPYKOCT HA KOjOj C& MOKe
n3BoauTHu qudpepennujasau pauya. Ona ce robuja MaIoM MOIUPUKALIJOM IPETXOTHE AePUHUALIT]E.
Haume, mpeTmocTaBima ce u 1a cy gynryuje npomene koopournama p;op; - : i (U;NU;)—=p; (U;NU;)
raaTtke Qyurnuje (0BO Cy (yHKIUje YUjU Cy U IOMEH U KOAOMEH OTBOPEHM HOACKYImoBu y R"™ u
3aTO MMa IOTIYHO CMWCJIa TOBOPUTU O HBUXOBO] IJIATKOCTU, Tj. O HOCTOjalmy U HEIPEKUITHOCTHU
V3BOJA CBUX DPENOBA).

Ha oBaj HauymH MOkeMO na pa3MaTpaMoO U IJIaTKa IPeciuKaBama MeDy MHOrOCTPYKOCTHMA.
Haunme, ako cy M u N riaTke MHOrOCTPpyKOCTH (KOje He MOpAajy MMAaTU WCTY IAUMEH3Ujy) U
f+ M —= N HenpexkuIgHO IpecInKaBame, OHIA KaKeMO Ia je OHO IJIATKO YKOJIUKO CYy CBe (yHKIUje
pjofo gai_l ryaTke Kao (GyHEnuje MeDhy OTBODEHMM IIONCKYIOBMMAa OArOBapajylux eyKIMACKUX
npocTtopa (oBIe ¢yHEIHje 1); U ¢; 3anajy oarosapajylie kapre Ha ZaTUM MHOTOCTPYKOCTHMA).



I'peGuepose Gaze

Hac he y mamem mocebuo 3anumaru ciaenehu npuMepu MHOTOCTPYKOCTH.

1) PeasHu TpOjeKTMBHU MPOCTOD AUMEH3Uje n, y ozHama RP" je ckym csux mpasux y R™M! xoje
canpyke koopamHaTHU moderak. Hehemo cama ymasurm y TO Kako ce 3amaje CTPYKTypa TLilaTke
MHOTOCTPYKOCTH (38 0Baj U HAPENHU IPUMED, IPEnopydyjeMo UnTaolly Aa Moriena, Ha IPUMED,
kwury [7], Koja je KOpucHa 1 3a MHOTe Apyre mojMoBe koju he ce y mameMm pasmarpatu). V-
TAKHUMO CaMO Ia Ce MPUPOIHO HA OBOM CKYIy MOKe 3aJaTH METPHKA TAKO HITO Ce 3a PacTojame
u3smebhy nBe mpase y3me yrao uameby mux. Tanga je HejeqHAKOCT TPOYTIa 3ampaBo jedaH MO3HATHU
pe3yaTaT U3 OCMOr pa3pela OCHOBHE Imkoje (Koju?).

2) Onmruje o4 IPeTXOHOr: MOKEMO PAa3MaTpPaTU CBe k- AMMEH3MOHE BEKTOPCKE IOTIPOCTOPE BEK-
Topckor npoctopa R"T* (y mperxomsom npumepy cy pasMaTpaH; jemHoIMMEH3MOHU TOTIPOCTOPU
npoctopa R"T1). Muorocrpykoct koja ce opme mobuja Hasupa ce ['pacMaHOBA MHOTOCTPYKOCT,
nnu, kpahe, I'pacmanujan. Oznaka je Gy ,(R). Iumensuja oBe MHOrocTpykoctu je kn (KpaTko,
amy He U HOTIYHO objammmeme: mpoctop R™F je muperrma cyma mormpocropa RF u R™ — rana
ce k-IMMEH3MOHM HOTIPOCTOP MOMe BUACTH Kao TPadUE JIMHEAPHOT mpeciukaBama u3 RF y R”,
OIHOCHO Ka0 0all TO JMHEAPHO HPECINKABAKE, OJHOCHO KA0 MaTpuma popmara n X k, a oHA UMa
kn xoMnoneHTn).

3) Hajcnoxenuju npumep nobujamo rana y R™ pasmarpamo cse Huzose notupocrtopa (Vi,..., V),
KOjU YMHE OPTOroHANHY (y OMHOCY HA CTAHAADIHU CKAJAPHU IPOU3BOA) AEKOMIO3ULIU]Y IPOCTOPA
R™ u unje cy AUMeH3MUje PEIOM Ny, ..., Nk (cTora je ni+---+n, = n). CKyn ¢BUX OBUX IOTIPOCTOPA
oszmauasamo ca Fgr(ni,...,n,) u Ha BEMy MOCTOJU CTPYKTYpPa MHOTOCTPYKOCTU. Ta MHOMOCTPYKOCT
ce Ha3MBa MHOTOCTPYKOCT 3acTaBa THHa (ni,...,n,). tbena muvensuja je 32, o, ;.. nin;.

HaBenumo Ha Kpajy OBOr oZeJpKa CaMoO jOII TO Aa ce OAroBapajyhe MHOTOCTPYKOCTU 3aIajy
1 HaJ KOMIJIEKCHUM OpojeBuMa. CBM OBM IpUMEPU Cy IPUMEPU KOMIAKTHUX MHOT'OCTPYKOCTH.

2.2. Yranama u uMep3uje

Kao mTo cMO Bumenm y HpPeTXOMHOM IONONEJbKY, ITOjaM MHOTOCTDPYKOCTH HUje BE3aH 3a
KOHKPETHO NIPEICTABAKE Y HEKOM EYKJIUIACKOM IPOCTOPY KAaO IITO CMO HA TO HABUKIU y CIyYajy
IIOBPIIN KOje CMO m3ydaBaJyu Ha cTyaujama. Crora ce mpupogHO MOKE MOCTABUTU MUTAKE A4 JIU
Ce YOIINTe MPOM3BOJFHA MHOTOCTPYKOCT MOMKE PEaJM30BATA Yy HEKOM €YKJIMACKOM mpocrtopy. Ha-
jBumre he HAC 3aHMMATU HAIIK KOHKPETHU IPUMEDPH, a OBIe NeMO HABECTU HEKe IO3HATE Pe3yJITaTe
KOJU Ce ONHOCE Ha KOMIIAKTHE MHOIOCTPYKOCTH (JaKje Ha OHE KOJU Cy KOMIAKTHE KAO TOMNOJIOUIKY
OPOCTOPY U KOje CTOra MMajy ¥ KOHAYHE aTyace).

Ila ducMmo objacHunn nojam yramama, nohm hemo ox mojma umepsuje. Ilocmarpamo riaTtko
npecaukaBame f: M —= N. Heka je p npoussosmHa Tauka muorocrpykoctu M. Axko cy (U, ) n
(V,4) omrosapajyhie rapre oko tauaka p, omHocHo f(p), oHIa ce JOKaJIHO (GyHKIUja f BUIM KAO
OYHKIMja ¢ U3 HEKOT OTBOPEHOT moickyna on R™ (rme je m mumensuja om M) y HEKM OTBOpPEHU
noackyn ox R™ (n=dim N): g(z1,...,2m) = (hi(Z1, .., Tm), s Gn(T1, .o, Tm))-

Y camoj Tauru ¢(p) € R™ MokxeMo uspadynatu JakobujeBy MaTpuiy ose GyHKIUje g, OQHOCHO
MAaTPUIy CBUX MaPIUjATHUX U3BOIA:

dz1 Oxzo OTm

Ox1 Oxo OTm
Jg) =1 . .

Ohn Ohn . Ohn

Ox, Oz OTm

HapasHo, cBu napuujaJuu u3Boau Cy u3padyHaTu y Tauru ¢(p). JIako ce MOKe MOKA3aTU na PAHT
OBe MaTpulle He 3aBucu on u3bopa koopauHara (Kapara).

Hedununuja 2. I'natrko npecnukaBamwe f: M —= N je umepsuja yKOIUKO je pauHr omrosapajyhe
JakobujeBe mMaTpuie y CBaKO] TAUYKM MHOTOCTPYKOcTH M jemHAak OMMEH3UjU T€ MHOTOCTPYKOCTH.

Jacuo je ma JaroOujeBy marpuiyy pagyHamo y tauku um3 R™, amm cmo oBme 360r kpartkohe,
Hamucaau na ce paau o JaxkoOujeBoj MATPUIM Y TAYKM MHOIMOCTPYKOCTH — CTaHAAPAAH IPUMED
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3. 3. [lerposuh

3noynorpebe jesuka. Hapasuo, ma 6w panr yommre mMorao ma Oyme jemmak m = dim M, mopa
paxutu dim M < dim N.

3amTo je oBaj mojam mMmepauje 3HadajaH? Kopumhemem Teopeme 0 MMIIMIUTHO)] (yHKIUjU
u3 Amanuse 2, JIakO ce MOKe YCTAHOBUTHU HAa je mMmepsuja .sokaano ‘1-17, Tj. ma 3a cBary Tauky
p € M mocroju Heka meHa orkosuHa W 3a K0jy je pecrpurnuja pyarmuje f Ha Ty oroawmmy ‘1-1’.
IIpema ToMme, oBa ¢yHKIUja, JIOKATIHO ‘BEPHO MPEACTABIHbA’ MHOTOCTPYKOCT M y MHOTOCTPYKOCTHU
N. Anu, ve u raobanuo — 1j. f yonmre He Mopa Outm ‘1-1’.

Hepunumnuja 3. ['natko npecaunkaBamef: M — N je ymanawe yroauko je f mmepsuja, ‘1-1" u
ycnocrassba xomeoMmopouszam usmebhy M u caure f(M).

Axko :kenmuMo na ucrakHeMo na je f mMmepsuja, oHma TO osHauaBamo ca f: M ¢ N (o3maka
KOja yKa3yje Ha IOCTOjame ‘CaMOmpeceka’), TOK ce yTamame o3Hauasa ca f: M < N.

Cama ce MOKE€MO BPATUTHU HA NUTAKHE O MOTYNHOCTU ‘IpPENCTaBjbarha’ JaTe MHOIOCTPYKOCTHU
y HEKOM eyRJIUICKOM npocropy. Jo6po je moznara Buraujesa (Whitney) Teopema u3 yerpueceTux
FOAVHA TPOIIIOr BEKA.

Teopema 1. Hexa je M xomnaxmna n-oumensuona muozocmpyxocm. Tada nocmoju ymanamwe f: M —
R?™ u umepsuja g: M ¢ R2~1,

Koumenrpucahemo ce ma mnumrame mocTojama wumepsuje. HapaBHO, OpUPOAHO ce MOXKe
[IOCTABUTY IIUTAHKE: MOXKE JU ce nobutu u 60/bu pe3yiTarT ox OBOr? 3ampaBo HUje Temko nahu
IpUMeEp [1a 3a HEKe 1 MOCTOJU IPUMEpP KOMIIAKTHE 7- IMMEH3MOHE MHOIOCTPYKOCTH 3a KOjy He IOC-
toju umep3uja vy R?"2. Komkperno, 3a n = 2" me mocroju umepsuja RP2 y R2 -2 (Bumeru
(7).

Ilaksie, He MO:XKe ce Ha OBaj HAUWH HONPABUTU Taj pe3yaTar. Auu, MOXKIA MOKE TAKO Ia
cMameme muMmensuje 3asucu ox n? Ipyrum peumma, Moxkga nocroju ¢ysrnuja h(n), Koja Huje
KOHCTAHTHO jeqHaKa 1 M 3a KOJy BaKM Oa 3a& CBAKy KOMIIAKTHY N-IUMEH3WOHY MHOTOCTPYKOCT
nocroju umepsuja y R27~"")  Banpaso, oarosop je morspaan. Kao Ky IMuHAIM]a LyTOroQuIImHer
pana mHOrux maremaruuapa, Pand Koen (Ralph Cohen) je mokazao cnemehy teopemy (Bumeru

[4]).

Teopema 2. Hexa je M xomnaxmwa mmozocmpyxocm. oOumensuje n Tada nocmoju umepsuja
f: M —=R?>"=2M) 20¢ je a(n) 6poj jedurnuna y burnaprom passojy bpoja n.

HapaBHo, npakTUYHO CBAKO KO BUAW OBA]j PE3yJITAT IPBU IIYT, U3HEHAAU Ce 300T 1I0jaB/bUBAKA
Heobuune ¢ynruuje o(n). Ho, 3anpaBo meHo mojaB/imuBame HUje HEIPUPOIHO. IIpernmocTaBumo na
jen=2M42"m+...2" tnejery >re > --- > 1) > 0npuka3 6pojan y obIUKY CyMe CTEIeHa ABOjKU
(makise ropopumo o GunapuoM 3anucy ). Tana je a(n) = k. Hasesu ¢cMo ma 3a MHOTOCTDYKOCT RP%"
e mocroju mvepsuja y R2 ~2. Huje MHOTO Teke HOKa3aT Ia 3a MHOrocTpykoct RP2™ x RP2™? x
- x RP?™ me mocroju umepauja y R?"~#~1 Jlakne, Bumumo na ce oBaj Koenos ommru pesyiarar
HE MOyKe IONPABUTU — 3& CBAKO N IIOCTOJU MHOTOCTPYKOCT T€ NUMEH3Mje 3a KO]y He IOCTOjU
umepsuja y R2*~¢(M=1 34 pume merassa 0 0BOj TeMM UMTAJIAI MOME KOHCYJITOBATH M DA [9].

CacBuM apyradnje CTOje CTBaApW Kaa MOCTAB/HAMO TAKBO MUTAKE 33 HEKY KOHKDETHY MHO-
TOCTPYKOCT, MM HEKY ViKY (paMUIINjy MHOrOCTpyKOoCcTH. Buaenu cMo na Ccy peayiHU IPOjeKTUBHU
MPOCTOPU Ba;KHU 33 OBY TEMATUKY. 3alpaBo, HEMaJu OpOj BPJIO O30MILHUX PaN0OBa je UCIUCAH, a
U DaHAC Ce M0jaBJby]jy HOBU, Mala 3HATHO, 3HATHO pebe, Koju ce 6aBe MUTAmEM IOMPABIbAHA OBOT
ONIITEr pe3yJTaTa y CIydajy KOHKDEeTHUX PEaJHUX IMPOjEeKTUBHUX MPOCTOpAa. 3AHUMJLUBO je 1A
OIIITU PEe3yJITaT 38 CBE MPOjeKTUBHE MPOCTOPE HUje MHOTO 6oJbu on ommmrer KoeHOBOT pesyiarara
3a CBe KOMIIAKTHE MHOTOCTPYKOCTH: OIIITK PE3yJTAT Ce MO:KE NONPABUTHU HajBuuie 3a 4 (Bugeru
[6]). Ho, Tu cy pe3yaTaru 3HATHO 60U 38 KOHKDETHE MHOTOCTPYKOCTH, & UMa W HU3 Pe3yJTaTa,
KOjU IOKa3y]y HemocTojame uMmepsuja. Vinak, paznuka usamehy numensuja 3a Koje je HOKa3aHO MOC-
Tojame MMep3uje U AUMEH3Uja 3a Koje je MJOKA3aHO HEIOCTOjame, pacTe HEOTPAHUUYEHO Ca PACTOM
mamen3uje. Tako ma Ty mma mocta moryhmocTu 3a mompasky. I[lutame je HapaBHO, ¢ 003UpOM HA
Te;RUHY IpobieMa, KOJIUKO je TO PeaJiHO. 3a meTajbHuje NHPOpMAalrje O OBOM MUTABkY, yIyyjemo
yuraoua Ha crpauuny ronosaora lonanna Ilejsuca (Donald Davis) rae ce mory naliu MuOrm 3amum-
JLUBY PAIOBU O OBOj TEMAaTUIM, KA0O U Tabejae MMep3uja 3a MPOjeKTUBHE IPOCTOpPE.
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I'peGuepose Gaze

Jeman onm meronma 3a MCTpaKMBAI€ MOCTOjarha MMep3uja je O0asupaH HA TEOPUJU OICTPYK-
muja. Ho, Hajupe Mopamo ma ce mo3abaBUMO ITOjMOM KOXOMOJIOTHAj€ MHOTOCTPYKOCTH IITO j€& TeMa
cneneher momonespKa.

2.3. KoxomoJsoruja

Meron anrebapcke TomoJsioruje cacroju ce y ciuaenehoj jemsocraBuo] mueju. |'eomerpujcku
(TomonomKY) 0GjEKTU Cy IPEBUIIE ‘CIOMKEHN U YeCTO j€ TEMKO AUPEKTHO OATOBOPUTHU HA MUTAHE
KOje ce mocTaBsa 3a Bux. Crora je moOpo IpeBecTr TO IUTAKE HA HEKO aJarebapCKo OIUTAKE KOJUM
ce MOKeMO JIaKIIe mo3abaBuTH, KOje je MOTEHINjaJdHo ‘JTakme’, Mana He 00aBe3HO TPUBUjaHO. Y
CBAKOM CJIYyYajy je BUIle ‘KOHAUHE TPUPOJE HENO OPUTMHATIHO MUTAIE.

Kako To m3sectn? IlojeqrHocTaBibeHO TII€TAHO, Y TOMOJOTUJU MPOYYABAMO TOIOJOIIKE MPOC-
TOpE U HEIpEeKuaHA IpeciankaBama MeDy muMma, IOk y anrebpu mpoydaBamo airebapcke CTPYyK-
Type u xomoMmopouzme Mehy TmMm crpykrypama. lakme, mpocropuma Tpeba IPUAPYKUATU HEKE
anrebapcke CTPYKType, a HENPEKUAHUM MIPEeCIUKaBamuMa xoMoMopdusme. Anu He OUMIIO KaKO,
HEro TaKO Ja Ce HeKa IIPaBUIHOCT WUIaK OodyBaBa. Jla mAeHTHUKa IpecIuKaBama Ipeia3e y UIeH-
TUYKA U Ja Ce KOMyTATUBHOCT Arjarpama ouyBaBa. CXeMaTCKM IIenaHO, UMaMO IPUAPYKABAA
X — S(X), rme je X Tomonomkn npoctop, a S(X) Heka anrebapcka CTpyKTypa u, ako je f: X—=Y
HempekuaHo npecaunkasame, ouma je S(f): S(X)—S(Y) (nmm S(f): S(Y) — S(X)) xomomop-
dusam, mpu vemy Bazknm na je S(idx) =idg(x) u S(go f) = S(g) o S(f) (mmu S(go f) =S(f)oS(g))

avo X b v % 7. 3ampaBo, OBAKBO IPUAPY:KUBAKE CE HA3WMBA KOBAPUJAHTHU (ODHOCHO KOH-
rpasapujanTan) Gpyuakrop. OBre HUje 3roper HAIOMEHYTH Aa je (yHKTOPUjaJHOCT BEOMa 3HaJajHa
0ocoOuHA HE CaMO ¥ TEOPUjCKOj MATEMATUNM HETO U y MpUMeHaAMA.

Jenman on mpobiaeMa KOju ce MO:ke pa3MaTpaTH je MpobIeM npowupena TPEeCIuKaBama: IPeT-
moctaBuMo na je A mormpocTtop mpoctopa X W ga MOCTOju mpecaukaBame f: A —Y; nmurame
je Ima M IocToju mpeciaukaBame ¢: X —=Y TakBo Oa je pecTpurnuja on g Ha A jemmaka f.
Axo ca i o3mauumMmo uHKIY3ujy A y X, oHma ce mocraBi/ba NMUTAKE O& JKU IIOCTOJU ¢ TAKBO Oa
je goi = f. Ilpebumo canma ma amrebapcko murame. Heka je S Heku KoBapujaHTHU (yHK-
top. Tama S(f): S(A) — S(Y) u S(i): S(A) — S(X). Aro mpecaukasame ¢ IOCTOjU, OHZA je
S(g) o S(i) = S(f). Anu, pasmMOTPUMO jeIHOCTaBHUje mUTamke. Jla nu yommre HOCTOjU Hua0 Kakas
xomomoppuzam ¢ : S(X)—= S(Y) raras na je ¢ o S(i) = S(f). Ako He mocroju, OHIA CUTYPHO
He IOCTOju HU TpaskeHo ¢ (jep 6u xomomopduzam S(g) ‘ompanuo mocao’). Ha npumep, neka je
S(Z) Abenosa rpyna 3a cBaku TONOJOMWEKU OpocTop Z U Heka je A =Y u f =ids, upu gyemy je
S(A) # {0}, a S(X) = {0}. Taga 6ucmo ce nuranu xa au nocToju xomoMmopdusam ¢ uz S(X) = {0}
y S(Y) = S(A) # {0}, rakas ma je idga) = ¢ 0 S(i). Ho, axo je p mexm memyna emement u3s S(A)
ouna je p = idgca)(p) = ¢(S(i)(p)) = ¢(0) = 0 (jep je momen ox ¢ TpUBHjaiHA TPyNa) MTO Aaje
roHTpamuknujy. OBaj mpuMep HUje U3MUIIBEH CAMO 3a OBY NPWINKY, 3aIpPaBO HA OBaj HAYWH
ce MOKa3yje Oa He IIOCTOjU PeTPAKIM]ja N-IUMEH3MOHOT mucka D™ Ha meroBy pyb6my chepy S™ !
(perpakumja r npocropa X Ha mOoTHPOCTOp A je HempekuIHO IpeciukaBame r: X —= A Koje He
noMmepa tauke u3 A, Tj. 3a Koje je roi = ida, rme je i: A— X wmuraysuja). Ilocaenuna ose
yumeHune je yyBena Dpayeposa (Brower) TeopeMa 0 UKCHO] TAUKM KOja yCTAHOBILABA 14 CBAKO
HEIIPEKUIHO IpeciuraBame [ mucka D™ y camor cebe mma (UKCHY Tadky, Tj. moctoju x € D™
TtakBo na je f(x) = x. OBa Teopema mMa MHOTE IPUMEHE.

Herka je X mnpowmsBosbHA mOBe3aHa, KOMIAKTHA N-IAMEH3WOHA MHOTOCTPYKOCT. T10j MHO-
TOCTPYKOCTU MOTY C€ HPUIADPYKUATA TAKO3BAHE KOTOMOAOWKe zpyne ca Lo KOEDUINjeHTIMA!

HY(X;Zy), H (X Zs), ..., H"(X;Zs),

[Ipu wemy je (360r mosesanoctu mMuOrocTpyKocTH X ) HO(X;Z9) = Zy. Hehemo ce Gasutu (jep
IPOCTO 1 HE MOMKEMO) METAJLUMA KAKO Ce 0 OBUX IPyTa A0JIA3U, AJIM CAMO IPOKOMEHTAPUIINMO 14
ce mpupona Zs KoepunujeHara MaHU(PECTYje U Y YNHeHUIM 1a je 2+2 = 0 3a Ipon3BoJbaH eJIeMEHT
HEKe OJ[ OBUX I'PyIa. 3aIpaBo Cy CBE Te I'PYIe BEKTOPCKU MPOCTOPHU HAI MOJHEM O] ABA €JIEMEHTA:
Zs. OBO ‘KO’ y HA3UBY O3HAUYABA KOHTPABAPUjAHTHOCT, Tj. Oa NPU OBOM HPUADPY:KABAMKY MHOJIA3U
o ‘okperama’ crpenuna (y CTapujuM U3BOPUMA MOKe ce Halln TepMUH KOHTPAXOMOJIOTHja): AKO
je f: M —= N menpexunao npeciaukaBame, onna H*(f): H*(N)—= H*(M) u To npeciukaBame je
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3. 3. [lerposuh

3amIpaBo JUHEAPHO IpeCIuKaBame MeDy OBUM BEKTOPCKUAM IpPOCTOpUMA. Y majbeM NeMOo yMeCcTo
HF(f) macatu f* Ges ob3upa mHa k. HamoMeHmMO na ce KOXOMOJIONIKE I'DYIe MOTY MPUADYHATH
IIMPOj KJIACKU TOIOJOIIKMX IIPOCTOPA, & HE CaMO MHOIOCTPYKOCTHMA, Ka0 U Ja KOe(UIMjEeHTU He
Mopajy 6utu y mosmy Zs. 3ampaBo, KacHUje NeMO MMaTW U Cilaydaj Iae Cy KOe(DUIUjeHTH! I[eJIn
OpojeBu.

Omo mrTo je moceOHO 3aHMMJLUBO je Ia, He CaMo Ja Cy OBO BEKTOPCKU MPOCTOPU HA MOJLEM
Zs, vero je Mmoryhe meguHMCATH W OIEPAIN]y MHOMKEHA:

H*(X;Z2) x H'(X;Z2) — H*'(X;2Zy),

npu yemy je enement us H®(X;Zsy) xoju oaroapa 1 € Zo 3ampaBo HEYTPaJ 3a MHOKEHE U O3-
mavaBaliemo ra kparko ca 1. OBo npecaukaBame nMa U oAroBapajyhe cBojcTBO acOIMjaTUBHOCTHA
1, TOIITO Cy KOeQUIUjeHT y Zo, & TY je 2 = —z 3a CB€ 2z, U CBOjCTBOM KOMYTATUBHOCTHU. 3aIpaBo,
aKO CBe OBe I'pyIlle ‘CKyIUMO 3ajemIHO’, OJHOCHO aKO IOCMATPAMO AUPEKTHY CyMY

H*(X;Zy) = HO(X;Zy) ® H'(X;Zs) @ - - - ® H"(X; Zs),

ouna je H*(X : Zs) jenna aazebpa Han nosweM Zs. Hakne, pamu ce o npuindtHo 60raroj CTpyKTYPH.

HaBenumo jeman jemmoctaBaH mpumep. Y ciy4dajy n-anMeH3noHe cpepe S mmamo npa je
H*(S"; 7o) = H™(S™; Zy) = 7y, nox je H¥(S";Zy) Tpusujanma rpyna 3a cse k # 0,n. Peamgnu mpo-
jeKTUBHU TPOCTOD je CJIOMkeHUju mpuMep. Y oBoM cayuajy je HF(RP™;Z9) 2~ 7y 3a cBe k =0,n u
TpUBHMjaHE WHAYE. 3aIpaBo, UMaMO U M30MOpdu3aMm ajredpu:

H*(RP"; Zs) = Zo[w]/ (w1,

rie je w HeTpuBMjaIHU eqemeHT u3 rpyne H1(RP™;Zy), a ca (w™™!) je osmauen mnean y mpcreny
nommHOMa Zs[w] remepucan enementom w"tl. OBa anreGpa ce HazuWBa W CaceMENd NOAUMOMCKG
anzebpa.

Crunupajmo jemny npumeny oBor pesyiarara. JloOpo je mosnara Bopcyk-Y mamoBa Tteopema.

Teopema 3. Heka je f: S" —= R™ wnenpexuono npecaurasawe. Tada nocmoju x € S™ maxeo da je
f(x) = f(—=).

Pasme cy unrepuperamuje pesyiarara oBe teopeme. llomyT oHe ma yBek Ha 3€MJLUHO] MOBP-
IIIMHU [TIOCTOj€ ABE aHTUIIOIAJIHE TAUKe y KOjO] Cy UCTe,penuMo, TeMuepaTrypa u npurtucak. Hehemo
YIAA3UTU y Ta MOIyJapHa TyMadema (3amTo je To Ham Tako, Ja Ju je 3eMJbUHA MOBPIIMHA Garl
chepa miam He, Ja M je NPUTUCAK HENPEKUAAH U CJIUYHO), aJU DENrMO Ia OBa TeOpeMa MUMa
3a1CTa MUPOKE U BPJIO 3aHUMJbUBE IPUMEHE.

Cruna mokasa. [IpernocrasuMo ma oBO Huje Tauno, Tj. na je f(x) # f(—x) 3a cee z € S". Tana
ce MOke NeUHMCATH HePEKUIHO TpecaukaBame g: S —=S" ! ca:

@) - f(-)
90 = ) = Fa)]

rae je ca |f(x) — f(—x)| o3nauena mopma Berropa f(x) — f(—x) € R™. Tana je

- f@) S-S
Al sy Rl gy s T A

Hanmomenumo na ce peasnu npojektuBHu npoctop RP™ moske moduTm U MACHTUGUKAIMjOM aH-
TunomadHuX Tadaka Ha chepu S” Hamme, momcerumo ce ma je RP™ mpocTop cBux mpasux y R™H1
KOje mpoJia3e Kpo3 KoopauHaTHN noderak. CBaka TakBa mpaBa cede chepy S" y ABe aHTUIOTATHE
tauxe. Tako ma yMecTo ma mocMaTpaMmo cBe TakBe mpase y R™! mosxemo ma mocMaTpamo mapose
aHTUNONAJHUX Tavaka Ha cepu, IpU YeMy CMaTpaMO Taj map 3a jeAHY TaYKy — NACHTU(PUKY]eMO
AHTUIIONAJIHE TAUKE.
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IMaxmuBa aHaIM3a, KOja M3JIa3U U3BAH OKBUPA OBOT Daja, MOKEe MOKA3aTH Ja OBO MPECITUKA-
Bame ¢ WHIAYKYje HeMPeKUAHO mpeciukaBame § : RP" —=RP""! 3a xoje je §*(u) = v, rae cmo
ca u € HY(RP"1;Zy), ommocro v € HY(RP";Zy) osmaunnu omrosapajyhe remeparope amre6pu
H*(RP"™1;Zs), omrocao H*(RP";Zy). Ilakne, nobujamo xoMoMop¢usam anreopu

§*: H*(RP" 1, Zy) — H*(RP"; Zy).

3a koju je §*(u) = v. Ho, Tana je v = (§*(u))” = ¢*(u™) = §*(0) = 0, amu v" # 0y H"(RP";Zs).
OBa KOHTpaAMKLIMja 3aBpIIABA HAILY CKULY IOKa3a TeopeMe Bopcyk-Ymama.

2.4. I'pacmanoBa MHOrocTpykocTt; bopesioB onmc kKoxomMmoJioruje
[Tozabasumo ce cama koxomosiorujom ['pacmanujana. EBo BopesoBor ommca Te KOXOMOJIOTH]E.

Teopema 4. H*(Gy »,(R); Zs) =2 Zown,. .., w|/Ikn 20e je uwoean I, = (Wpi1,...,Wptk), 00K cy
makoseane dyanre Kaace W; odpelene peaayujom:

(14w + - 4+wp)(1+w +We +--+) = 1.

OBne je Baxuo mHamomenyT™d na w;,w; € H'(Gy,(R);Z>). Takobe, oBme Hema HHUKaKBe
6eckonaune cyme. Hanme, ¢ o63upom na je dim Gy n(R) = kn u na cy KOXOMOJIOIIKE I'PyIe MHO-
TOCTPYKOCTU TpUBHUjaJiHE 3a ekcnoHeHTe Belie on aWMeH3Mje T€ MHOTOCTPYKOCTU, OBJE MMAMO
jemHy, moayiie MOTEHINjaHO ,, AyravKy’ , ajau unak KoHadny cymy. RKacuuje hemo mojacuuTu oBaj
TEepMUH ‘IyajHe Kiace’, TOKYIIajMO 3a cana Ja IPOBEPUMO Oa JIM MOYKEMO 0OJbe na BUIUMO OIKC
OB€ KOXOMOJIOTHj€e Y HEKOM KOHKPETHOM CJIydajy.

3a mouerak y3MuMO TpuBHjanaH ciaydaj: Gp,(R). Hamve, To cy jensomumMensmoHu moTmpoc-
topu y R" 1j. G1,(R) Huje numra apyro no RP", a Ty xoxomomorujy suamo. Jla mpoBepuMo
[a JU Ce TOPEHAaBENEHU OIKC CJIAYKE CA ONMCOM KOXOMOJIOTHje IPOjeKTUBHOL IPOCTOPA.

Harne, H*(G1,(R); Zo) & Zo|w1]/I1 pn, voe je I, = (Wyy1), IPU ueMy je

QI+w)(l4+w +we+---) =1

lNopmwa jemmakoct je 3ampaso kpahu sanuc 3a cuenehe jemmaroctu (y k-tom peny wcnucyjemo
jemmakoct roja Bawu y HF(G1,(R);Zs2)):

wy +w =
Wy +wiwy, = 0

w3 + wowy, = 0

Nwmajyhu y Buny ma je oBme z = —z, mobujamo:

w, = Wy
Wo = w%
w3 = wf‘

Takne, Wy = wi™h u mobujamo ma je H* (G, (R); Za) = Zo[wy]/Zwi™), kao mro je u Tpebado.
[TozaBaBuMo ce cama HemTO croskeHujuM mpuMepoM Ga 4(R). Y oBoM cayuajy je

H*(G24(R); Zo) = Zo[wy, wa] /124,
rzue je I, = (Ws,We), Ipu ueMy je
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[Mokymajmo ma mamo ybp3amo pauyHawme. Bunumo na je enement 14w +Wq+- -+ 3ampaBo UHBEP3
enemenTa 1+ wy + we y T0j aaredbpu. lakie

1

1 T b vee = =
+ w1 + w2 + 1+ w; + ws

=1+ Z(wl + wg)r,

r>1

IIPU YEMY CMO KOPUCTUJIN MO3HATY CYMy 3& €OMETDPHjCKY IPOrPECUjy Y3 KOPUCHY UNHEHUILY I
je oBme 1 = —1. Hac unTepecyjy eineMeHT W5 U W, KOjU ce Hajdasze y auMmensuju b u 6. OBo cana
momaJio noiaceha Ha HeKW 3aJaTak ca IPUjEMHOr UCOUTa Ha (PakyaTeT: HAhUW y TOpHOj CyMU CBe
eneMenTe y nuMensuju 5, ognocuo 6. OBme je wy y mumMensuju 1, a we y AuMeH3uju 2, ma je w’fwlz

y mumensuju k + 21. Jobujamo na je

4 3
wy = w? + (3> wifwg + <1) wlwg = w? + wlwg;

) 4
W = wd + <4>w‘11w2 + <2>w%w§ + w3 = wb + wiwy + w3,

Hapagro, oBne cmo ropuctunu na je 2=1+1=0y Zy, na je, Ha IpuUMep (;‘f) =6=0.
Konauno, nobujamo ma je

H*(G2.4(R); Za) = Zowy, wa]/(w} 4+ wiw3, wd + wiwe + w3).

Jleno. Mu cana 3HaMo, Ha TIpUMeEp, [a je y KOXOMOJIOTHju oBor I pacManmjana w] = wiw3, aan
KOJIMKO MU 3aKiCTa MOYKEMO YCIENIHO na padyHamo y OBOj kKoxomonoruju? Ha mpumep, ma mum
je emeMeHT wj y OBOj KOXOMOJOTHjM jemHak Hyau, wau mHuje. OBO MUTame HUje TPOU3BOJLHO.
Enement w; nexn y aumensmju kn, a To je 3ampaBo muMensuja ['pacmanujana. M3 ommre Teopuje
0 MHOTOCTpPyKOCTUMa T03HATO na je H¥"(Gy. ,(R); Za) = Zs, TO je OBaj eIeMeHT Ty reHepaTop WJIn
je jemHak Hynu. 3ampaBo, Oalll OBO MUTAH-E€ jecTe MOBE3aHO Ca JeHUM 3aHUMJILUBUM PE3yJITATOM
— Bumeru pan [22].

Bpartumo ce Ha Ham KOHKpeTaH ciaydaj. Y OUMEH3Uju 8, Koja je mumeH3wuja oBor I'pacmanm-
jama, HaJgasze ce W APYTH eJeMEeHTH, KOju MOTy OuTu remeparopu. Ha mpumep, exement wf. Vmm
wiw3, wm BUxoB 36up. Mu He 3HAMO KOjU OJ TWX KaHAXIATA jeCTe TeHePATop, KOju Cy HyJa, a
takobhe je moryhe ma ce reHepaTrop MOKe M3PA3UTU KAO HOJWHOM IO Wi W Wg HA BUIIE HAYMUHA.

Hurame na mu je wj = 0y H*(G24(R);Z2) exBUBAJeHTHO je MATamy Ja JU wj TPUIALA

UIeasy TeHEePUCAHOM eJIeMEeHTIMA w) +wws 1 wl +wiws +ws y mpereny momuroma Zso[wy, we]. Ha
TakBa MUATaMma YOIIITe HUje JaKO OAroBOpuUTHU. Kako 6MCMO MOTJIM Aa HOKYIIAMO Ia TO yPaauMo?
IMokymann 6ucMoO Ia OATOBOPKMMO HA NHTame Oa JU HocToje mosauHomu p(wi,ws) u q(wy, ws) n3

Zs[wy, ws] 3a woje je
wy = p(wr, w2) (W] +wiw3) + q(wy, wa) (W + wiws + w3).

Vneja 6u mMorsa ma Gyme Aa ‘ToAeqwMO’ MOJMHOM Wi jeHAM OJ OBa MBa MOJUHOMA, Ma Aa OHIA
Taj OCTATAaK MOAEIUMO IPEOCTAJINM MIOJIMHOMOM, Te akKo qobujemo 0 Kao Taj mOCiaenmU OCTATAK,
OHZa MOJVMHOM jecTe y maeaiy, a ako He nobujemo 0, onma muje. HapaBHo, ako Majo morsenare
TOJIMHOME, BUAUTE 8 UMATE BEJIUKU IPOOJIEM ma w% ‘momenunTe’ MOJIMHOMOM wi’ + wlwg — KaKO Ia
nemure? Ipyru mommHoM Bumre o6ehapa, camo ra Tpeba Apyradmje HAMCATH — Kao wi+wiws+w?.
Onja ce moHamare Kao Aa ce paau O NOoJUHOMUMA 110 Heonpebhenoj we ca koepunujentuma y Za[wi]
u, ¢ 003UpOM ma ce pagu O MOHUYHOM TOJUHOMY, 3aMCTa MOYKETE Na WM3BPIIATE HEJHEHE Y TOM
npcreny u nobujarte octatak wiws + wlw,. Cama cTe 3aBpUMAAM ca jeTHUM O OBA ABA MOJIUHOMA
u3 uneasa. Mau moxkna mucre? Camna je omer MOromHO [a Taj MOJUHOM ‘Tienare’ Kao IMOJUHOM IO
meonpebenoj wy, ca koepunujentuma y Zo|ws]. .. VI onacuo ce GamEnmMo 3auapanoMm kpyry. M3mnas
u3 Tora HaMm Hymu Teopuja I'pebuepoBux Ga3a koja je Tema ciemeher omeska.
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3. I'pebHepoBe Gaze

Bunenu cmo na je koxomomaoruja peasse ['pacMaHOBE MHOTOCTPYKOCTHU Ca Zg KOS(DUIU]EHTUMA
“30MOP(HA KOMUYHUYKO] aaredpu moInHoOMcKe anredpe Han Zy no onpebenom naeany. la 6u cmo
YCTAHOBUJIN [& JU ABA IOJMHOMA 33a1ajy UCTU €JIEeMEHT Y KOXOMOJIOTUjX, MOPAaMO IPOBEPUTH 1A
JI BUXO0BA Pa3jIvKa mpunana maeasy. Jlakie, IpupogHO HAM Ce TOjaBJbyje MUTAME NPUNAOHOCMU
udeany.

Pasmorpumo 0BO murame 3a ommtu ciaydaj anrebpe K[Xi,...,X,]/I, roe je K Hero nosme,
I mmean remepucan momuHOMUMA hi,...,hg: I = (hy,...,h;). Kako ycramosuru ma am je marm
mosauHoM f y mmeasy I7

[Tornemajmo majupe HajjemnoctaBHUju ciaydaj: n = 1,k = 1. Jlakae, muraMo ce ma JU MOJU-
woM f(X) € K[X] mpunana mneany remepucanoMm noamaoMoM hi(X) € K[X]|. JacHo je rako TO
pagumo. JemHocraBHO nogenumo nosavHoM f(X) mommuomoMm hi(X) m mpoBepumo ma au je oc-
ratak jemuak 0. Aro jecre, omma je f(X) = ¢(X)h1(X) 3a mexkn nmomuuom ¢(X) u f(X) jecre
Yy TOM mmeaiiy. ¥ ciydajy Ia MOCTOjU HEeHyJa OCTATAK, HOJIWHOM Huje y umeaiy. llakne, Humra
npoctuje. [loaceTnmo ce kKako ce Bpmu mememe. Heka je f(X) = ap X" +an, 1 X" 1+ +a1 X +aop
uhy(X)=b, X+ by 1 X™ 4+ 4+ 51 X +by. YKOIUKO je n < m HAMTA HE MOKEMO Ja yPaIiMo,
3aTo0 nmocMarpajmo cayuaj n > m. [llra pamumo? ITocmaTpamo ucmbynuso MmoHOME Ap X" U b, X™
U OIPBU MOHOM momenmMmo apyruM. lobujamo ma je pesynarar X” ™. To he mam Outu UpBU
MOHOM y KOJUYHUKY. [I0OTOM MOMHOMKMMO TUM MOHOMOM HOJII/IHOM hl(X ) U OLYy3MEMO DPEe3yJiTar
ox monuuoMa f. Hobujamo moBu monuuoM f1(X) = f(X) — “”))gm h1(X). OBo MOMkeMO 3amucaTu u
OBaKoO:

g,

¥ TO MOKEMO UMTATU: IOJUHOM f je cBemeH (pemyKoBaH) Ha HOJMHOM f; momohy monuuoma hy. a
OMCMO TIOjeTHOCTABUIIN 3AMUC, MOJUHOME CMO MHCAJu 0e3 eKCITMIUTHOr HaBobhewma mHeompebene.
To hemo uvecto pamuTu U nasve, IOCeOHO y ciy4dajy Buile Heonpebhenux.

[Hocrynak name npumemyjemo Ha moaumHoM fi. OBO ce HacTaBsba CBe IOK He HOoDEMO wian mo
HyJIe MW OO0 HOJMHOMA CTEIEeHA Mamer oJ cTemeHa mosuHoMma hi. Taj mobumjeHm moamHOM, KOjuU
MOkeMO (He HpeBHUIle MAIITOBUTO) 14 O3HAYMMO Ca 7', 3alPABO jé OCTATAK DU AeJLeHhy MOJIUHOMA
f momuuomom hy. To ce y mperxoaHoj cuMOOIULIM 3aIUCYje U OBAKO:

FIN I =

Iaxkme, nejbeme jeIHOT MOJIMHOMA APYTUM 3alpPaBO Ce€ CACTOjU U3 BUIIE KOPaKa KOje Ha3UBaMO pe-
nyknuje. OBo geibeme HaM jeqHocTaBHO oMoryhasa ma pa3penmmMo nuTame IPUNATHOCTU UACAILY
y ciaydajy MOJWHOMA Ca jeaHoM HeoapeDeHOM W maeasa TeHEePUCAHOT jeTHUM €JIEeMEHTOM.

IMra ce memasa y cayudajy n = 1,k = 27 Tana umamo umean I = (hi1(X), ho(X)). Kako
YCTAHOBUTHU 1A JIX JATU MOJUHOM [ mpumnama oBoM uneasy! Peksno 6u ce, Humra nmocebuo. Pemmmo,
momenuMo mosmHoM f mosmHOMOM hi. AkO je ocrarak 0, oHma jecTe y mMmeaty, ako HUje, OHIA Taj
OCTaTaK MOAEJIUMO MOJMUHOMOM ho. Cam, Ty mOCTOjU M3BECHA MPOM3BOJFHOCT — 3AINTO IPBO hi, ma
nocye ho, anu mo6po. Anm, ga au 0BO paau’?

Pasmorpumo ciemehu mpumep: f = X2 4+ X, by = X2 — X, hy = X?. Bpmumo gesmeme
IIOJIMHOMOM hy:

X3 x M X2 x 2K,

. . 3
Y mpBOj penyKIuju CMO O MOJUHOMA f OmMy3eJaud HMOJUHOM hi TMOMHOKEH MOHOMOM X = %, a

IIOTOM CMO OJ MOOMjeHOT HOJWHOMA OLy3€eIX IOJMHOM h| IMOMHOKEH MOHOMOM 1 = X2 Cse 1o
NpaBUIMMA KOjUMa BPIIUMO nesbere. Jlobumm cmo mommaoM 2X ¥ Bera He MOKEMO BUIIE 14
neauMo noauHoMoM hi. I{o6po, npebumo wa momusOM hs. ... Asu, HE MOKEMO Aa Ta IEJIUMO
Hu moauHOMOM ho! YuHu ce ma oH Huje y mmeainy. A mra Ou ce HeCusio ga CMO IPBO JAEJIUJIN
oJIMHOMOM ho?

X34+ x 2 x

Omner He MOKEMO Ja HacTaBUMO naJbe. [Ipumerumo na aucMmo mobusu uctu pesyarar. Ho, Mmu cmo
neJbeme pacTaBUIM Ha MojeanHavHe Kopake. Moskma MOKeMO Oa MaJjo penykyjemo momohy hi, a
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MaJio momohy ho?
X3+ x I x2 4 x Lo x

Kako ron ma pamumo, He 106MjaMo Ja MOJMHOM OpUNata UAeanxy. Anu, jacHO ce BUAN Ja TOJUHOM
jecte y umeany: X =hy —hy,ma X €l,a f=(X?+1)-X,na fel.

Iakne, oBaj Ham mnoctymak He panmu Oam mobpo. Tpebano Om Mamo ma pazMUCIUMO.
Ouurnenno je OMIO MOrpPemiHO KOPUCTUTU caMo mosumHOMe hy u hy. Tpeba rmematu m apyre
TOJIMHOME Koju cy y mpueasy. Hapasuo, mako hemo ce mocetuTu Kako OBO mompaButu. He camo
3a oBaj mocebaH ciydaj, Hero yommTe. Mu Bpsio mo6po 3mamo ma je mpcrer nosamHoma K[X)|
TJIABHOWJIEAJICKA, Tj. Y IHEMY je CBAKMA WIAeaJ DeHEPUCAH jeIHUM MOJMHOMOM. 3HAMO U KOjU je
1o mosimHOM. TO je moJmHOM KOju je 3ampaBo HajBehu 3ajeHUUKM mesuiiall TOr KOHAYHOT Opoja
[IOJIMHOMA KOjU T€HEePUILy uaeas. ¥y ciaydajy ABa IOJMHOMAa, HajBeNn 3ajeqHUYKN neuiial ce JO-
6uja EykanmoBum asropurmom, a 3a BUIIE IOJIUHOMA CE€ IOCTYIAK UTepupa. Y HAIIEM CIydajy
ce naxko mobmja ma je nzd(X? — X, X?) = X u ouma je cse jacHo (U 71aKo0).

Iakne, npobaem npunannoctu uneanxy I = (hy,...,h;) pemmnn cmo mpenackom Ha ,,60/mu”
TEHEPATOPHU CKYI. Y CIy4dajy uieaja FeHepaTOPHU CKYI ce Ha3uBa W 0asa, IpU YeMy, HapaBHO,
He MUCJINMO Ha 0a3y y CMUCIY BEKTOPCEKUX npoctopa. Hakie, on 6a3e {hy,...,h} Operasumo Ha
jemaounany 6a3y {nzd(hi,...,hx)} u Tana ce npobieM IPUNATHOCTU UAEATY je IHOCTABHO PEIIABA.

[TozabaBumo ce cama caydajeMm MOJMHOMA Ca BUIIE HEOOpeDheHuX.

ITorpebwuo je, mpe cBera, ma pa3jaCHUMO Aeheibe Y MPCTEHY MOJMHOMA Ca BUIle HeonapeheHux.
Kao mrTo cMo Bumenu, mebeme je 3ampaBO HU3 penyknuja, Te NeMO CcTora pa3jacHUTH I10jaM
penykmuje.

Kanma BpmmMo penykiujy mOInHOMA ca jeOHOM HeoxpelheHOM, MU ce KOHIEHTPHUIIEMO Ha [IBa
MOHOMAa, KOjU Cy 3ampaBo MOHOMM HajBeher cremeHa y mBa IOJMHOMA KOje pasmarpamo. lakie,
OHU Cy HeKa BpcTa godehuxr monoma. Kako To nsrsena y ciaydajy moJamHoMa ca Butie Heoapebhennx?
Ha mpumep, koju je To Bomehn MonoMm y monuuoMmy XY +4X2Y24+3X2Y +Y3 - X2 4+2Y —17 Axo
rJIeaMo IO TOTAJHUM CTeIleHuMa, ouma cy u X°Y u 4X2Y? crenena 4. Hapasuo, MoxeMo 1a ce
KOHIIGHTPUIIEMO Ha HAjBUImM cTemeH on X. Aum, mra pehu 3a osaj mommuuom: X2Y?2Z + X2Y 72 —
Y?2 +3Z — 57 OBue MokeMo 1a rienamo Behin crenen ox Y. Tpeba To maskbUBUje OCMUCINATH.

EBo Mauso npuroase repmunosoruje. Ako mmamo morom X1 X532 - X% ompa je Ty ¢ Koedu-
yujenm, a X7 X5? - X3 je npouseod cmenena neodpelienur, KpaTro npouszeod. OBaj IPOU3BOX
hemo rpatro ozmauasatu ca X (oBme cy X m a oarosapajyhe n-topke). JKemumo na ysenemo
HEKM IOopenak = Ha CKYIy CBUX npomsBoza. Hajupe skenumo na Taj mopenak npoummpyje Iopenak y
cMuciy mesmuBocTH, Tj. ma u3 X% | X# ciemn X < XP. Takobe smemumo ma Tako nobujemo mo6po
ypebenn ckynm cBux mpomsBoLa, jep He keauMo OeckoHauaH omanajyhwu mumz: X = X2 > .,
ITocebno, To 3Haum ga mMamo jeqHO JuHEapHO ypebeme, Tj. cBaka mBa MPOU3BOMIA CY YIOPEIUBa.
Hpumernvo na je m 1 < X® 3a cearo a (1 =X0% 0= (0,0,...,0)). Cpaku Takas mopenak HA3UBA
ce MmonoMHU TOpenak (Mama je 3ampaBo He(pUHUCAH HA NPOU3BOAMMA, & He MOHOMKMA, ajl He
HNOCTOjU yCATJAIIeHOCT TePMUHA, Te ce HeheMo mame GpuHyTH O TOME).

3ampaBo, €BO mpernusHe ne@UHUNNje KOja HAM naje CBe TPayKeHE YCJIOBeE.

Hedunaunuja 4. Jluneapno ypelhemwe Ha cKYny ceuxr npouszsoda je MOKOMHY NOPEOGK YKOAUKO UCTYH-
jasa caedeha dsa ycaoaa.

1. 3a ceea#0 jel < X*

2. 3a cee a, B,y uz X* < XPB caeou XX < XBX".

Hehemo oBnme merassHO IpOBepaBATH UCIYHEHOCT FOPEHABENEHUX CBOjCTABA.
Momomuux mopenaka mMma yuctuHy Muoro. HaBemmmo nBa HajjemmoctaBuuja. IlpBu je sek-
cuxozpafcku mopenak, o3Haka lex. Y ToMm ciaydajy je

a a a - def . . 3
Xl 1X22 : "Xnn <lex Xlegz "'Xgn — (32 € {17' .- ,n})((Vj < Z)<aj = 5]) Aoy < /BZ)

KpaTko peueno, mpousBoau ce mopene Kao y PEYHUKY. 3aMUCIUTE Aa CT€ UCIUCAIU TPOU3BO
Kao ped y pedHuky (mpu uemy cy Heoxpebene cioBa u 1o Tako ma je X; npso cuoso urn.). Onnga
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je Beha oma xoja ce mpsa mojasu. Permmo X7 X0 X7 <jex XZX3X3: 1 =2=f1,a s =1<2=fs.
3amnpaBo, npsa oarosapa peuu (pevHuk je Ha Nupunuuny): aaGBBBBBBB, a Apyra aab6s. Curypao
Cce HM y jeOHOM PEYHUKY CPICKOr je3WmKa OBe IBE peur He I0jaBJbyjy, aji 3HaMO Koja Ou ce
npBa mojaBuia. [locebuo, oBme je X7 >lex X2 ™lex **° >lex Xn. Hamme, Xo = X{)X%'--Xg, a
X: = X11X2O e Xg, ma je Xo <jex X1, ITO ce Buau nopebhemem crenena Heoapehene X;. Yocramowm,
CJIOBO a ce TojaBibyje mpe ciaoBa 6, 3ap He? HapasBuo, nopebeme ca peyHMKOM je HATETHYTO: HAIIE
Heonpebere KoMyTUpajy, a ciIoBa y pedynMa CUTYPHO He, aju OBO ObjalrmaBa TEPMUHOJIOTU]Y.

Ilpyru jemHOCTaBaH MOPENAK, KOjU NeMO KOPUCTUTA Y OAJbeM je TAKO3BAHU CMENEHACMU AeK-
cuxozpagcku mopenak, y osHanu grlex. Y oBOM NOPETKy, akO IJefaMO aHAJOTUjy Ca DPEUYHUKOM,
IPBO MOpeanTe Ny:kuHy peun (my:ke peun cy Behe onm kpahmux), a peum mcre Ly:KUHE TOpERUTE
nexcukorpaderm: X X52 - X0 <o XPUXD?2 - X P ako u camo axo je S < Yo B nnm
je Yo =310 Biya XX X0 < XleQﬁZ o+ XPn. Jacuo je ma je um oBme X; =grlex X
3a 1 < j.

3ampaBo, MU ¢MO U geduHACAIN 06a OBa MOpEeTKa Tako Oda Heonpebhene oBako Oyny ypebene.
Moske ce HapaBHO, aHAJOTHO, 3a0ATU JEKCUKOIPA(CKU U CTEIEHACTU JIEKCUKOIPAPCKU ITOPENaK
na Heonpebene Oyny ypebeHne Ha HEKU APYTU HAYUUH.

N3abepumo Hekn MoHOMHEU nopenak <. Cpakxm nmommuoMm f € K[X3, Xo,...,X,]\ {0} moxemo
3anucaTu Ha cienehu Havu:

f=a1 X* +ax X** + - +a, X,

npu dyemy je X1 > X2 » ... = X% Ilpupoxnso je ysectu cieneliy repmunorujy (u osmake).
Booehu npouseod nonuaoma f, y osnamu LP(f), je X*', eodehiu xoeduyujerm Tor moamHoMa, y
osmamu LC(f) je a1, mok je a1 X* sodehu monom: LM(f) = a; X',

Hera je samat unean I = (hy,ho,..., h;). 3aHnMa HAC TUTame TPUNAIHOCTH moarHOMA [ # 0
oBOM mmeasy. Ha amasoran HaumH MOMKEMO yBecTu mojaMm penykmuje. Yoummo LP(f) n LP(h;).
Axo LP(h;) | LP(f), onma BpmuMo penyKuujy:

f&fla
rme je
_ . LM,
S —f—mhz-

IMpumerumo na je cama LP(f1) < LP(f), jep cmo Bomehm monoM ‘crumynu’, a cBe ce pammio
npoussoauma koju cy mamwu on LP(f) (kopuctunu cmo Bomehu monom u y h;). Iakie, MoxkeMo
TOHABJLATHU OBE pemykmnuje kopucrehu cBe oBe mosmHOME hq, ..., hi. Ha Kpajy momaszumo mo moau-
HOMA 7" KOjU JaJjbe He MOKEMO na PeayKyjeMo. Y ciaydvajy moJumHOMAa ca jemHoMm HeompebheHoM, TO
ce memaBa Kajaa CTemeH MOOujeHor MOoJWHOMa Oyae Mamu O CTelmeHa MOoJuHOMa h;, a y caydajy
nosivHOMa ca Buine Heoxpebenux, To ce memasa kKana Hujenan on Boxehwx npowmssoma LP(h;) ne
memu LP(r). Ako je r =0, omna 3Hamo ma je f y umeaiy, a ako HUje, OHZA. . .

Kao mro cMo Bumenu y ciydajy moamHOMa ca jemHoM Heonpebhenom, oBaj moctymnak Gam Huje
nneanan. IIpe csera taj penykoBaHu moJmHOM (‘OoCTaTak’) 3aBUCK OJ PENOCiena KOJjUM PaauMO
peaykmuje. [Tocebro, To 3Haum ma ce Moxke mobutu nma ‘ocrarak’ Huje 0, Mama MOJIUHOM jecTe
y mmeaxy. IIpobGnem je 6mo y remeparopHoM ckymy (6asm) maror mmeasta. ¥ CIydajy MOJUHOMA
ca jemnoMm HeonpelheHOM, 3HaAJIM CMO Oa MOCTOjU jenHOUWwsIaHa 0a3a W OHA je pemwuia mpobiem,
aju y Caydajy HOJWHOMA ca BuUlle HeonpeDheHWX, Koju HUje NIIaBHOUIAEAJICKU MPCTEH, HE MOKEMO
TaKO 3akpyuuBaTu. Ho, pasMoTpumo MaJso moauHoMme ca jenHoM Heonpebhenom. [Ipobiem je 6uo
y TOME MITO Cy FeHEePATOPU OUIM BUIIEr CTEEHA OJ HEKUX MOJMHOMA KOJU IPUNANA]y UOCAIY, Ia
ce TU IOJIMHOMU HUCY MOIJIN naJbe penykosaru. Jlakie, Ty je mokesmHO Hallm IMOJIMHOM HajMamer
CTEelleHa KOoju je y maeasy. AKO ce mpuceTuTe NOKA3a UMILEHUIE 18 j€ CBAKU UOEaJl Y IPCTEHY
K[X] raaBuu, oH ce Oaml 3acHUBA HA TO] UAEJU — A& Ce MOKAa:Ke Aa je HeHyJa IOJMHOM HAjMamer
CTEIeHa KOJjU je y maeaJly 3ampaBo remeparop! Y oBoM ciayuajy je Taj HajMamM CTEIEH 3alpaBo
TakaB Aa JeJu ocTajle creneHe (MOJMHOMAa KOju Cy y mueany). 1o monasu ox tora mro je y
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caydJajy mojmHOMa ca Buine Heonpebenux pesnamuja memuBoctu mely mpomssBommma X" 3ampaBo
aureapuo ypebeme. Tako HemTo HEMaMO y Caydajy HOJIWHOMA Ca Bulle Heoapehenux, ma cammum
TUM HE MOYKEMO MMAaTU HU jeJHOUJaHy Da3y 3a CBaKU maeasi. Ay, UMaMO HEIITO MaJio Apyravuje,
ajayu WIak JOBOJLHO mobOpo. MoskeMo mocMarpartu Mmunumasre npouszsode. Ha mpumep, y crymy
npoussona {X3Y Z XY?, 73 X3Y Z% Z?} npoussomu X°Y Z, 72, XY? jecy MUHUMAJHU y CMUCITY
neJbuBOCTY (HUCY HEJLUBU APYTUM IPOM3BOAMMA M3 TOr CKyNa), ajy HUCY HAJMAKRU — OHU CY
3anpaBo MehycoOHO HEYyMOPEeaUBU y CMUCITY NEHLUBOCTU.

Moske ce MOCTaBUTHU MUTAE: A4 JU Y MPOU3BOLHOM CKYIIY HPOU3BOJA MOCTOJA CAMO KOHAYHO
MHOTO MUHUMAJHUX ejeMmeHara (y cmucay messusoctr) Oxrosop je morspman. OBo je 3ampaso
YKCTO KOMOMHATOPHO MHUTAImE M MOYKE C€ pa3MaTpaTu HE3aBUCHO O OBe mpude. AMOUIMO3HOM
YUTAOIy IPEnopydyjeMo na caMm npoba ma OBO ITOKaskKe, a aKO HE yCIle, MOJKE Oa HOTPaKU JOKA3
JTukcoHOBe JeMe y JIUTEePATYPU.

Bparumo ce ma nurame penykiuje. YMecTo ga paauMo ca maroM 6azoMm hi, ..., hp, MU Ke-
aumo pa nobujemo Gosmy Gasy, y kojoj hie penykumja pemmTu npobieM OPUIATHOCTU uneaty (a
U y K0joj ’ocTaTak’ He 3aBUCHU O penociena penyknuja). a au moxkemo na nabhemo raxsy 6a3y?
IMocmarpajmo cryn LP(I) = {LP(g) : g € I\ {0}}. To je ckyn cBux Bomehux mpoussozna mousu-
moma u3 I. IIpema ropenaBeneHOM pe3yaTATyY, MOCTOJU KOHAYHO MHOIO MUHMMAJHUX €JIEMEHATA

(y cMucIly mesbUBOCTH) Y OBOM CKYILy, Tj. IIOCTOjU KOHAYHO MHOTO IOJKHOMA (1, ...,Js € I TakBUX
na je ckyn {LP(g1),...,LP(gs)} ckyn cBux munumanaux enemenata ckyna LP(I).
3ampaBo OBaKO HOOUje€HU €JIEMEHTH (i, ..., Js U IPEACTABIbA]Y TPAKEHy MOroaHy 6a3y — To je

I'peGueposa Gasza umeasa I! [Tokaskumo ma je To 3amcra 6a3za TOT uoeaJa, a U & je HOTOIHA Y
rOpeHaBeIeHOM CMUCIY.
[Torazahemo ma:

3a cBaku g € I\ {0} mocroju i € {1,...,s} Tako ma LP(g;) | LP(g). (1)

Y CympOTHOM, HEKA je ¢ HeHyJla MOJUHOM u3 nzneasa | yuju Bomehu mpomsBon HUje NeJbUB HUjEI-
HUM on Bomelimx mpousBona monmHOMa g;. Kako cy OoHM MuHUMAJIHU, TO, 3a cBe i: LP(g) t LP(g;).
ITocToju camo KOHAUHO MHOrO mpousBona koju meie LP(g). CaMuMm TMM mOCTOjU caMO KOHAYHO
MHOro npoussoga us ckyna LP(I) xkoju nene LP(g). VI3abeprMo Hekn MUHMMAaJIaH Takas (MOMIA
je To bam LP(g), nema Bese). Taj npoussoxn he onma Gutu n MmunuManan y uenom ckymy LP(I),

a To mporuspeun untberurm xa je {LP(g1),...,LP(gs)} CKyn CBUX MUHMMAJHUX eseMeHaTa (Taj
OPOU3BOA HUje HU jenaH ox oBux — ouu He mese LP(g)).
Ilakne, cama mMaMoO NOJIUHOME (1,...,¢Js U3 uueasa I ca ropeHaseneHuM cBojcTtBoM (1).

IMokaskumo ma ouu remepumy I. 3ampaso hemo mokasartu na je f € I ako u caMO ako ce moMony
g; Moxxe penykoBatu no 0.

Hapasuo, jeman cmep je mak. Ako ce moauHOM penykyje mo 0 kopumhemeM TOIUHOMA ¢,
OHZa je Taj HOJIMHOM OOJIMKA Y . P;g; 3a HEKE IOJMHOME p;, Ila CAMUM TUM Ipunana nuearay I (mpu
PEOYKINjU O JAaTOr MOMMHOMA f OXy3MMaMO HEKU ¢; HOMHOKEH HEKMM MOHOMOM; ako mobemo Ha
Kpajy on Hyle, oHna, panehu ynaszan, nobujamo ma je f cyMma yMHOMxAKA ¢; HEKMM MOHOMIKMA).
IIpernocrasumo crora na f € I. To snaunm na je LP(g;) | LP(f) 3a Heko 4, ma MOKeMO M3BPIIUTA
PenyKIm]y:

f i) fla
upu yemy je LP(f1) < LP(f) u f1 € I. Yronuko je f; = 0, 1o6unm cMO TpaskeHy; y CYIPOTHOM
HACTABJHAMO MOCTyTAK. Tako nqobujamo Hu3 nomuaoma: f = fo, f1,... 3a koje je LP(fo) = LP(f1) >~

.... Ha ocHOBy cBOjcTaBa MOHOMHOT TOPETKA, 3HAMO [a TAKAB HU3 HE MOKe OUTM OecKOHAUaH,
Te ce ImpoIec Mopa 3aBpmuTu 1 nobujamo () mocie KOHAYHO MHOTO KODaKa.
Cana MOKEMO naTu eKCIIMIUTHY nedpuaunujy nojma I'pebuepose Hase.

Hepununuja 5. Hoaunomu gi,...,9s € I wune I'pebneposy bazy 3a udean I axo ucnymwasajy eope-
nasedeno caojemeo (1).

Bunenu cmo nma I'pebreposa 6aza ysex mocroju. IIpyro je nmurame xaro je mahwu. Ilocroje
AJTOPUTMU 32 HaJa:Kkeme | pebHepoBe 0a3e KOHKPETHOT MIeaJia, & OHU Cy ¥ UMIIEMEHTUPAHU Y
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pa3HUM MaKeTUMa 3a CUMOOJMYKA M3padyHaBama. Kako ce Mu Hehemo Tume 6aBuTuU 0BIE, TOHOBO
yoyhyjemo unraona Ha sureparypy. Camo hemo mpokoMeHTapucaTy na, HapaBHO, | peGHEpOBa
0a3a 3aBucHU o1 n300pa MOHOMHOT MTOPETKA, aJIA j€ 3aHNMJLUBA U cieneha je ITHOCTABHA UMW CHUIIA
ako je {gi1,...,9s} 'pebGuepoBa Ga3a 3a mopemak =<1 1 MOCMATPAMO MOPEAAK <2 U CKYI IOJIMHOMA
{h1,...,hs} 3a koje je LP<,(g;) = LP<,(h;) 3a cBe i, ouna je ckyn {hi,...,hs} I'peGuepoBa Gaza
3a nmopenak <5. HamaMo ce ma je umTaoiy HOTIYHO jACHO 3aIITO OBO BAaYKU.

3a kKpaj OBOT OnespbKa, HaBeIWMO na ce mojaMm ['pebHepoBe Gaze MOKe 3amaTy W 3a CIIyYaj
HOJIMHOMA HAJ HEKUM NPCTEHOM Koepuuujenara. HapaBHo na je Ty cioskeHuje pasmarpame (Ha
HpuMep, OAMaX Ce MOKe HPUMETUTH Ja Mopamo pasmarparu ma au LM (g) | LM(f), a me camo
na o LP(g) | LP(f)), anu 3a mpaBuiiHe TPCTeHE, MOMYT [IIABHOUAEAJICKAX NOMEHA, TeOpHuja ce
MO:ke GUHO pas3BuThU. Y OLEJbKYy O Koxomosoruju ['pacMmanujana, nmahieMo TakaB ciiydvaj y KOMe
je mpcreH xKoedunujenara Z.

4. BekTopcka paciojema

Y oBOM OzespKy HaBemheMO OCHOBHE PEe3yJITaTe O BEKTOPCKUM PACIIOjeHUMa, KAPAKTEPUCTUY-
HUM KJacaMma, Ka0o ¥ HauuH cBoDhema mpobiaemMa 0 uMep3ujaMa Ha MUTAHE U3 TEOPUje XOMOTOMU]E.
Peanmo BexkTOpCcKO paciojeme £ ca ToramsauM mpoctopoMm E u 6a3zom B je mpeciaukaBame

E

‘p

B
IIpu Tome, 3a cBako b € B cuoj (¢pubpa) p~!(b) je BexTOpCcKM mpocrop Ham momem R (mcte
mamensnje). OcuM OBOT ycIoBa 3aXTeBa Ce jOII jeNaH TEXHUYKMU, ajll BAKAH yCJIOB, JOKAJHE
TpUBHjaIHOCTU KOju HeheMo ¢popMmynucaTté — KearMO CaMO Aa CKUAIMPAMO OCHOBHE HIEje.

HaBemumo m map mpumepa.

0. Ako je F = B x R"™ u p npojekrnuja Ha TPBY KOOPAUHATY, OHAA je y NUTAHY TPUBUjAHO
paciojeme (o3Haka ™).
1. TanrenTHO paciojeme Ha MHOIOCTPYKOCT (7). 3ampaBo HAM je OBO PAaciojeme H0OPOo MO3HATO
13 paHUjer IMKOJOBama, Mala I'a HUCMO €KCIJIUIUTHO HABOIWJIM: CBAKA IJIATKA IOBPII y CBAKO]
TAYKM MMa CBOjy TAHT'€HTHY paBaH. Y HMja CBUX THX PAaBHU IIPEACTAaBJ/ba TAHIEHTHO PACJIOjeHme Te

TIOBPIIN.
2. Kamoncko pacniojeme Han ['pacMaHMjaHOM: TOTAJHU MPOCTOP OBOI PACIIOjema je

E = {(m,v) € Gxn(R) x R .y € 7}.

Iaxmne, Hanx cBakoM TadykoM u3 Gy, (R), koja Huje HumTA OPYro mO paBaH AuMeH3Uje k y RHF,
Je;ku Oamr Ta paBaH.

Moryhe je Ha mpupoiaH HauwH Oe@UHUCATH U HOjaM u3oMopdusaMa paciojema (Te he
Oty XxOMeoMOp(U3aM TOTAJIHUX IPOCTOPA, KOjU ‘HOmTYyje’ CTPYKTYPY BEKTOPCKOI IPOCTOPA ¥
cBakoj ¢pubpu). Takobhe ce HA BEKTOPCKUM paciojemrMa MOTY BPUIATH U OIepanuje cabupama u
MHOMKEH:A!

En)—=EanEn

Bpuso Baskan pesynrar je caemehu: ako je 6a3uu mpocTtop B KOMIakTaH, OHOa 3a CBAKO £ TOCTOjU
0 Tako ma je £ © 0 =N 3a meko N. Ilakse, CBAKOM paciojemy HaJ KOMIAKTHOM 5a30M, MOMKE Ce
[OMAaTHU APYTO PACIOjelme TAKO Ja je JoO|jeHo paciojeme nu3oMoppHO TpuBujaraoMm. OBo HAM qaje
U jacaH IIOjaM HOPMAJIHOT Paciiojelma 3a TAHMEHTHO PACJIOjeH€ MHOIOCTPYKOCTH: TO je PaciojeHe
v TakBo ma je T®v = V. [Ipuponso je BumeTu v Kao aIUTUBHK UHBeP3 3a 7. Huje mome uvaru Ha
ymy caenehu jemocraBaH mpuMep: 3aMUCIUTE IBOAUMEH3UOHY CPEepPy U TAHIE€HTHY PAaBAH y HEKO]
Tauku. HopMmasHO paciojeme je oBme muMeH3uje 1: 3a CBaKy TAvKy IOCMaTpPaMO MPaBy KPO3 Ty

TAYKy KOja je HOpMaJHa Ha TaHreHTHy paBaH. CBe Te mpaBe 3ajeIHO, YMHE HOPMAJIHO PACIIO]jemhe.
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Peamnom BekTOpCKOM paciojemy &, paau Jakier UCIUTUBAKA HETOBUX CBOjCTABa METOIAMA
anrebapcke tomnosoruje, npuapy:xkyjemo lruden-Burnujese raparrepuctuune kiaace w;(§) €
H'(B;Z/2). 3anpaBo, MOM¥KEMO TIOCMATpaTH U ToTalHy knacy: & — w(é) € H*(B;Z/2):

w(§) =14+ wi(§) +w2(§) + -+ + wm (),

rae je m auMmensuja ciaoja (BeKTOPCKOr mpoctopa). Ilpm ToMme, 3a TPUBMJAIHO PACIOjeH€ BaKU:
w(e™) =1, mox je:

w(@n) =w(§) wn).

Iocebro: w(T) - w(v) = 1.
Peanno BeKTOpCKO paciojeme & Ham Gaszom B y koMe je muMmensuja cioja n (peasHo n-
paciojeme Han B) normyHo je oapebeno mpeciaukaBameM

fe: B—>BO(n)(= G, (R)).

Osre je ca Gy o O3HaueH OecroHaunu I'pacmanmjan. Hehemo ce mume nasmse 6aBUTH, TOBOJBHO
je pehu ma ce mo:ke moOUTHM Kao yHMja KOHAUYHUX | 'pacMaHujaHa n-IMMEH3WOHUX PaBHU Y IPOC-
TopuMa cBe Behe muMen3uje. Y KOJIUKO ce palgy CaMoO O paciojemy & Jujy AMMEH3Ujy He 3HAMO,
OHJIa Ta BUIANMO KAO IIPECIUKABAHE

fe: B—=BO.

Osaj npocrop BO rarobe nehemo name uzyuaBaty (OH ce Ak MOMKE BUIETU KAO YHUja IPETXOM-
Hux BO(n) kana n Heorpanmueno pacre). [IpuMena teopuje xoMoTOnMje Ha nUTame UMep3uje je
camp:;kaHa y caenehew.

Hopmanno pacmojeme ompebyje amMen3ujy mpocTopa y KOJU MOMKEMO ,,MMeP30BATU MHO-
rocTpykoct (momcerumo ce na je T dv = eV, 3a mexo N). Jlakie, HOPMAIHO paciojeme OAroBapa

IIPECIVKABARY

f,: B—=BO(M),

3a HeKO M, omHOCHO mpecaumkaBamy y BO (Tama ra 30BeMO CTaOUIHO HOPMAJHO PACIOjEHme).

Ham 3anarak je ma pemwumo ,,nipobieM nmoausama”’ . XUPIIOBA TeopeMa KasKe Ia Ce KOMIaKTHA
MHOrOCTpyKOoCcT M™ Moke umep3osaTtu y R™"TF akko ce Moxe mosutusHO pemmry caenehn mpo6iaem
IO IN3ah A

BO(k)
7

T

M BO

OBo ce pemaBa (akTopucameM TpecAVKaBama p y jeJHOCTaBHUja, KOja ce MOry aJjrebapcku
ommcaTu. 3a UCIUTUBAKE IOCTOjama MOAN3ama 38 Ta jeNHOCTABHU]A MPECIUKABARKA (II0IM3aHe
ce BPIIM ,,CIIPAT 10 Cupar’ ) KOPUCTU Ce IeTaJLHO MO3HABAH-€ KOXOMOJIOTHje MHOroCTpykocTn M™,
KapaKTEePUCTUYHNX KJIACa TAHM€HTHOT PACIOjema, Kao U no3HaBame aejcrsa CtuHponose aiarebpe
(o xojoj Takobe oBme HMCMO rOBOpPMIM) HA OBOj MHOTOCTPYKOCTH.

5. Pauyname y koxomoJsioruju I'pacMmanmujana u npuMmese

Bunenn cmo ma je roxomousoruja I'pacmanujana Gi,(R) ca Zy roedpunujenTrMa 3ampaso
IOJIMHOMCKa, alrebpa mocedeHa mo uneaty Iy ,. Y pany [8], Moukc je ogpenno I'peGrepose Ga3se
3a uneas I, 3a cayuaj n = 2° —3 u n = 2° — 4. Ilomohy oBux 6a3a mobuo je HOBe pesyiaTare
0 KoxomoJsoruju oarosapajyhux I'pacmanujana, a takobhe, kopucrehim merony MoOIMUKOBAHUX
kyna IloctHuroBa (TO cy OHe (pakropmzaunuje Koje Cy CHOMEHYTe Ha Kpajy MPEeTXOIHOI OAeJbKa),
mobuo je pesynrare roju ce Tmuy mMmepsuja ['pacmanujana Ggos_3 y eyranncke npocrope. Ose
pesyaraTe 0 mMepsujaMa je kacuuje mompasuo luvkyc y pany [21].
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Y cayuajy k = 2, Koju je pasmMarpaH y OBHAM DAIOBUMa, PAIU CE€ O KOJUYUUKO] aarebdpu
ZLo|wi, wa]/(Wnt1,Wnt2). Y panmy [10], onpebene cy I'peGrepose 6aze 3a cse uneaine Iz, 3a cre-
[IEHACTY JIEKCUKOI pa(CKU IOPENaK 3a KOju je wi > wo. IIpokoMeHTapUIIIMO YKPATKO, O€3 JoKa3a,
OBe pe3yiTare.

I'pebrepoBy 6a3y 3a mneau I, UnHE MOIUHOMU Gm, 38 0 <m < n + 1 3amaru ca:

b—
mi= X (T utu, @

a+2b=n+1+m

Hapagro, oBne ce GuHOMHU KOedUIjeHTH nocMaTpajy no Monyay 2, e cy mau 0 mnu 1. Panuje
cMo pasmarpanu ciayuaj Ga4(R), ma ux uspadyHajMo y OBOM CIyUajy:

5 2 4 2,2 3 3,2 2.3 4 4 5
go = wj twiwy, g1 = wiw2 +wWjw; Wy, g2 = WiW3, g3 = WjWy + W, g4 = WiWs, g5 = Wa.
Kao mrro ce Bumu, LP(g;) = w) ‘wh (y cayuajy Zs woepumujemara csu Bomehu koedumujentn
cy HapasHO 1, na ce Bomehium monoMu u Bomehu npoussoan nmonynapajy). lakme, ¢cBu mpoussomu
wiwy 3a koje je a+ b= 5(= 4+ 1) nojaBmyjy ce kao Bomehu y I'peGueposoj 6asu. To smaum na
CBU TOJIMHOMU U3 Zs[wy,Wws] MOTYy OUTH PENYKOBAHM NO MOJMHOMA Y KOJUMa CE€ MOjaBJbYjy CAMO

npomssoma wiwy 3a xoje je a+b < 4. Crora 3ampaso 6a3y 3a caMy KOXOMOJOTH)y H*(G2.4(R); Z2)

ynHe MOHOMU (WM TIPOM3BOMM, CBejeHo) wiws 3a koje je a+b < 4 — 6uI0 KOja HUXOBA HETPUBU-
jasHa TUHeapHa KoOMOWHANUja HAI Zo HE MOKE Najbe OUTU PENyKOBaHA, HAKJE HE MPUNAAA UICATY
I, na Huje jennaxa (0 y KOXOMOJIOTWju; Jakje TH MOHOMH HE CaMO ITO Hucy jenHaxu 0 y Koxo-
MOJIOTHMjU, HUCY HU JMHEAPHO 3aBUCHU KAO CJIEMEHTU BeKTOpCKor mpocropa H*(Gs 4(R);Zs). Kako
ce CBaKM MOJIMHOM MOKE PEAYyKOBATH IO TAKBOT Yy KOME C€ M0jaBJby]y MCKJLYUYMBO TAKBA MOHOMU,
3arbydyjeMo na oHU umHe Ga3y roxomonoruje H*(Gz 4(R);Zs) Ka0 BEKTOPCKOT IPOCTOPA HAX Zs.
[Toce6GHO, Ty je W eJeMeHT w; 3a KOTa CMO ce MATAJM Aa Ju je jemnak 0 y Koxomonoruju. Ilakme,
OATOBOD je na Huje.

3anpaBo, u3 (2) JAKO ce MOe M3BECTH 3aK/by4Yak y OIMIMTEM CJIydajy, Ja MOHOME wiw) 3a
a+ b < n yune 6a3y Bekropckor npocropa H*(Ga,(R);Zs).

OBu pesyararu cy 3aTuM npomupenu 3a ciaydaj k = 3y [11]. ¥ Tom pany ce, uamebhy ocrasor,
nobuno na sexropcku npoctop H*(Gs,(R); Zs2) uma 6a3y koju uumne MoHOME 06imka wiwiw§ 3a
a+ b+ c <n. [IpuponHo ce mOCTABUIIO MUTAKE Oa JIU je€ y OIIITEM CIyUYajy TAYHO A& BEKTOPCKU

IIPOCTOP

k
H*(Gin(R); Zy) nma 6a3y kojy umHe MOHOMU wi'wy? ---wp* rue je Zai <n? 3)

i=1

Ho, 6uo je jacHo ma 6m mocTymak IpuMemeH y OBa ABa HaBeIeHA pana OMIIO TENKO HACTABUTH 34
k > 4. Ono mro je 6uno moryhe ypamuru je ma ce nobuje oarosapajyhu pesynrar 3a KOMILJIEKCHE
I'pacmanujame 3a Z-KOXOMOJIOTHjOM. 3anpaBo, KOXOMOJOIAja OBUX MHOTOCTPYKOCTHU 3a1aTa je Ha
CKOPO UIEHTUYAH HAUMH KaO U KOXOMOJIOTHUja peasHux | pacMmanujana — caMo Zs Tpeba 3aMeHUTH
caZ unw; cac; (To cy Yeprose knace, npu uemy ¢; € H?(Gy ,(C); Z)). Oarosapajyhe I'peGrepose
6ase 3a koMmmekcHe ['pacmannjane 3a k=2 u k = 3 onpebene cy y pany [17].

IToznaBame I'pebuepoBux 6a3a, y3 npuMeny mMomudurosanHux kyina IlocTHumkoBa moseso je mo
HOBUX pe3yJiTara O uMepsujamMa [ pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTU, KOjU Cy NPUKA3AHU y PAJOBUMA,
[10] u [11]. Ha npumep:

29nun>5:Gyn(R) % R*" 5,

n=6 (mod8) = G3,(R) 3 R"5;
Ako je n cremen mBojke, onzma je imm(Gs ,(R)) = 6n — 3.

IMoncerumo ce ma je mumensuja I'pacmanose muorocrpykoct Gy, (R) je kn, mok ce ca imm(M)
O3HAYaBa MUHUMAJHA OIUMEH3Uja eYKIUICKOr IpocTopa y Koju ce M Moxke mMmepsoBaTu. durasialg
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3. 3. [lerposuh

MOKe YIIOPEIUTU OBE Pe3yJTaTe Ca PAHWUje HaBeIeHUM OmmTrM KoeHoBuM pesyiaraToM. JoIr jenax
HOBU pe3yJitar o uMmepsujama ['pacmanujana mosxke ce mahu y [12]

Y BpeMe uCTpaskuBama KOja Cy Pe3yiITHpasia IPEeTXOLHO HaBEeAEHUM PALOBUMA, HUCMO 3HAJN
& je OAroBOp Ha MPETXOIHO NMOCTABLEHO muTame (3) morepmad. Kama cmo To casmamu, 6uo je
moryh apyru mpuctyn npobiemy Halaxkema I'pebreposBux Oasza 3a mpeaine I ,. HoBomobujern
pesyaraTtu cy npukasanu y pany [14]. HaBeanmo yKpaTkO Heke OZ TVIABHUX PE3YJITATA TOT PAala.
Pamihemo ca rommiaexkcHuM ['pacMmanujanrMa u ca Z roe(unujeHTHIMA.

YBenuMo Hajupe Heke o3Hake. 3a « = (a1,...,ak), p = (Mag,...,mg):

k

k k k
ol =) ag, llall = jag, lul =Y my, llul =) (G = Dm;
j=1

j=1 j=2 j=2

[, e = (Z?—tl A z?zt mj)

at—1

t=2
ITocMmaTpaMo ejaeMmeHTe
o n+l+|a «
llell=n+1+]lull
rae je C% :=c{' ---ct* (¢; cy UepHOBe Kaace KaHOHCKOT paciojema Hald Gi,(C)). Tazxa je
J 1 k Yy p p ] , J

{gu 0l <n+1}
I'pebuepoBa 6a3a oarosapajyher uameasa, ook je

Bin :={Cm,Cmy - Cm, s <n, 1 <my <---<my <k}
={C%: |a| <n}

anntrBHa 6a3a 3a H* (G, (C);Z)

Ocum oBux, y panmy [14] mobujenm cy m pesyaTaTu Koju mpumamnajy obmactu aireGapcke
roMbunaTopuke. Jla 6ucMO U BUX MPUKA3AINA, MOPAMO YBECTHU jOIN HEKE IOjMOBE.

Maprunumja A := (l1,...,l5) je mepactyhium Hu3 neaux Gpojesa: I3 >l > -+ > Iy > 0. Ilyskuna
naprummje je [(N) := max{t : ¢t # 0}, mok je Teskuua |A| :=1; + -+ + 5. [lapTunmje npencraBmamo
JanrosuMm mujarpammMa:

[ ] L[]

A=(4,2,1,1,1) A= (5,2,1,1)
Heka cy k,n € N, V = C""* u mera je mara koMmieTHa 3acTaBa

0=VoCWViC-CVyyp=V.

Osa 3acraBa je 3anpaBo pacTyhm HU3 BEKTOPCKUX mOTOpocTopa V; TakBux ga je dimV; = i.
Maprumuja A C k x n, A= (ly,...,l,) onpebyje IlllyGepros Bapujerer:

Xy = {W S Gk’n(C) : dlm(W N VnJri,li) >i4,1 <1< k}
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I'peGuepose Gaze

Axo ce ca oy oznaun knaca on Xy y H*(Gyn(C);Z), rana je
Semi={or: A Ckxn}

amuTuBHa 6asa 3a H*(Gg,,(C);Z). Muoxkeme je onpebeno Iujepujesom popmynom
OX " O(m) = Zguv

rae je cymMa IO CBUM HapTUIXjaMa V KOje Ce MOry MOOWTH momaBameM m KBaaparuhia JanroBom
aujarpaMmy 3a A MpU 4eMy ce HUKOja JBa He HOMAajy y UCTY KOJIOHY.

Cana mmamo nse 6a3e: By, nobujerne npexo Lopenosor npukasa u Xy , momohy Ilybeprosux
KJIaca.

o= (1), 1<i<k
0w =6, 1<i<n.

Ilobuja ce Besa:
Cm1Cms " " Cmy = (71)'“' ZK)\HO'A*,
A

rae je u = (mq,...,my) naprumuja 3a Kojy je m; < k u cyma je mo cBuM naprumujama A C n X k
3a koje je |A| = |p|. Ky, cy Koctrunu Gpojesu.
[Torkazahemo rako ce, kopumhemeMm nobujerux ['pebuepoBux 6a3a, mory mobutu (Gopmyie
IIujepujeBor Tuna 3a 6a3y B ..
YBemumo HOoBe o3Hake. Hera je A = (ly,...,l;,...,lx), k-Topra menux Gpojesa, 3a Koje je
i+ -+l =n. Tana je
/\i = (ll,...,li—Fl,...,lk),

A= (oo L)

Kopumhewmem nobujere I'pebuepoBe 0a3e mobujamo dpopmyay IlujepujeBor tuma:

Ci O)\ = Z (_1)|0“*\)\|[a7 /\Z] o,
leel|=n41-+ (AT ]| ,a#X

Hamme, ako je A TakBo ma je |\| < n, onna je ¢;-C* € By, p, 00K 3a |A| = n, jobujamo npencraBpame
npoussoza c; - C* mpeko ememenara 6aze By .

HaBemumMo jom map 3aHUMJ/bUBUX uuBeHUIA O KocTrmHmM OpojeBuma. Buhe mam kopucran
mojaMm Jaunrosor Tabiaoa. JaHroB TabiI0 IpeacTaBba NONyHhaBamke JAHTOBOr qujarpamMa IPUPOIHUIM
6pojeBuma, ,,0€3 mIpeckakama’ , Tj. aKO ce mojaBsyje 6poj i+ 1, Mmopa ce mojaBpUBATHA U i. JAHTOB
Taba0 je mosrycTaHDAapIOaH YKOJUKO OpOjeBM y BpCTaMa YWHE Heomanajynu Hu3, a MO KOJOHAMA
pactyhu =Hu3.

\]
[\]

3[4]

w
w

lOT‘hBOJl\')H
ot

O0Guuk Tabnoa je maprunuja oarosapajyher Jamrosor mmjarpama, IOK je Te:kuHa Tabimoa i =
(m;), roe je m; Opoj mojaBmuBama Opoja i y OBOM Tabioy. Y HaBEeNEHOM OpuUMepy je 0OJuK
A=(5,3,2,1,1), a reswuna: u = (1,3,4,2,2).

3arumisuBocT: Koctemr Opoj Ky, je Opoj momycrammapaemx Jarmrosux rtabmoa obamka A u
TEKUHE [i.
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3. 3. [lerposuh

Narayan je 2006. moka3ao ma je mpobiem m3padyHaBama RocTkuaux 6pojeBa Ky, , Yak 1 Kana
je l(A) =2, jenau P-kommneran npobaem. Crora je 3auuMiuBo Hallu HEKe PeKypeHTHEe GopMyJie
nmomohy kojux O6um ce Morau pauyHatu oBu OpojeBu. IloKaKMMO KakKO ce TO MOKEe OCTBaAPUTHU
KopuIhemeM NMPETXONHUX PEe3yITaTa.

Hera je a = (a1,...,a), a; > 0. Ca a_, 03HAUMMO TAPTUAIM]Y KOja CAIP]KA G; KOMIOHEHTH
jemnarux ¢. Ha mpumep, ako je a = (2,0,1,2), ouna je o, = (4,4,3,1,1). IIpumerumo na je
laf = l(as) u [lof = |a].

Kopumhemem ¢popmyie

Ca:(_l)HOéH Z K)\aﬁo.)\*

A=l

u nobujene I'pebuepoBe Oase, mobuja ce Besa

S~ ilKa, = 0.

llall=[Al

W3 oBe Bese, mory ce mobutu perypeHTHE hopmyiie 3a KocTkrHe ODpojeBe KOje MX HOTILYHO OIpe-
byjy.
Y pany [15] oBu pesynrary cy mONpaBLeHU, a AOOUjE€HM Cy W HEKM APYTH PE3yJTATH.

6. 3akipyuar

[Tprua ce oBne we 3aBpmasa. Ocum pesynrara 3a I'pacmanujane, 100MjeHN Cy U PE3YITATH 38
IIPOCTOPE 3aCTaBa, Yak 1 3a ciayuaj Ma Koje 3actaBe. O TOMe ce YNTA0UU MOT'Y BUIIE MHPOPMUCATHI
V palIoBUMa HABEIEHUM y JIUTEPATYPU, ONHOCHO HA CTPAHUIAMA ayTOpa TUX PATOBA.

Saxpamauna. Aymop oeoz pada je desumuuno nodpxucan o0 cmpane npojexkma Munucmapcemea
npoceeme, nayke u mernoaowroz paseoja Penybaurxe Cpouje #174032.
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Primena simetri¢ne enkripcije za vertikalnu autorizaciju u bazama podataka
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Apstrakt. Zastita podataka u bazi podataka je vaZan aspekt funkcionisanja SUBP. Najvaznije funkcije zastite podataka
od neovlastenog pristupa su provera identiteta korisnika, kontrola ovlastenja korisnika za operacije u SUBP i nad objektima
baze, autorizacija pristupa pojedinacnim podacima, zastita od neovlastenog Citanja podataka sa diska sistema. Relacione baze
su najrasprostranjenije u primeni i zastita u njima je najces$¢i izazov po pitanju autorizacije. Svi aspekti autorizacije se odnose
na proveru i kontrolu dok je SUBP aktivan. Kada sistem nije aktivan neophodno je podatke u SUBP Cuvati kriptovane za za-
Stitu od Citanja podataka sa diska. Operacije kriptovanja podataka u bazi omogucuju zastitu od neovlastenog uvida u podatke
korisnicima koji ne poseduju klju¢ za dekripciju bez obzira da li je SUBP aktivan ili ne. Mehanizam kriptovanja podataka
u bazi sa uvedenim sistemom upravljanja kljucevima i njihovim obeleZjima, sa definisanom relacijom poretka koja odreduje
ovlastenja korisnika za definisanu vidljivost podataka, je dovoljan za vertikalnu (po kolonama, atributima) autorizaciju poda-
taka u bazi. SloZenost strukture obeleZja utice na izraZajnost sistema vertikalne autorizacije. ViSestruka primena istog kljuca
za enkripciju nad kolonama otvara potrebu za zastitu od napada detekcije kljuca. Poznate su neke tehnike zastite od napada
za detekciju kljuca (ciphertext search attack). Kako na vertikalnu autorizaciju uti¢e opasnost od napada detekcijom kljuca?

Kljucne reci: Enkripcija; zaStita baza podataka; vertikalna autorizacija atributa; Encryption; database security; attribute
based authorization; ciphertext search attack.

1. Uvod

U ovom radu bavi¢emo se primenom simetrine enkripcije za zastitu podataka od neovlastenog Citanja iz
baze podataka u toku rada SUBP ili sa diska iz datoteka baze. Objasni¢emo razliku izmedu primene kriptografije
za zaStitu podatka i primene Kkriptografije za autorizaciju pristupa podacima.

Za uspesno pracenje diskusije o autorizaciji podataka u bazi podataka, pretpostavlja se da je Citalac upo-
znat sa osnovnim pojmovima iz relacionog modela i relacionih baza podataka, odnosno razumevanje objektno-
orjenitisanih baza podataka. O relacionom modelu baze podataka neophodno je poznavanje pojmova relacija i
atribut relacije, n-torka relacije, relaciona schema baze podataka. Za relacione baze podataka neophodno je po-
znavati pojmove fabela, kolona, red u tabeli koji su ekvivalenti u relacionom modelu pojmovima relacija, atribut
i n-torka relacije. Preporucujemo vezanu literaturu za bolje upoznavanje ovih pojmova u relacionim sistemima za
upravljanje bazama podataka (RSUBP) [12]. Gde se ukaZe potreba, dodefinisacemo pojmove za potrebe praenja
izloZenog teksta.

U slucaju objektno-orjenitisane baze podataka i SUBP, moZzemo diskutovati o analognim pojmovima.
Osnovni su klasa objekata, kolekcija nad klasom objekata, instanca objekta date klase. Izmedu pojmova red
tabele u relacionoj bazi i instanca objekta klase u kolekciji objekata klase objektno-orjentisane baze postoji ko-
respodencija u strukturi podataka. I jedan i drugi pojam asociraju na listu vezanih atributa u jednom sloZenom
podatku, redu relacione tabele odnosno instanci objekta klase u objektnoj kolekciji podataka. U daljoj disku-
siji zbog opstosti diskusije koristi¢emo pojam pojavijivanje podataka ili samo pojavijivanje kao sinonim za red
relacione tabele odnosno instancu objekta klase u kolekciji objekata te klase.

Za pristup podacima u relacionoj bazi podataka koristimo upitni jezik SQL za postavljanje upita nad jednom
ili vise tabela baze podataka. Manipulacija podacima se postiZze operacijama DML jezika (eng. DML - Data ma-
nipulation language). Za selektivni pristup podacima koriste se logicki izrazi restrikcije koji suZavaju rezultat na
skup pojavljivanja koja zadovoljavaju sve logiCke izraze navedene u upitima ili operacijama aZuriranja. Logicki
kvantifikovani iskaz restrikcije koji suZava skup rezultata odnosno izmenjenih pojavljivanja tabele nazivamo lo-
gickim predikatom ili samo predikatom koji po svojoj formi odgovaraju predikatima u predikatskom racunu. Svi
predikati se medusobno povezuju u listu logickih iskaza operacijom konjunkcije (AND) i ¢ine jedinstven logicki
iskaz koji filtrira u rezultatu samo ona pojavljivanja koja zadovoljavaju taj iskaz u celini. U upitima i operacijama
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je moguce dopunjavati listu iskaza proizvoljnim predikatom (logickim iskazom) ograni¢enim na domen podataka
ekvivalentan tabelama podataka u upitima ili tabeli u operacijama nad bazom podataka.

2. Kriptografija u funkciji zastite podataka

Dacemo pregled, za rad vaznih, pojmova o kriptografiji. U radu se bavimo primenom kriptografije za autori-
zaciju podataka u bazama podataka. Ne¢emo se baviti detaljnim pitanjima kriptografije i kriptoanalize. Doti¢emo
se tipova algoritama prema nacinu generisanja i razmene kljuceva, ali ne i samim algoritmima, metodama ge-
nerisanja kljuceva, detaljnim metodama razmene kljuceva za simetricnu enkripciju i ostalim pitanjima kvaliteta
kljuceva te optimitacijom samih algoritama. Baviéemo se primenom kriptografije da obezbedimo primarnu taj-
nost podataka kriptovanjem i sekundarnom kontrolom baze primenjenih kljuceva. U slu€aju primene kriptografije
za autorizaciju u bazama podataka minimiziran je uticaj rizika razmene kljuceva koji je vrlo znacajan za stepen
postignute zastite, u poredenju sa sluajevima primene kriptografije u zastiti mreZne komunikacije.

Kriptografija se primenjuje za zastitu podataka od neovlastenog uvida, ako za tim ima potrebe, maskiranjem
zapisa originalne vrednosti podatka tekstualnim zapisom transformisane vrednosti u novu vrednost. Realizuje
se transformacijom originalnog podatka u skriveni (maskirani) oblik, koji nazivamo kriptat (eng. Cipher text
or value). Dakle, menjamo originalni podatak transformisanim podatkom (kriptatom). Transformacija u kriptat
moze biti rezultat primene funkcije koja transformaciju originalne vrednosti A vr§i primenom neke funkcije
F u F(A) ili funkcije koja pored algoritma F zavisi i od klju¢a K i transformiSe u vrednost F(A,K). Prvi tip
transformacije nazivamo Hash funkcije koje tajnost i zastitu podatka postiZzu dovoljno dobrom injektivnom (1-1)
transformacijom u binarni oblik. Drugi tip funkcija su kriptografski algoritmi ¢ija tajnost i kvalitet zaStite zavise
od primenjenog kljuca K i sloZenosti postupaka transformacije (obi¢no se pretpostavlja da algoritam moZe biti
poznat) [7,10,11].

Namena kriptogafije je u zastiti originalnog podatka transformacijom u kriptovanu vrednost, iz koje moZe
rekonstruisati inverznim postupkom originalnu vrednost samo korisnik ili proces koji zna inverzni algoritam Hash
funkcije odnosno zna klju¢ za postupak demaskiranja. Demaskiranje inverznim algoritmom je rekonstrukcija
originalnog podatka iz kriptata, a taj postupak nazivamo dekriptovanje.

Definicija 1. Postupak transformacije originalnog podatka u kriptat nazivamo postupak kriptovanja ili samo
kriptovanje ili enkripcija. Inverzni postupak rekonstrukcije originalnog podatka iz kriptovane vrednosti nazivamo
postupak dekriptovanja ili samo dekriptovanje ili dekripcija.

Ne umanjujuéi opstost, opredeli¢emo se u narednoj diskusiji za transformacije F(A,K) koje se zasnivaju
na primeni algoritama kriptovanja pomocu tajnog kljuca. Diskusija sa primenom Hash funkcija je jednostavniji
slucaj pristupa diskusiji nego kriptovanje primenom kljuc¢a K. Za uspeSnu zaStitu komunikacije ili skrivanje po-
dataka, ne razmenjuje se direktno (ne prosleduje) kroz kanal komunikacije originalni tekst A ili datoteka D nego
kriptovani tekst E=Enc(A,K) ili datoteka Enc(D,K) algoritmom kriptovanja Enc primenjujuéi klju¢ K (sime-
triéni) ili PubK (javni). Podacima (datoteci, tekstu, vrednosti prostog ili sloZenog tipa, binarnom sadrZaju) moZe
pristupiti korisnik ili proces koji znajuéi obrnuti algoritam Dec za dekriptovanje (Dec = Enc™!) i kljué K ili od-
govarajuci privatni PrivK mogu dekriptovati kriptovani sadrzaj i rekonstruisati originalnu vrednost A=Dec(E,K)
ili A=Dec(E,PrivK). Kao §to je ve¢ naglaSeno, postoje dve vrste algoritama za kriptovanje primenom kljuca en-
kripcije, prema tome kako se konstruise kljuc koji se koristi za dekripciju. U algoritmima prve vrste Koristi se isti
klju¢ za enkripciju i dekripciju, a u drugoj klasi par kljuceva (PubK, PrivK) koji su javni i tajni klju¢ za postupak
enkripcije i dekripcije, redom. Algoritme Enc prve vrste nazivamo simetricni, a druge vrste asimetricni tip algo-
ritama. Postupke enkripcije i dekripcije nazivamo zajedno kriptografskim postupcima, a mogu biti simetri¢ni i
asimetricini algoritmi prema nacinu generisanja kljuca dekripcije. Uz pretpostavku da je algoritam poznat i ne-
promenljiv, tajnost kriptovanog sadrzZaja E zavisi od kvaliteta kljuca K i postignute zastite kljuca za dekripciju, K
odnosno PrivK.

Hash funkcije ne¢emo u daljoj diskusiji razmatrati jer ne omogucuju pouzdanu rekonstrukciju originalnih
podataka iz transformisane vrednosti. One sluZe da za identifikaciju objekata ne koristimo u radu programa ori-
ginalnu vrednost identifikacionih podataka nego Hash funkcijom transformisanu, sakrivenu, necitljivu, vrednost.
Kada treba porediti zasticene vrednosti moguce je to uciniti na osnovu hash vrednosti jer se hash vrednost ne
menja, a daje dovoljnu zastitu jer je transformacija samo u jednom smeru, od originalne ka hash vrednosti. Kada
imamo potrebu da pouzdano rekonstruiSemo original iz tajne vrednosti i da se originalna vrednost maskira trans-
formisanom vrednos¢u primenjiva¢emo algoritme kriptovanja.
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Postupci koji imaju zadatak pronalaZenja kljuca za dekriptovanje (tzv. razbijanje §ifre) nazivamo postupcima
kriptoanalize. Kriptoanaliza nije poseban predmet ovog rada.

Obe vrste algoritama kriptovanja imaju svoju Siroku primenu koja zavisi od toga da li se primenjuju u si-
stemima koji imaju intenzivnu (frekventnu, u realnom vremenu) razmenu podataka i sadrZaja binarne prirode
(razmena datoteka, multimedijalni sadrZaji zvuka, slike, videa) ili povremenu razmenu sa jednokratnim zahte-
vima za razmenom sadrZaja sa uniformnom i frekventnom raspodelom pauza izmedu dveju komunikacija. In-
tuitivno objasnjeno, u prvom slucaju Cesto se razmenjuju podaci i rede su pauze, a u drugom slucaju Ceste su
pauze i retko se deSava komunikacija. Simetri¢ni algoritmi su po svojoj konstrukciji brzi za izvrSenje i inverzna
operacija dekripcije izvodi se iz algoritma enkripcije obrnutim smerom kompozicije operacija. Kod asimetri¢nih
algoritama konstrukcija algoritma za enripciju i dekripciju i konstrukcija para (PubK, PrivK) zavisi od sloZzenih
matematickih izracunavanja koja pocivaju na sloZzenim algebarskim principima. U primenama u kojima je akce-
nat na brzom izvrsenju funkcija enkripcije i dekripcije i u kojima je moguce obezbediti pouzdano pohranjivanje i
razmenu kljuca preporuceno je koristiti simetri¢ne kriptografske algoritme. Drugi odlucujuéi faktor za izbor vrste
enkripcije, pored brzine algoritma, je zasti¢eno cuvanje i razmena kljuca, odnosno bezbednost razmene kljuca.
Kod asimetri¢ne enkripcije razmenjuje se samo javni klju¢ PubK dok privatni PrivK za dekripciju nije potrebno
razmenjivati. Privatni klju¢ se ¢uva samo kod vlasnika kljuca i sluzi mu za dekripciju. Bezbedna je enkripcija i
dekripcija srazmerno koliko je bezbedno pohranjen klju¢ kod njegovog vlasnika. Taj klju¢ se ne razmenjuje me-
dusobnom komunikacijom dva sagovornika koji razmenjuju tekstualne poruke, vrednosti numerickog ili drugog
tipa ili binarne sadrzaje datoteka i multimedije. Razmenjuje se samo javni klju¢ PubK koji mozemo dostaviti
svakom korisniku ili procesu koji imaju nameru slati poruke vlasniku kljuca. Javni klju¢ ne moze biti iskori-
Sten za dekripciju poruka namenjenih vlasniku $to obezbeduju matematicki algoritmi ugradeni u generisanje para
kljuceva i algoritam dekripcije.

3. Cuvanje, razmena i primena kljuca kao faktor pouzdanosti zastite enkripcijom

Kod simetri¢ne enkripcije postoji samo jedan klju€ K i trebao bi biti razmenjen taj klju¢ K, koji bi generisala
jedna strana i dostavila drugoj strani u komunikaciji.

Cuvanje i razmena klju¢a K je vrlo kriti¢no pitanje i definiSe nivo bezbednosti i upotrebljivost algoritma Enc i
Dec. Ako se klju¢ K posalje u otvorenoj neizmenjenoj (nezasticenoj) formi K tada zastita enkripcijom gubi svrhu
jer svako ko bi u komunikaciji do§ao do sadrZaja kriptovanih poruka mogao je doci prethodno i do klju¢a K kojim
¢e dekriptovati razmenjene poruke. Druga ideja je da dva sagovornika u komunikaciji razmene neki specijalizovan
klju¢ K dok je bezbedna komunikacija (u bezbednoj zoni ili na pocetku primene softvera za komunkaciju) koji
bi se koristio samo za razmenu kljua K. Dakle, razmenili bi Enc(K, K) kriptovani klju¢ K kljuéem K. To
je dobra opcija jer se klju¢ K povremeno generise i klju¢ K samo tada koristi za razmenu. Moguce je da se
klju¢ K razmeni i pomoc¢u nekog bezbednog kanala komunikacije kojim se $titi sva komunikacija sa drugim
sagovornikom koja ne zahteva primenu simetri¢ne enkripcije. Na primer, primenom asimetricnog algoritma se
mozZe razmeniti klju¢ K koji ¢e biti koriSten u daljoj komunikaciji za simetri¢nu enkripciju. Upotreba kljuca K ili
asimetricne enkripcije za razmenu kljuca K je reda u frekvenciji i znaCajno je $to usled retke primene kljuca K
malo je prikupljenih poruka da bi se na osnovu njih mogao izvrSiti napad na presretnute poruke i rekonstruisati
klju¢ K, posebno zbog toga $to se nasilnom primenom generisanih klju€eva K ke 1 pokuSaja pogadanja kljuca
K ne moze zakljuciti koja je validna vrednost kljuca K, jer sam klju¢ K ne mora da predstavlja ¢itljiv i semanticki
jasan tekst nego binarni sadrzaj predefinisane fiksne duZine. Dakle, zastita zavisi od kvaliteta kljuca K i koliko
je on bezbedno prosleden drugoj strani. Dodajmo prethodnom faktor bezbednog ¢uvanja kljuc¢a K. Ako napadac
dode do kljuca K kod strana u komunikaciji, zastita razmene klju¢a nema svrhu.

Kada se K kljuc prosledi drugoj strani on se koristi sve dok se ne razmeni novi K; 1. U nekim sistemima
standard je da se za svaku novu komunikaciju COM;; generiSe novi klju¢ K1 i razmenjuje. To ve¢ zahteva
¢eSéu upotrebu kljuca K pa stoga i povremeno obnavljanje i razmenu tog kljuca koji ¢e biti koriSten za razmenu
regularnih kljuceva K;. Iako je to moguée raditi u bezbednim zonama, ispostavilo se da je tehnicki teze prime-
njivo jer zavisi od tehnicke zastite komunikacionih kanala i od razmene kljuca K za razmenu kljuceva K;. Kljuc
K s obi¢no razmenjujemo fizicki u direktnoj komunikaciji bez komunikacionih kanala, a pomaze nam da razmenu
kljuca K; izvedemo elektronski bez fizicke razmene. Ako nije moguce fizicki razmeniti K klju¢, mozemo is-
koristiti asimeti¢nu enkripciju za razmenu. U istraZivanjima se doslo do zakljucka da takve okolnosti mogu ipak
dodi raznim tehnikama napada u situaciju da se rekonstruise klju¢ K; iako je bezbedno razmenjen pomocu kljuca
K. To je iz razloga $to se K kljuc ili par kljuceva (PubK, PrivK) koriste da se razmeni klju¢ K; i izbegnemo
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njegovu fizicku razmenu $to odgovara procesu automatizacije razmene samog kljuca K, ali klju¢ K ne uce-
stvuje u zastiti razmenjenih poruka koje se Stite samo kljuc¢em K;. Kod duZih i Cestih komunikacija uz koris¢enje
kljuca K; bez dovoljno valjane strategije osvezavanja kljuc¢a K; napada¢ moze prikupiti dovoljno poruka za na-
silni napad pogadanjem i rekonstrukciju klju¢a K; jer mu je poznat algoritam kriptovanja i dekriptovanja. Vreme
nakon komunikacije je na raspolaganju napadacu da detektuje klju¢ K;. Teorijski i prakti¢no je to moguce usled
sve vecih tehnickih (procesorske, memorijske) moguénosti i paralelizma savremenih racunara. Iako klju¢ K; raz-
menjujemo kriptovan klju¢em K, on pre razmene i nakon razmene se fizicki cuva kod dve strane u komunikaciji
tako da se raznim tehnikama $pijuniranja moze doci do kljuca K ili ¢ak do kljuca K koji se koristi za razmenu
K;+1 kod osvezavanja kljueva. Ako napadac otkrije klju¢ K; ili rekonstruiSe, naredna komunikacija COM; 1
¢e biti kompromitovana ako koristimo isti klju¢ K;. PoZeljno je koristiti strategiju generisanja novog kljuca za
svaku novu komunikaciju. Sledeci su klju¢ni faktori pouzdanosti primene algoritama za simetri¢nu enkripciju:

e Izbor algoritma enkripcije/dekripcije,

e Generisanje kljuceva i strategija osvezavanja klju¢a u novim razgovorima,
e Bezbednost lokacija ¢uvanja klju€eva kod strana u komunikaciji,

e Mehanizam razmene kljuceva sa drugom stranom u komunikaciji.

U svim primenama simetri¢ne enkripcije najkriti¢niji faktori zastite su lokacija ¢uvanja kljuceva i razmena
kljuceva. Kvalitet mehanizma razmene kljuceva utice na izbor strategije i mehanizma osveZavanja kljuceva. Izbor
algoritma je nezavisan od ostala tri faktora jer oni utiCu na sam proces generisanja pouzdanog kljuca. Izbor
algoritma je predmet naucnog istraZivanja i standardizacije koji zavise od odluka unapred donesenih u okviru
organizacije ili izmedu dveju strana u komunikaciji. Naravno, nesporno je da kvalitet i pouzdanost algoritma
znaci za kvalitet zaStite kriptovanjem ali se u ovom radu polazi od pretpostavke da je korisnik u moguénosti
da izabere najbolje poznate algoritme i da ih koristi. Kada se ve¢ odluci za algoritam ono §to je promenljivo i
stalno se razmenjuje su kljucevi koji su kriticni za nevlasteno dekriptovanje sadrzaja koji treba da se zasticeno
¢uva u bazi podataka ili razmeni u komunikaciji. Zbog prethodnog se za razmenu kljuca K; simetricne enkripcije
retko koristi mehanizam “generisi samostalno klju¢ K; u celini i razmeni sa drugom stranom kriptovan unapred
razmenjenim klju¢em K,”.

3.1. Napredne tehnike razmene kljuca enkripcije

Klju¢ mogu generisati obe strane u dogovorenoj komunikaciji kada se postiZe veci stepen pouzdanosti Cuva-
nja kljuca i minimizira mogu¢nost njegove kompromitacije. Sve napredne tehnike razmene kljuca K; uzimaju u
obzir faktore da i posedovanje kljuc¢a K i razmena kljuca K¢ su kriti¢ni i da klju¢ K¢ moZe biti kompromitovan.
U tom slucaju razmena kljuca K; nije pouzdana te i kasnija komunikacija kriptovana tim klju¢em K;. Postoje dve
osnovne tehnike (protokola): da se klju¢ K; generiSe u celini pa se razmenjuje tehnikom trofazne razmene kljuca
K ili tehnike pregovaranja izmedu dva sagovornika kako bi oni umesto jednostrano kreiranog kljuca K; i njegove
razmene ispregovarali zajednicku izgradnju (generisanje kljuca) K; bez razmene u celini. Prva tehnika je poznata
kao Three-pass protokol[10,11] sa varijacijama za razmenu tajnog kljuca. Za drugi tip tehnika sa pregovaranjem
generisanog kljuca najpoznatija je Diffie-Hellman strategija[10,11] razmene i generisanja kljuca simetricne en-
kripcije gde se kljuc koristi jednokratno nakon izgradnje i ne ¢uva se pohranjen kod strana u komunikaciji. To je
protokol koji predvida da korisnici za svaku novu komunikaciju generi$u novi klju¢ K, na pocetku komunika-
cije. Pri tome se moze koristiti deo prethodnog klju¢a K;_; koji je verifikovan i time inicijalozovan zajednicki
koren niza za generisanje novih delova kljuca, koje razmenjuju i ponovo kombinuju tako da se na svakoj strani
dobije generisan klju¢ K; za simetricnu enkripciju, a da nije razmenjen u celini. Jedna strana ne zna tajni deo
druge strane celog klju¢a u komunikaciji. Tajni delovi se ne razmenjuju. Napadac koji presretne komunikaciju
i deo kljuca K; u razmeni ne zna klju¢ u celini jer ne zna tajni deo koji nedostaje, minimalno od jedne strane
u komunikaciji, a koji se ne razmenjuju nego svaka strana ¢uva kod sebe. U svakoj narednoj komunikaciji deo
kljuca K; se moze koristi za generisanje delova koji ¢e biti razmenjeni za generisanje novog kljuca K, u celini.
To je procedura koja se ponavlja za generisanje novog kljuca K1 u svakoj novoj komunikaciji. Klju¢ K; se ne
razmenjuje u celini izmedu strana u komunikaciji, ne ¢uva u celini ni jedna strana u komunikaciji, jedna strana
ne zna tajni deo u kljucu druge strane. Ako bi napadac presreo trenutnu komunikaciju i uspeo rekonstruisati kljuc¢
K; , §to je teorijski moguce ali ne i prakticno ako je malobrojan skup razmenjenih poruka, isti ne moZe biti
upotrebljen u narednim komunikacijama za koje je generisan novi klju¢ K, i koje se kriptuju pomocu njega.
Detaljnije za izuCavanje kriptografije i kriptoanalize se preporucuje upotreba literature [7,10,11].
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4. Zastita u bazama podataka i vertikalna autorizacija

U bazama podataka, koje su jedan podsistem za realizaciju informacionih sistema, zastita podataka od ne-
ovlastenog uvida, izmene, generisanja velike koli¢ine podataka, gubitka ili oSte¢enja podataka je vaZan aspekt
zaStite u informacionim sistemima. Osnovne funkcije zastite, koje samo navodimo, su sledece:

a) Identifikacija korisnika - korisnik saopStava svoje identifikacione podatke;

b) Provera autenti¢nosti - sistem na osnovu dostavljenih informacija proverava da li je osoba koja se predsatvlja
identifikacijom;

¢) Autorizacija sistemskih operacija, upita i operacija nad objektima baze podataka (DKP autorizacija - Diskre-
ciona kontrola pristupa) - kontrola dozvola za operacije u sistemu ili nad objektima;

d) Autorizacija podataka (pojavljivanja, kolona, éelija) - kontrola pristupa pojedina¢nim podacima u BP, u samim
kolekcijama podataka;

e) Autorizacija poslovnih funkcija - kontrola izvrSenja sloZenih transakscionih operacija i kreiranja izvestaja,
pregleda i grafikona nad podacima u sistemu;

f) Pradenje rada sistema i ponaSanja korisnika tog sistema;
g) Kreiranje zastitnih kopija sistema i strategija i procedure oporavka sistema;

h) Kriptografija i primena za zastitu lokalnih podataka, komunikacije i podataka na serveru paze podataka (ope-
rativni sistem ili u bazi podataka);

i) Mrezna zastita komunikacije sa BP.

Za naSe istraZivanje, fokus je na autorizaciji podataka u bazi podataka primenom kriptografije. Za sveobu-
hvatniju i detaljniju diskusiju o zastiti u informacionim sistemima i bazama podataka predlazemo [8].

Autorizacija podataka podrazumeva kontrolisanje pristupa podacima prema ovlastenjima korisnika i dekla-
risanoj dostupnosti (vidljivosti) podataka. DefiniSe se pojam vertikalna autorizacija podataka kao autorizacija
pristupa vrednostima atributa relacije u izrazima upita i operacija nad bazom podataka odnosno kolekcije poja-
vljivanja podataka.

Definicija 2. Vertikalna autorizacija podataka u bazi podataka je mehanizam definisanja selektivnih ovlasce-
nja korisnika i njihove kontrole kod pristupa korisnika u izrazima upita i operacija kolonama relacione tabele,
odnosno kolekcije objekata.

U narednom tekstu koriStene su oznake B1,B5,...,Bp,...,B), za kolone B1,B2,...,Bp,...,Bn, redom, u tabeli
TP. A; je oznaka i-te izdvojene kolone A u istoj tabeli, LA; je oznaka kolone LAi obeleZja pridruZenih koloni
Ai. Oznake u tekstu A7 referiSu vrednosti kolone Ai u j-tom pojavljivanju. U opStem slucaju, redni broj poja-
vljivanja pozicioniramo iznad oznake vrednosti atributa jer su indeksi i, kao u prethodnom, ukljuceni u nazive
atributa. Oznaka V7 je referenca na vrednost promenljive ili atributa V u j-tom pojavljivanju, gde je j redni broj
pojavljivanja. U bazama podataka imamo reSenu diskrecionu autorizaciju (DKP - diskreciona kontrola pristupa)

Tabela 1. Tabela TP. Vrednost A} atributa A; u 4. pojavljivanju potrebno je sakriti ako korisnik nema ovlastenje da
pristupi tom podatku.

Rb?“ : j Bl BQ Bg Al LAl Bp Bp+1 Bn Rld
1. AT LA o | ... | Rid"
2. A? | LAZ | .. oo | ... | Rid?
3. A3 | LA | .. o | o | Rid®
4. A} | LA | .. .| ... | Rid*
5. AP | LAS | .. oo | .. | Rid®
6. AS | LAS | .. o | o | Rid®
7. AT | LAT | .. | | Rid”
8. A% | LAS | .. .| ... | Rid®

nad kolonama tabela. Primer komande za autorizaciju nad tabelom TP za projekciju kolona je:
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grant select on TabelaTP (B1,B2,B3,Ai,LAi,Bp,Bn) to korisnikl;

Pojam vertikalne autorizacije je proSirenje pojma diskrecione kontrole pristupa nad kolonama (atributima).
Potreban je sloZeniji mehanizam za kontrolu autorizacije podataka nego osnovni da/ne mehanizam za kontrolu
operacija nad objektima baze podataka. Kada je potrebno kontrolisati pristup kolonama (atributima relacija) ne-
ophodno je skrivati sadrzaj podatka od neovlastenih korisnika.

Vertikalna autorizacija podrazumeva uslovno skrivanje vrednosti atributa u izrazima upita i operacija kori-
snika za pojavljivanja koja ulaze u rezultat upita i operacija nakon primene predikata i eventualnih mehanizama
horizontalne autorizacije. Horiyontalna autorizacija je opcionalni mehanizam za finu granulaciju skupa pojavlji-
vanja koja ulaze u rezultat na osnovu ovlastenaj korisnika za ta pojavljivanja. Za korisnike taj mehanizam moé¢ biti
transparentan i ne utic¢e na dalju diskusiju o autorizaciji atributa (kolona). Uvodimo imenovane labele (oveleZja)
za identifikaciju ovlaStenja korisnicima nad podacima jednog atributa (projekcija podataka na jedan atribut).
Imamo skup obelezja L = {Lq, Lo, L3, ..., L, } nad kojim vazi relacija poretka L; > L;,zai,j = 1,...,n.
Svaki korisnik dobija obelezje za Citanje i obeleZje za upis/izmenu podataka nad atributom A; tabele TP.

Za vertikalnu autorizaciju neophodan je mahanizam poretka nad skupom obeleZja. DefiniSemo relaciju po-
retka “>” nad skupom L obelezja.

Definicija 3. “L; je jednako ili nadredeno Ls” znaci da su podaci obeleZeni sa L viSeg ranga zaSti¢enosti
nego podaci obeleZeni sa Ly. Korisnik sa obeleZjem L; moze videti podatke obeleZene labelom Lo, odnosno
sve podatke obeleZene labelom L, za koje vaZzi Ljorisnika = Lp. Korisnik sa labelom L, vidi potencijalno vise
podataka nego korisnik sa L, obelezjem. Citamo i “L; moZe da vidi minimalno Ly”.

Autorizaciju atributa A; postiZemo skrivanjem vrednosti atributa. Uvodi se dodatna kolona sa obeleZjima.
Ako je naziv atribut A;, naziv nove kolone je LA; ¢iji domen vrednosti odgovara vrednostima obeleZja. Ovde
se autorizivani atribut $titi skrivanjem koriste¢i uslovni izraz. Nismo jo$ dosli do primene enkripcije. PoStuje se
konvencija u svim upitima 1 izrazima:

get Ai=if  Liorisnika = LA; then A; else NULL. €))

Jos uvek mozemo izostaviti proveru Lyorisnika = LA; 1 narusiti autorizaciju. To je pokuSaj postizanja autoriza-
cije atributa A; preko obelezja L A; poStujudi uslovni izraz. Korisnici se autoriziju nad atributom A; obeleZjima
LA;. Obelezja se koriste za definisanje vidljivosti podataka. Ovaj pristup ima niz nedostataka. Dodaje se nova
kolona LA; i povecava se fizicki duZina zapisa reda tabele (pojavljivanja kolekcije). Svaki korisnik ili proces
koji ima pristup atributu LA; “vidi” sva obeleZja svih dostupnih pojavljivanja. I onih pojavljivanja ¢ije vrednosti
atributa A; “ne treba da vidi”. Autorizacija atributa samo skrivanjem vrednosti uslovnim izrazom koji uporeduje
vrednost obeleZja podatka nije dobro reSenje. Zbog prethodnog, skrivanje A; nije pouzdano za autorizaciju i
prakti¢no upotrebljivo ali ilustruje namenu skrivanja.

5. Kriptografija u bazi podataka i vertikalna autorizacija atributa

Kako iskoristiti enkripciju za kontrolu pristupa éelijama u tabelama? Za primenu kriptografije u bazama
podataka, specijalno za realizaciju vertikalne autroizacije atributa primenom kriptografije, nije potrebno vrsiti ra-
zmenu kljuceva jer su svi podaci u bazi podataka i svi klju€evi bezbedni u zasti¢enoj bazi kljuceva gde su sacuvani
nakon generisanja. Iz te baze se koriste kljuCevi i za kriptovanje sadrzaja podataka u kriptat i za dekriptovanje
u originalnu vrednost. Presudni faktori za kvalitet kriptovanja u realizaciji autorizacije su izbor algoritma, ge-
nerisanje i povremeno regenerisanje kljuceva i zaSti¢enost lokacije u bazi podataka gde se Cuva baza kljuceva.
Kvalitet vertikalne autorizacije postignute kripovanjem zavisi i od mehanizma upravljanja izborom kljuceva koji
su iskoriSteni za kriptovanje sadrzaja i izbor kljuca koji treba primeniti za dekriptovanje podatka. Koristi¢emo
oznake: S - sadrZaj podatka, ES=AE(S, K) kriptovani sadrZaj primenom algoritma AE i klju¢a K, S=AD(ES, K) je
dekriptovani sadrZaj primenom inverznog algoritma AD i kljuca K.

Neka je L = {L1, Lo, ..., Ly} skup obeleZja i njima pridruzeni klju¢evi KB = {K;, K, ..., K,} u bazi
kljuceva. Ako koloni A; pridruzimo kolonu obeleZja LA, , a ¢elijama vrednosti A} kolone A; sa obeleZjima
LA{ € L kolone LA; koja imaju pridruzene kljuceve K LA? € KB iz baze kljuCeva, moZemo sve Celije Az
kriptovati pridruzenim klju¢em u vrednost E (Af K LAg ). Oznake: obeleZjima LA{ atributa LA; za Celiju A{
atributa A; pridruzuje se kljuc za enkripciju K LA{.
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Skup obelezja L je ureden relacijom poretka ako je realizovana relacija poredenja obeleZja koja odgovara de-
finiciji 3. Realizacija relacije poretka obelezja moZe biti izvedena iz numerickog, alfanumeric¢kog ili implicitnog
poretka na osnovu sloZene strukture i poretka obeleZja. Naj¢eSce je kompozitni poredak preko definisane relacije
za uporedivanje dva obeleZja L, > L, koja ima sva svojstva relacije poretka na skupu obeleZja L.

Primeni¢emo enkripciju vrednosti atributa A; i zameniti sa E(Af , K LAg ) da bismo postigli obevezu pri-
mene uslova poredenja obeleZja predikatom:

Lkorisnika = LAz (2)

u upitu ili operaciji, pri Citanju ili izmeni podataka u tabeli nad atributom A;.

Upitom nad skupom obeleZja pridruZenih svim kljucevima (podskup od L) iz baze kljuceva KB i poredenjem
sa obelezjem korisnika predikatom (2) izdvajamo podskup obeleZja Ly, = {L, L%,..., L;} “podredenih” obe-
leZju korisnika. MoZemo definisati, pomoéu skupa Ly, da redom pridruZeni kljucevi K, = {K}, K7, ..., K} su
“dostupni” korisniku sa obelezjem Ljorisnika-

Definicija 4. Skup kljuceva “dostupnih” korisniku sa obeleZjem Liorisnika je skup Kr = {K{, K32, ..., K;}.
Klju€ iz KB je dostupan korisniku ako se nalazi u skupu K}, za tog korisnika.

Dekriptovanje klju¢em D(E (AZ K LA{ ), K LA{ ) = Ag omogucava da podaci budu dostupni ako i samo
ako korisnik ima klju¢ K LA{ na raspolaganju u skupu K, inaCe se dobija markirana vrednost ili NULL. MoZemo
uvesti za atribut A; izabrano podrazumevano obelezje LA¢ € L ako u nekom novom pojavljivanju vrednost
A; nema pridruzeno obeleZje (nije dodeljeno korisniku). Za podrazumevano obelezje LA¢ pridruZen je iz baze
kljuceva klju¢ za enkripciju K LAY € K B.

Autorizaciju pristupa podacima postiZzemo skrivanjem vrednosti atributa kriptovanjem klju¢em pridruZenim
obeleZju Lyorisnike Kreatora podatka ili podrazumevanom obelezju LA;-i. Uvodi se dodatna kolona da bismo
sacuvali vrednost sa obeleZjima. Za atribut A; nova kolona je LA; koja sadrZi obeleZja ili njihove jedinstvene
identifikatore ako normalizujemo model. Postuje se konvencija u svim upitima i izrazima:

get Ai=if  Lgorisnika = LA; then Decrypt(A;, getkey(LA;)) else NULL, 3)

gde je getkey(L) funkcija koja za rezultat vraca klju¢ K L za kriptovanje pridruZen obeleZju L.

Ako se izbegne provera Liorisnika = LA; 1 narusi autorizacija dobice se kriptovani tekst umesto originala,
ako korisnik ne dobije odgovarajuci klju¢. To je pokusaj postizanja autorizacije atributa A; preko obelezja i
njegovog kljuca.

Moramo sadrzaj A; kriptovati klju¢em K L A; koji je pridruzen obeleZju L A; tako da je korisniku dostupan
sadrzaj atributa A; ako i samo ako uspe$no dekriptuje sadrzaj. Ako mu je dostupan klju¢ K LA; (u skupu Ky)
bice uspesno dekriptovana vrednost, inace nece dekriptovati uspesno. Uslov Lyorisnike = LA; moramo preneti
na izbor kljuca za dekripciju umesto uslovnog vracanja A; vrednosti kao rezultata. To obezbeduje da aplikacija
u upitima i operacijama nad bazom mora uvek da primenjuje taj uslov i nije moguce izostaviti uslov, a da se
ne uodi greska, u funkciji getkey(LA;) za izbor kljuéeva. Ovim se kreira potreba da uz enkripciju razli¢itim
algoritmima uvedemo i mehanizam upravljanja hijerarhijom kljuceva i njihovim skrivenim, bezbednim, cuvanjem
u bazi kljuceva KB.

6. Enkripcija vrednosti u ¢eliji izabranim klju¢em

Naredna tabela ilustruje popunjavanje vrednosti u atributu tabele kriptovanim vrednostima gde je Ef =
E(Aj , K LAZ ), K LAg = getkey(LAg). Neka obelezja LA{ se mogu ponavljati u koloni LA; zbog primene
istih klju€eva enkripcije zavisno od obeleZja korisnika Lorisnike Vlasnika podatka ili primene podrazumevanog
obeleZja kolone LA¢. U (4) vidimo primer upotrebe funkcije dekripcije u SQL izrazima:

select Bl, B2, D(Ai, getKey(LAi)) from TabelaPodaci where... (€))

Kriptujemo i ¢uvamo u tabeli pod atributom A;, umesto vrednosti atributa A;, kriptovanu vrednost F; =
E(A;, KLA;). U kompletnijoj realizaciji tabela baze kljuceva iz primera u Tabela 3 je modelovana tako da se
koristi posebna tabela za skup obeleZja L, a druga tabela za bazu kljuceva KB. U tabeli, obeleZja je potrebno
referencijalno povezati na identifikatore kljuceva u bazi kljuceva.
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Tabela 2. Vrednosti pojavljivanja za atribut A¢ su zasti¢ene kriptovanim vrednostima

RbT‘ : j Bl BQ Bg Al LAZ Bp Bp+1 Bn Rld
1. E(Al,KLA]) | LA] | ... o | . | Ridt
2. E(AZ, KLA?) | LA? | .. oo | .. | Rid?
3. E(A3, KLA?) | LA? | .. oo | .. | Rid®
4. E(A}, KLA}) | LAY | .. v | . | Rid*
5. E(A?,KLAY) | LA? | .. o | . | Rid®
6. E(AS, KLAS) | LAY | .. o | . | Rid®
7. E(AT, KLAYT) | LAY | .. v | oo | Rid”
8. E(AS KLAS) | LA | .. .| ... | Rid®

Tabela 3. Primer tabele obeleZja i kljuceva

ObelezID | Naziv obelezja Kljuc KljucNaziv
Lid1 Obelezjel HHEHHHHHAAAHRE Kljucl
Lid2 Obelezje2 HAHHHHHH Kljuc2
Lid3 Obelezje3 HHHHAHHHHAHAHEH Kljuc3
Lid4 Obelezje4 HH#H# Kljuc4
Lids Obelezje5 HHHHAHHARRAA Kljucs

U koloni LA; su obeleZja koja se potencijalno ponavljaju, pa za pojavljivanje P; u kome je vrednost Ef =
E (Az , K LAz) nad atributom A4;, je i dalje vredost obeleZja LA? kome odgovara klju¢ K LA{ . U izrazu upita
ili operacije DML jezika, korisnik pristupa listi obelezja u tabeli pridruZenih kljuceva i moZe naci klju¢ K LA{
izrazom K LA; = getKey(LA;) i dekriptovati B/ izrazom D(A;, K LA;) jer je u A? upisana vrednost E7.

Korisnik je pristupio obelezju i dobio kljuc iz baze kljuceva bez ogranicenja za predikat (2) i bez provere da li
je bio autorizovan za dobijanje kljuca. Nije postignuta zastita nad ¢elijom jer ako korisnik ima odgovaraju¢u DKP
dozvolu nad atributima A; i LA; omoguéeno mu je da dobije proizvoljan klju¢ za dekripciju, $to nije autorizacija.

Zbog ovog nedostatka pristup klju¢evima mora biti uslovljen obeleZjem koje poseduje korisnik koji pristupa
bazi, iz istog skupa obelezja kao i LA; vrednosti, i relacijom poretka nad tim skupom obeleZja.

Korisnik ne sme pristupati svim obeleZjima i pridruZenim kljucevima bez ograncenja, nego samo onim klju-
Cevima K LA; takvim da je Liorisnika = LA;. Potrebno je da korisniku dodelimo obeleZje Ljorisnika koje
“moze da vidi” obeleZje L A; da bi imao ovlastenje preko obelezja LA; za pristup kljucu K LA;.

Kljucevi ne smeju biti slobodno dostupni u bazi nego moraju biti u posebnom skladistu, bazi kljuceva. Kori-
snici nece imati direktan pristup tabeli kljueva nego samo funkciji koja vraéa kljuceve za obeleZja.

Kada korisnik pristupi bazi klju¢eva proverom se omogucava da pristupa samo kljucevima nad ¢ijim obelez-
jima ima ovlaStenje.

Imali smo u (1) get A:=if Lgorisnika = LA; then A; else NULL; uz strogo postovanje uslova
provere (2) Liorisnika = LA;. Ako se zaobide uslov (2), obeleZja nemaju svrhu i vertikalna autorizacija nije
postignuta. Tesko je obavezati programere bez formalizma da tu proveru uvek postuju, a moguce su i greske bez
namere. Sada dobijamo novi izraz u (3) getA = if Liorisnika = LAithenD(E;, KLA;)else NULL. Ubaci-
vanje ovog kriterijuma (2) na sva mesta u upitima, pogledima i operacijama je logi¢no i ocekivano. Ako ovde
zaobidemo uslov Lyorisnika = LA;, rezultat izraza D(E;, K LA;) zavisi od toga da li korisnik poseduje dozvolu
za klju¢ K LA; u skupu K},. ZakljuCujemo da funkcija za dekripciju treba da proverava i razreSava da li se za
rezultat vraca dekriptovan sadrzaj iz F; ili NULL vrednost.

7. Cuvanje kljuceva u skladistu/bazi kljuceva
Skladiste kljuceva je posebno izgraden model u istoj bazi podataka koji nije dostupan drugim korisnicima i
administratorima sem jednom korisniku, vlasniku scheme baze podataka u kojoj je baza kljuceva.

Ako se Cuvaju kljucevi u zasebnoj tabeli sa identifikatorima i nazivima kljuceva, a u tabeli obelezja se Cuvaju
samo uparena obeleZja sa identifikatorima kljuceva i nazivi obeleZja, vracanje rezultata D(FE;, getKey(LA;))
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gde je u tabeli obelezja uz L A; bio klju¢ K L A;, svodi se na formulu:

D(E;, getKeyFromKB(getKeyld(LA;)))

NULL|ako(E; = NULLV LA; = NULL),
= 7*ako (returnedKey = ]\7ULL)7
Decrypt(E;, returnedK ey) |inace

gde je returnedKey = getKeyFromK B(getKeyld(LA;)). (5)

Ako je returned Key = NULL* imamo dve mogucénosti za definisanje rezultata:
a) NULL, jer je vraceni kljuc bio nepoznat ili nedostupan;
b) E;, jer klju¢ kojim je kriptovan E; je nedostupan teku¢em korisniku.

U sluéaju da imamo kriptovanu vrednost E;, klju¢ je bio definisan i uneto je obelezje L A; sa pridruZenim klju¢em.
AXo je Lyorisnika = LA; kljuc treba da bude dostupan. Ako nije tacan uslov kljuc nije dostupan i vraceni kljuc¢
je NULL i prihvatljivo je da se kao rezultat prihvati zasticena vrednost F;, ili NULL kao u opciji pod a. Ovo je
u slucaju da je uveden poredak obeleZja i da je klju¢ nedostupan zbog neautorizovanog pristupa vrednosti E;
sa obelezjem L A;. Rezultat zavisi od toga da li je korisnik dobio klju¢ za obeleZje L A; pridruZeno kriptovanoj
vredosti F; (kriptat za A;) i da li je uvedena relacija poretka nad obelezjima?!

Ako je uvedena relacija poretka na obeleZjima tada se moZe naci obeleZje koje odgovara kljucu i uporediti sa
obeleZjem korisnika. Klju¢ ¢e biti iskoris¢en za dekriptovanje ako je dostupan korisniku preko relacije obeleZja.
Primenice se taj klju¢ samo ako je “aktivan” za tog korisnika.

Kada se prijavi na SUBP korisniku je poznato obeleZje koje mu je pridruZeno . Nisu svi kljucevi enkripcije iz
baze klju¢eva KB automatski primenjivi za dekripciju. Ako bi se u svakom upitu ponavljalo izvrSenje funkcije za
proveru aktuelnosti kljuca performanse upita i operacija bi bile ugroZene zbog korelisanog ponavljanja izvrSenja
funkcije get Key(LA;) eksplicitno ili implicitno u izrazu poziva funkcije D(E;, getKey(LA;)) sa dva ili samo
jednim argumentom D(E;).

Korisnik u toku izvrSenja operacija i upita (SUBP online) vidi dekriptovane podatke tabele samo u éelijama
atributa A; koje se kriptovane kljucevima koji su aktivni u tekuéoj sesiji. Podaci su uvek ¢uvaju u bazi u kriptova-
nom formatu E; i Citanjem podataka iz datoteka baze, u slucaju pristupa, mogu se videti te kriptovane vrednosti.
Originalne vrednosti su zasti¢ene transformacijom u kriptat. Dekripcija je jedini metod da se procita podatak iz
kriptovanog sadrZaja.

Kljuc je primenjiv za dekripciju u sesiji ako postoji u bazi kljueva i ako je aktivan za sesiju. Kako kontorlisati
dostupnost kljucevima od strane korisnika? Kljuevi mogu biti deaktivirani i aktivirani. Samo aktiviran kljuc
moZe se upotrebiti za dekripciju. Pri ostvarivanju sesije aktiviraju se svi kljuevi na koje korisnik ima pravo
(dostupni).

Uvodimo pojam “klju¢ aktivan u sesiji”. Za autorizaciju pristupa mora se konsultovati, na osnovu relacije
poretka i obeleZja korisnika u sesiji, koji su kljucevi aktivni za sesiju.

Primetimo da zastita zavisi od egzistencije kljua (neophodan uslov) i ne samo od egzistencije (jer bi ga
mogao upotrebiti svako ko ima pravo pistupa bazi kljuceva) nego i od dinamickog statusa kljuca “da li je aktivan
za sesiju”.

Isti kljuc koji je kreiran u bazi klju¢eva moZe biti suspendovan ili ne, $to vaZi za sve korisnike i sesije. Ako
nije suspendovan, u nekim sesijama moZe biti aktivan, a u drugim da nije.

Kljucevi ne smeju da se aktiviraju direktno od strane nekog korisnika niti administratora, ali se aktiviraju na
pocetku sesije indirektno pozivanjem procedure za aktivaciju kljuca.

Procedura za aktivaciju jednog kljuca radi obaveznu proveru uslova da li korisnik iz sesije koja izvrSava
proceduru ima ovlastenje nad tim kljuc¢em.

S obzirom da je vise kljuceva koristeno za zastitu atributa A; kriptovanjem, da bi se postigla autorizacija nad
celom kolonom moraju da se aktiviraju iterativno prethodnom procedurom svi dostupni kljucevi.

Da bi sve radilo po pitanju autorizacije, neophodno je na pocetku sesije ili svake transakcije aktivirati sve
kljuceve nad ¢ijim obeleZjima korisnik ima ovlastenje.

Primena enkripcije i dekripcije kod operacija i upita podrazumeva da u operacijama za insert i update koristi
se poziv funkcije za kriptovanje nove vrednosti sa aktivnim kljucem koji je pridruzen obeleZju korisnika u sesiji
ili podrazumevanom obelezju LAY. Pri izboru obeleZja i pripadajuéeg klju¢a za kriptovanje podataka zagti¢ene
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kolone potrebno je pridrZavati se utvrdenog kriterijuma upisa uz kriptovanje klju¢em tekuceg ovlastenja korisnika
ili podrazumevanim klju¢em koji je pridruZen labeli L A¢ atributa A;. MoZe se koristiti klju¢ obeleZja koje definise
manju osetljivost od tekuceg ovlastenja korisnika.

7.1. Zastita i tajnost baze kljuceva

Mehanizam pristupa kljuéevima mora obezbediti zaSti¢enu i autorizovanu kontrolu operacija i upita nad
bazom kljuceva. Kljucevi ne smeju biti dostupni obi¢nom korisniku. Koristi se baza kljuceva odvojena od baze
obelezja kljuceva. Samo specijalni korisnik moZe pristupiti kljucevima, koji je vlasnik scheme baze kljuceva.
Svi ostali korisnici pristupaju preko procedura i funkcija za rad sa klju€evima samo sa pravima za izvrSenje tih
procedura i funkcija. Samo taj specijalni korisnik, vlasnik baze kljuceva, ima privilegije nad bazom kljuceva
(tabelama modela).

Kod operacija nad datotekama baze podataka podaci atributa A; u tabeli T su zasticeni kriptovanjem. Bazu
klju¢eva moZemo kriptovati nekim izabranim algoritmom da zastitimo deo datoteke baze podataka u kojem je
baza kljuceva.

8. Napredne tehnike i istraZivanja vezana za vertikalnu autorizaciju

Prethodnom diskusijom o vertikalnoj autorizaciji je ponudeno reSenje koje, uz izloZene prednosti, otvara
nova pitanja. Upotreba kljuceva za enkripciju u istoj bazi u kojoj su sakriveni podaci mora biti obezbedena da
bi se opasnosti kriptoanalize svele na minimum. Otvorena je lista pitanja za dalje istraZivanje pojma vertikalne
autorizacije, o pouzdanosti viSestruke primene kljuceva iz baze kljuceva za enkripciju podataka prema raspo-
deli obeleZja, generisanju kljuceva i sakrivanju baze kljuceva, performansama i standardizaciji njene primene u
bazama podataka. Sledi lista tema za istraZivanje:

a) ViSestruka primena istog kljuca za enkripciju nad kolonama otvara opasnosti otkrivanja kljuca. Potrebna je
raditi zaStitu od napada za detekciju kljuca.

b) Resavanje dekripcije u bazi uklanjanjem drugog argumenta u pozivu funkcije dekripcije i implicitna primena
kljuca dekripcije.

¢) Za sprecavanja napada skeniranja kljuca Key Scan Attack znacajna je u reSenju primena sugestije da funkcija
dekripcije D(E;) vraéa NULL vrednost umesto E; ako korisnik nije imao ovlastenje za tu ¢eliju podataka.
Vazi¢e D(E;) = A, ako korisnik ima ovlastenje nad obeleZjem kljuca koji je u E;, inale je NULL. Zastita
od otkrivanja klju¢a kriptovanja pogadanjem je postignuta time Sto funkcija za dekripciju D(F;) koristi
implicitni klju¢. Ako nema implicitni klju¢ vra¢a NULL vrednost. Nije moguce proslediti eksplicitno klju¢
za dekriptovanje.

d) Ako bi se za neautorizovan pristup sadrzaju Celija u izrazu D(F;) vradala vrednost E; umesto NULL imali
bismo neravnomernu distribuciju primene kljuceva koje koristimo. Tada moramo primeniti tehnike odbrane
od napada za otkrivanje kljuca skeniranjem kod vertikalne autorizacije za smanjenje opasnosti od napada
za detekciju kljuca (ciphertext search attack). Primena DENNINGOVE SCHEME je dalje istraZivanje za
zaStitu od ove vrste napada i uporedivanje sa rezultatima vertikalne autorizacije za efikasnost zastite od ove
vrste napada.

e) Napredne strategije za zastitu baze kljuceva.

f) IstraZivanje uticaja kriptografije na performanse upita i operacija u BP za razliCite klase opterecenja i kardina-
Inostima kolekcija podataka. Ispitivanje promenljivosti performansi zavisno od izbora algoritma ili duZine
kljuca.

Listi pitanja se mogu dodati pitanja specifi€nosti primene u XML bazama podataka i noSQL bazama podataka.

9. Zakljucak

Kriptografija se moze koristiti za skrivanje podataka u tabelama na nivou ¢elija transformacijom u kriptovane
vrednosti. Sama enkripcija na uobicajen nacin koriStena za kriptovanje vrednosti nad atributom ne daje mehani-
zam vertikalne autorizacije. Tek zajedno sa uvodenjem obeleZja kljuceva i relacija poretka nad njima koje e se
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primenjivati na podatke i mehanizmom upravljanja obeleZjima klju¢eva moZemo primeniti kriptografiju za au-
torizaciju dostupnosti podacima u éelijama. Potreban je mehanizam upravljanja bazom kljuceva preko njihovih
obelezja i relacije poretka nad njima. Za skrivanje kljuceva od neovlastene upotrebe koristi se zastieno skladi-
Ste kljuCeva. Za dekripciju vrednosti koristimo mehanizam aktiviranja kljuceva dostupnih korisniku na pocetku
sesije.

Simetri¢na enkripcija sa AES algoritmom trenutno zadovoljava zahteve za kriptovanjem svih sadrZaja u BP.
Moguce je pri definiciji i realizaciji funkcija E; = F(A4;, KLA;) i D(E;) koristiti bilo koji algoritam koji imamo
na raspolaganju u SUBP.
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Apstrakt. U ovom radu izucava se topologija simplicijalnog kompleksa koji je pridruzen komutativnom prstenu sa
jedinicom na slede¢i nacin: tjemena u kompleksu su svi pravi ne-nula ideali u prstenu, a skup ideala ¢ini simpleks ako i samo
ako njihov presjek nije trivijalan. Homotopski tip ovog kompleksa odreduje se za generalni slucaj komutativnih prstena sa
jedinicom, odnosno pokazuje se da je kompleks presjeka ideala kontraktibilan za svaki prsten osim kada je prsten izomorfan

proizvodu kona¢no mnogo polja - u tom slucaju kompleks je homotopno ekvivalentan sferi odgovarajuée dimenzije.

Kljucne reci: simplicijalni kompleksi; homotopski tip; graf presjeka ideala; komutativni prsteni;

1. Uvod

Analiziranje algebarskih svojstava pomocu kombinatornih objekata posebnu popularnost steklo je posled-
njih godina kada su se pojavili mnogi rezultati u radovima koji povezuju komutativnu algebru i teoriju grafova.
Inspirisani ovim pristupom, dolazimo do ideje pridruZivanja simplicijalnih kompleksa komutativnim prstenima
sa jedinicom. Naime, ako posmatramo grafove kao jednodimenzionalne simplicijalne komplekse, prirodno je
uopstiti ovakvu analizu na generalne simplicijalne komplekse. Korist pridruZivanja simplicijalnih kompleksa ko-
mutativnim prstenima je to Sto moZemo racunati homologiju i pokuSati da odredimo homotopski tip.

Za neke od grafova koji su pridruZeni prstenima, sam graf ili komplement tog grafa moZe se prirodno uopstiti
na simplicijalni kompleks. U radu [ 1] izu€ava se graf presjeka ideala u prstenu, gdje su tjemena grafa svi pravi
ne-nula ideali u prstenu, a dva tjemena su susjedna ako i samo ako je njihov presjek netrivijalan. Ovakvu analizu
uopStavamo na simplicijalni kompleks pridruZen komutativnim prstenima i odredujemo njegov homotopski tip
za generalni slucaj.

Za dalje radove koji se bave pridruzivanjem simplicijalnih kompleksa komutativnim prstenima, ¢italac moze
pogledati [ 3, 4, 5].
2. Definicije

U ovoj sekciji navodimo potrebne definicije. Za temeljnija objasnjenja, Citalac moZe pogledati [ 2, 6]

Definicija 1. Apstraktan simplicijalni kompleks K je skup A zajedno sa kolekcijom K konacnih nepraznih
podskupovau A takodaakoje X € KiY C X,ondajeY € K.

Element v € A takav da je {v} € K nazivamo tjeme i skup svih tjemena obiljezavamo sa V (K). Elementi u
K nazivaju se simpleksi i obi¢no se obiljeZavaju sa 0. Dimenzija simpleksa o je |o| — 1, gdje je |o| kardinalnost
skupa o. Neprazan podskup simpleksa nazivamo lice tog simpleksa; lica su takode simpleksi. Simpleksi koji nisu
lica nijednog drugog simpleksa u K zovu se maksimalni simpleksi. Za simpleks 7 koji je sadrzan u samo jednom
maksimalnom simpleksu o u kompleksu, kaZzemo da je 7 slobodno lice simpleksa o.

Definicija 2. Neka su K i L dva apstraktna simplicijalna kompleksa. Simplicijalno preslikavanje od K do L
je preslikavanje dato na tjemenima f: V(K) — V(L) takvo da ako je {xo,...,2,} simpleks u K, onda je
{f(zq),..., f(x,)} simpleks u L. Za takvo preslikavanje piSemo f: K — L.

Definicija 3. Geomerrijski n-simpleks je konveksna ljuska n+1 afino nezavisnih tataka, o = conv{zg, 21, ..., Tp}.
Njegova dimenzija je dim o = n. Standardan geometrijski n-simpleks A" je odreden na sledeéi nacin:

A" = {(xzg,21,...,Zn) GRQL_H cxo+ a4, =1,

gdje je R skup svih ne-negativnih realnih brojeva.
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Postoji afina bijekcija izmedju bilo kojeg geometrijskog n-simpleksa i standardnog geometrijskog n-
simpleksa.

Sa R®7 obiljezimo direktnu sumu |.J| (gdje J moZe biti beskonacno; |.J| je kardinalnost skupa .J) kopija
R (pa je prema tome podskup u R” kojeg &ine sve tatke x = (z;)jcs € R takve da je z; = 0, za sve osim
konac¢no mnogo j € J).

(Geometrijski) simplicijalni kompleks K u R® je kolekcija simpleksa u R®” koja zadovoljava slede¢a dva
uslova:

(1) Svako lice simpleksa u K je simpleks u K.

(2) Neprazan presjek dva simpleksa u K je lice svakog od ta dva simpleksa.

Dimenzija kompleksa K je maksimalna dimenzija njegovih simpleksa. Sa | K| obiljeZavamo uniju svih sim-
pleksa u K. Ovom skupu data je topologija na slede¢i na¢in: skup F' C |K| je zatvoren ako i samo ako je F N o
zatvoren u o za svaki simpleks o € K (sam simpleks o naslijeduje topologiju koju indukuje n-dimenzionalna
ravan koju odreduju njegova tjemena). Topoloski prostor | K | naziva se geometrijska realizacija i odreden je do
na homeomorfizam.

Simplicijalno preslikavanje f: K — L moZe se produZiti na neprekidno preslikavanje |f|: |[K| — ||
topoloskih prostora. Kada je iz konteksta jasno da se radi o preslikavanju topoloskih prostora, to preslikavanje
¢emo oznaliti sa f umjesto | f|.

Definicija 4. Simplicijalni kompleks K sa skupom tjemena V (K) je konus sa vchom v € V(K) ako za svaki
simpleks o € K takode imamo daje o U {v} € K.

Ako je simplicijalni kompleks K konus sa vchom v onda je njegova geometrijska realizacija kontraktibilna.

Biée nam potrebna i sledeca lema iz [ 6].

Lema 1 (Lemma 2.5, [ 6]). Ako je K konacan simplicijalni kompleks, onda je topoloski prostor | K| kompaktan.
Obrnuto, ako je podskup A od | K| kompaktan, onda je A C |Ky| za neki konacan potkompleks Ko u K.

Treba obratiti paznju da je ova lema u [ 6] formulisana za simplicijalne komplekse koji se nalaze u R
za neko N, $to ograniCava kardinalnost kompleksa K i dimenziju njegovih simpleksa. Medutim, u sledeCem
poglavlju u [ 6], autor uklanja ova ograniCenja, tako da ovaj rezultat vazi u generalnom slucaju $to ¢emo i koristiti.

3. Kompleks presjeka ideala

Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, i neka je I*(R) skup svih pravih ne-nula ideala u R. Kompleks
presjeka ideala KC(R) sa skupom tjemena I*(R) definiSe se na sledec¢i nacin:

{Ip, h,..., I} € K(R) akoisamoako IpN Iy N---NI, #0

Ovo prirodno ¢ini simplicijalni kompleks jer ako presjek nekog broja ideala nije trivijalan onda ni presjek nekog
manjeg broja tih ideala nije trivijalan. Primjer na slici 1 ilustruje takav kompleks za prsten R = Zs.

Homotopski tip ovog kompleksa odredujemo tako $to posmatramo slucajeve kada je prsten R (1) lokalan,
(2) semilokalan, i (3) kada ima beskona¢no mnogo maksimalnih ideala.
Tvrdenje 1. Ako je prsten R lokalan sa maksimalnim idealom M, onda je |KC(R)| kontraktibilan.

Dokaz. Svaki pravi ideal u prstenu sadrZan je u maksimalnom idealu M, pa stoga M netrivijalno sijeCe svaki

pravi ideal u prstenu. Prema tome kompleks presjeka ideala C(R) je konus sa vrhom M pa moZemo zakljuéiti

da je |KC(R)| kontraktibilan. O
Sada pretpostavimo da je prsten R semilokalan. Prvo ¢emo pokazati povezanost kompleksa.

Tvrdenje 2. Neka je R semilokalan prsten san > 1 maksimalnih idela, tako da R nije izomorfan proizvodu dva
polja. Tada je kompleks |KC(R)| povezan.
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(15)

Slika 1. Kompleks presjeka ideala za R = Z3o

Dokaz. Presjek bilo koja dva maksimalna ideala u prstenu nije trivijalan. U suprotnom prsten bi bio izomor-
fan proizvodu dva polja Sto je kontradiktorno pretpostavci. Posmatramo graf koji je jednodimenzionalni ske-
let kompleksa. Za netrivijalne prave ideale I i J u prstenu, putanja na grafu koja pokazuje povezanost je
I,M;, M N My, My, J, gdje je M; bilo koji maksimalan ideal koji sadrzi I, odnosno M ; bilo koji maksi-
malan ideal koji sadrzi J. O

Kada je prsten R izomorfan proizvodu dva polja, R = F} x F5, geometrijska realizacija kompleksa sastoji
se od dvije nepovezane tacke, {0 x Fy}i{F; x 0}.

Kako bi odredili homotopski tip kompleksa za semilokalne prstene, prvo éemo posmatrati prstene koji imaju
netrivijalan DZekobsonov radikal.

Tvrdenje 3. Neka je R semilokalan prsten. Ako J(R) # {0}, onda je |KC(R)| kontraktibilan.

Dokaz. Pokazademo da postoji maksimalan ideal M u prstenu R takav da M NI # {0} za svaki ne-nulaideal I u
prstenu. Time éemo pokazati da za svaki simpleks {Iy, I1, ..., I,} € K(R) vazidaje {Io, I1,..., I, U{M} €
K(R), odnosno time je K(R) konus sa vchom M, pa je |KC(R)| kontraktibilan.

Neka je x bilo koji ne-nula element u J(R). Tvrdimo da je ideal (z) + Ann(x) pravi ne-nula ideal. Naime,
ako je (x) + Ann(z) = R, ondaje 1 = rz + a, zaneki element r € Ria € Ann(x). S obzirom daje z € J(R),
po dobro poznatom svojstvu DZekobsonovog radikala, a = 1 — rz € U(R). Kako je ax = 01 a invertibilan,
onda slijedi da je z = 0, Sto dovodi do kontradikcije.

Svaki ne-nula pravi ideal je sadrZzan u nekom maksimalnom idealu u prstenu, pa neka je M/ maksimalan ideal
koji sadrzi {(x) + Ann(z). Dalje, neka je I bilo koji ne-nula ideal, i neka je ¢ bilo koji ne-nula element u idealu I.
Razmatramo element tz.

1) Ako je tx = 0, ondaje t € Ann(z), pajet € I N M. Prema tome imamo i I N M # {0}.
2) Ako tx # 0, onda je tx ne-nula element u I N M, pa imamo I N M # {0}. O
Tvrdenje 4. Neka je R semilokalan prsten. Ako je [Max(R)| =n > 1i J(R) = {0}, onda je |K(R)| ~ A",

Dokaz. S obzirom da J(R) = {0}, Kineska teorema o ostacima nam govori da je R izomorfan direktnom
proizvodu kona¢no mnogo polja, R = F} x --- x F,. Prema tome, svaki ideal u prstenu je presjek nekog broja
maksimalnih ideala, odnosno Ms = (),.q M; gdje je S C [m] = {1,2,...,m}. Primjetimo da imamo n
maksimalnih simpleksa u kompleksu, gdje takav simpleks ¢ine tjemena Mp, T C S gdje je S = [m] \ {j} za
neko j € [m)].

Neka je K potkompleks u IC(R) kojeg €ine tjemena My, . . ., M,,. Geometrijska realizacija ovog kompleksa
je granica n-simpleksa, s obzirom da presjek bilo kojeg broja maksimalnih ideala (osim presjeka svih) nije tri-
vijalan. DefiniSemo neprekidno preslikavanje f: |[K(R)| — |K| tako §to svako tjeme Mg slikamo u baricentar
simpleksa ¢ija su tjemena M, za svako ¢ € S. Na ovaj nacin projektujemo svaki maksimalan simpleks na njegovo
odgovarajuée lice, i svaka tacka unutar tog maksimalnog simpleksa projektuje se duz linije unutar simpleksa.
Prema tome preslikavanje f je jak deformacioni retrakt pa je stoga |KC(R)| ~ |K|, odnosno, [KC(R)| ~ A"~

O

Da bismo odredili homotopski tip kompleksa presjeka ideala za prstene sa beskona¢no mnogo maksimalnih

ideala, prvo ¢emo dokazati sledecu lemu.
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Lema 2. Neka je prsten R takav da je skup maksimalnih ideala Max(R) beskonacan. Ako je K, konacan
potkompleks u IC(R), onda postoji potkompleks K1 takav da je K potkompleks u K1 i |K1| je kontraktibilan.

Dokaz. Neka je K bilo koji konacan potkompleks u IC(R) , i neka je {I3,..., I, } skup svih tjemena u K.
Pokazademo da postoji maksimalan ideal M u prstenu R takav da I, N M # {0} za svako 1 < k < m. Time
¢emo i ujedno pokazati da je |IC(R)| povezan.

Za svaki indeks 1 < k < m, neka je M}, maksimalan ideal koji sadrZi Ann(/}) i neka je M maksimalan
ideal takav da M # M}, za svako 1 < k < m. Tvrdimo da M N I, # {0}.

Po teoremi o izbjegavanju prostih ideala imamo da M ¢ M; U --- U M, pa moZemo odabrati element
xe€ M\ (MyU---UM,,).Nekajek € {1,...,m}. S obzirom da x & Ann(I}), postoji element ¢, € I}, takav
da zt; # 0. Prema tome, element xt; je ne-nula element u M N Ij. Dakle, maksimalan ideal M netrivijalno
sijeCe svaki ideal u Ky, odnosno M N1, # {0} zasvako 1 < k < m. Neka je K; potkompleks u IC(R) kojeg Cine
tjemena {M, I, ..., I,,} i odgovarajuéi simpleksi. Onda je K konus sa vrhom M pa je stoga kontraktibilan. []

Nakon dokaza ove leme moZemo odrediti homotopski tip kompleksa presjeka ideala |KC(R)| za prsten R sa
beskona¢no mnogo maksimalnih ideala.

Tvrdenje 5. Ako je skup maksimalnih ideala Max(R) beskonacan, onda je |K(R)| kontraktibilan.

Dokaz. S obzirom da |K(R)| ima homotopski tip CW-kompleksa, moZemo koristiti teoremu DZ.H.K. Vajtheda
koja nam govori da je preslikavanje izmedu CW-kompleksa koje indukuje izomorfizme na svim homotopskim
grupama homotopska ekvivalencija, odnosno da ako su sve homotopske grupe trivijalne da je kompleks kontrak-
tibilan. Pretpostavimo daje n > lidaje g: S™ — |K(R)| neprekidno preslikavanje. Slika g[S™] je kompaktna,
pa prema lemi 1, postoji konacan potkompleks K takav da je g[S™] C |Kj|. Lema 2 nam govori da postoji
potkompleks K takav da je Ky C K; i |K;| kontraktibilan. Stoga, preslikavanje g moZemo faktorisati kroz
kontraktibilan prostor | K| pa je homotopski trivijalno. Zaklju€ujemo da je m,, (|}C(R)], *) trivijalna. Ovo vazi za
svako n, pa prema teoremi Vajtheda zakljucujemo da je |KC(R)| kontraktibilan. O
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Sazetak Algoritam optimizacije kolonijom pcela (Bee Colony Optimization, BCO) prvi put su predlozili 2001. godine
P. Luci¢ i D. Teodorovié¢. BCO i njegove brojne varijante spadaju u klasu metaheuristickih metoda inspirisanih prirodom,
preciznije ponaSanjem pcela u potrazi za hranom. To je lako razumljiva metoda, jednostavna za implementaciju i do sada je
uspe$no primenjena na mnoge probleme optimizacije. U ovom preglednom radu opisan je najpre prirodni proces prikupljanja
nektara i jezik kojim pcele komuniciraju, zatim je prikazan osnovni BCO algoritam i njegove modifikacije, ukljucujuci strate-
gije paralelizacije i hibridizacije. U drugom delu rada, navedene su primene metode na razliCite teske probleme kombinatorne
optimizacije, uglavnom u oblasti transporta, lokacije i rasporedivanja, kao i neke skorije primene u kontinualnoj optimiza-
ciji. Navedene su i doktorske disertacije koje se bave razvojem i primenama ove metode, a odbranjene su na univerzitetima
u Srbiji. Osnovni cilj rada je da se BCO metoda promovise medu domadim istrazivacima, jer bez obzira na jednostavnost
i efikasnost, do sada nije dovoljno promovisana. Samim tim, primat u primenama drZe neke novije i sloZenije metode koje
su imale uspe$niji marketing. Zelja autora je da tu situaciju preokrene u korist BCO metode i podstakne istrazivale da je
primenjuju na probleme kombinatorne i globalne optimizacije.

Keywords: Optimizacioni problemi, metaheuristicke metode, algoritmi inspirisani prirodom, inteligencija roja.

1. Uvod

Prirodni procesi inspiri$u razvoj optimizacionih algoritama ve¢ vise od Cetrdeset godina. Pocevsi od simuli-
ranog kaljenja (Simulated Annealing, SA) [ 1, 2, 3], genetskog i drugih evolutivnih algoritama (Genetic Algo-
rithms, GA, Evolutionary Algorithms, EA) [ 4, 5, 6, 7, 8, 9], preko optimizacije mravljim kolonijama (Ant
Colony Optimization, ACO) [ 10, 11, 12], rojem Cestica (Particle Swarm Optimization, PSO) [ 13, 14]i drugih
algoritama inteligencije roja (Swarm Intelligence, SI) [ 15, 16, 17], sve do metode zasnovane na ves§tackim imu-
nim sistemima (Aritificial Immune System, AIS) [ 18, 19] i mnogih drugih. Trenutno postoje na hiljade razli¢itih
metoda inspirisanih prirodnim procesima koje se klasifikuju kao tehnike racunarske inteligencije (Computational
Intelligence Techniques) [ 20, 21, 22, 23, 24].

Metoda optimizacije kolonijom pcela (BCO) je metaheuristika inspirisana ponaSanjem pcela u potrazi za
hranom. To je jedan od prvih algoritama koji koristi osnovne principe kolektivne inteligencije pCela u reSavanju
problema kombinatorne optimizacije. BCO je prvobitno predloZen za primenu na poznate teSke probleme kombi-
natorne optimizacije kao $to su problem trgovackog putnika [ 25, 26, 27] i rutiranje vozila [ 28]. To je stohasticka
tehnika (tehnika slucajne pretrage) koja radi nad populacijom reSenja. Inspiracija za razvoj algoritma dobijena
je uspostavljanjem analogije izmedu ponaSanja pcela u potrazi za hranom i ponaSanja optimizacionog algoritma
tokom pretraZivanja prostora reSenja datog kombinatornog problema [ 29]. Osnovna ideja metode je formiranje
sistema multi-agenta (kolonije veStackih pcela) koji bi se efikasno primenjivao na teSke probleme optimizacije.
Vestacke pcele pretraZuju prostor reSenja u potrazi za dopustivim reSenjima datog problema. U cilju popravljanja
kvaliteta generisanih reSenja, autonomne veStacke pcele saraduju i razmenjuju informacije. Deljenjem dostupnih
informacija i koriS¢enjem kolektivnog znanja, vestacke pcele koncentrisu pretragu na oblasti koje potencijalno
sadrZe bolja reSenja, dok istovremeno napustaju reSenja slabijeg kvaliteta. Ovakvim potupkom veStacke pcele
kolektivno generiSu sve bolja i bolja reSenja.

BCO algoritam radi u iteracijama sve do zadovoljenja nekog unapred definisanog kriterijuma zaustavljanja.
Najcesce korisceni kriterijumi zaustavljanja su maksimalno dozvoljeno vreme, maksimalni broj iteracija, maksi-
malni broj iteracija bez poboljSanja trenutno najboljeg reSenja, naksimalni broj izraCunavanja vrednosti funkcije
cilja i mnogi drugi, a ponekad se koriste i kombinacije viSe kriterijuma. Postoje dve osnovne varijante BCO
metode, konstruktivna (koja gradi reSenja primenjujuci neku vrstu stohastickog pohlepnog izbora novih kompo-
nenti) i varijanta sa popravkom (koja polazi od nekih kompletnih reSenja i pokuSava da ih pobolj$a primenom
stohastic¢kih pravila zamene komponenti). Varijanta sa popravkom je u literaturi poznata kao improvement BCO
(BCOi) [ 30, 31, 32].
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Ovaj rad je nastavak nedavno objavljenih preglednih radova [ 29, 33, 34]. Sastoji se iz opisa ponaSanja
pcela u prirodi, prikaza BCO algoritma, njegovih varijacija i modifikacija, kao i klasifikacije i analize njegovih
skorijih primena. U novijoj literaturi BCO se uspe$no koristi za modeliranje raznih sloZenih optimizacionih pro-
blema. Medutim, BCO metoda i dalje nije rasprostranjena medu istraZivacima, pa je osnovni cilj ovog rada njena
popularizacija u krugovima istraZivaca koji se bave optimizacijom. Metoda je teorijski verifikovana i utvrdeni su
uslovi koji moraju da se zadovolje prilikom implementacije da bi se obezbedila konvergencija generisanih reSenja
ka Zeljenom optimumu. Dakle, postoje i teorijski preduslovi da se za svaki konkretan razmatrani problem moze
razviti efikasna implementacija BCO metode §to je od posebnog znacaja istraZivacma koji rade u praksi.

Rad je organizovan na sledeci nacin. Prirodni proces prikupljanja nektara i jezik kojim pcele komuniciraju
opisani su u odeljku 2. Odeljak 3 sadrZi kratak prikaz osnovne varijante BCO algoritma i sprovedenu teorijsku
analizu metode. Razli¢ite modifikacije opisane su u odeljku 4. Odeljak 5 posvecen je primenama BCO metode,
dok poslednji odeljak sadrZi neke zakljucke i smernice za dalja istraZivanja u vezi sa BCO metaheuristikom.

2. Pcele u prorodi

Prilikom razvoja algoritama zasnovanih na SI principima, istraZivaci koriste modele ponaSanja roja u prirodi.
Vestacki sistemi obi¢no ne ukljucuju potpunu imitaciju prirodnih procesa, ve¢ preuzimaju neke karakteristi¢ne
postupke i prilagodavaju ih konkretnoj implementaciji. Proces kojim pcele tragaju za nektarom [ 60] inspirisao je
nekoliko grupa autora da razviju optimizacione algoritme koji imitiraju to ponasanje [ 25, 61, 62, 63]. Razliditi
autori interpretirali su na razne nacine organizaciju populacije pcela i njihov ples u kosnici koji predstavlja veoma
razvijeni jezik za komunikaciju medu pcelama. Vise detalja o tome dato je u nastavku ovog odeljka.

Tokom potrage za hranom, pcele istrazuju polja u blizini koSnice. One skupljaju i skladiSte nektar koji ¢e
kasnije koristiti za ishranu. Uobicajeno je da u potragu za hranom ne idu sve pcele, ve¢ samo neke od njih,
tzv. pcele izvidaci. Po povratku u kosnicu, oni izvidaci koji su pronasli kvalitetne izvore hrane (cvetne livade
bogate nektarom), obavestavaju o tome ostale pcele izvodeci takozvani ritualni ples (engl. waggle dance) (SI. 1).
Tim plesom kodirani su podaci o lokaciji (pravcu i daljini) i koli¢ini pronadenog nektara u oblastima koje su
ispitale pcele izvidaci. Ostale pcele posmatraju taj ples i na osnovu dobijenih uputstava i same krecu u skupljanje
nektara. Takve pcele nazivaju se neopredeljene ili sledbenici.

&

=3

Slika 1. Tlustracija plesa kojim péele kominiciraju (preuzeto sa www.pcelarski-inkubator.vup.hr)

Ritualni ples sastoji se od pokreta kojim pcele formiraju cifru osmice sa talasi¢ima u sredini. Znacenje ovog
plesa otkrio je Karl von Frisch [ 64] (SI. 2). Smer (ugao) sredi$njeg dela osmice u odnosu na poloZaj sunca
usko je povezan sa pravcem izvora hrane reklamiranog od strane pcele izvidaca. Udaljenost izmedu kosnice i
izvora hrane kodiran je brojem talasi¢a u ritualnom plesu. Brzina talasanja oznacava koli¢inu otkrivenog nektara,
a kvalitet nektara pcele proveravaju probanjem uzoraka koje donose izvidaci. Ritualni ples je uvek uskladen sa
poloZajem sunca, ugao talasanja se menja kako sunce putuje preko neba tokom dana. To znaci da su sledbenici
uvek ispravno usmereni ka izvoru hrane.

Kako je moguce da se desi da nekoliko pcela istovremeno pleSu i pokusSavaju da regrutuju sledbenike, nije
jasno kako se neopredeljene pcele odlucuju kog Ce izvidaca da prate. Jedino $to su naucnici do sada uspeli da
utvrde je da ta odluka direktno zavisi od koli¢ine i kvaliteta hrane na izvoru [ 60]. Opisani proces ponavlja se sve
dok pcele u kosnici akumuliraju nektar i/ili istraZuju nove oblasti sa potencijalnim izvorima hrane.

Ako neopredeljena pcela odluci da napusti koSnicu i sakuplja nektar, ona Ce slediti jednog od izvidaca koji
je prethodno otkrio izvor hrane. Po povratku u koSnicu, pcela nosi sakupljeni nektar i odlaze ga u skladiSte hrane.
U tom trenutku pcela bila izmedu sledecih opcija: (1) odustaje od izvora hrane i vraéa se ulozi neopredeljenog
sledbenika; (2) nastavlja sa eksploatacijom izvora nektara bez regrutovanja ostatka kolonije; ili (3) pokuSava
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1

i

Ugao talasanja odgovara praveu @ Ritualni ples péela u kosnici

izvora nektara u odnosu na sunce.
Vise nektara-viSe talasica.
Duzi ples-vece rastojanje do nektara.

Slika 2. Prevod jezika pcela (adaptirano sa https://factismals.com/tag/etymology/)

regrutaciju ostalih neopredeljenih pcela izvodeci ritualni ples pre povratka na izabranu lokaciju hrane. Péela se
opredeljuje za jednu od navedenih opcija u zavisnosti od doba dana i koli¢ine preostalog nektara na toj lokaciji.
Ovde je opisan dsmo deo pcelinjeg jezika koji je relevantan za razvoj i primene BCO metode. Komu-
nikacija medu pcelama daleko je sloZenija, a samoorganizacija i odgovornost svake jedinke u koS$nici pot-
puno su fascinantni. Detaljnije o Zivotu pcela moZe se naci u publikacijama iz melitologije, ali i na Internetu
(https://animalwise.org/2011/08/25/the-honeybee-waggle-dance-%E2%80%93-is-it-a-language/)

3. Opis BCO algoritma

Populacija veStackih pcela sastoji se od B agenata koji zajedno tragaju za reSenjem razmatranog optimi-
zacionog problema. Svaka vestacka pcela generiSe po jedno resenje za dati problem [ 40]. Rad BCO algoritma
odvija se kroz iteracije, a svaka iteracija se sastoji od NC koraka. Korak BCO algoritma deli se na dve faze: let
unapred (engl. forward pass) i let unazad (engl. backward pass). Dakle, u okviru jedne iteracije ove dve faze se
smenjuju NC puta, tj. dok se ne izgeneriSu kompletna resenja, u konstruktivnoj verziji, ili dok se ne izvrsi NC
modifikacija pocetnih resenja, u verziji sa popravkom. Tokom leta unapred sve vestacke pcele su ukljucene u
istraZivanje prostora resenja. Po analogiji sa prirodnim procesima, kvalitet (parcijalnog) reSenja moze se poisto-
vetiti sa koli¢inom sakupljenog nektara i/ili sa udaljenos¢u ko$nice od izvora hrane, a proces sakupljanja nektara
u prirodi odgovara fazi leta unapred u BCO algoritmu. Ova faza algoritma direktno zavisi od problema koji se
reSava i mora se prilikom implementacije maksimalno prilagoditi tom problemu.

U fazi leta unazad veStacke pcele razmenjuju informacije o kvalitetu pronadenih reSenja. Ritualni ples je
u algoritmu pretraZivanja zamenjen procenjivanjem (evaluiranjem) kvaliteta svakog generisanog (parcijalnog)
reSenja. Kvalitet reSenja iskazuje se realnim brojem koji pripada intervalu [0,1]. Najkvalitetnije reSenje medu svim
pcelama dobija oznaku kvaliteta 1, a najloSije O (ili neku vrednost blisku nuli). Kada se sva reSenja evaluiraju,
svaka pcela treba da odredi da li ¢e ostati lojalna svom (parcijalnom) reSenju. Ta odluka donosi se na osnovu
verovatnoce, koja zavisi od odnosa kvaliteta trenutnog reSenja date pcele i kvaliteta reSenja ,,najbolje” pcele.
Najbolja pcela je ona koja trenutno poseduje najkvalitetnije (parcijalno) reSenje. Ona je uvek lojalna tom svom
reSenju, jer je njena verovatnoca lojalnosti uvek jednaka jedinici. PCela koja napusti (odbaci) svoje (parcijalno)
reSenje postaje nelojalna i mora da preuzme neko od reSenja lojalnih pcela. Péele sa boljim reSenjem imaju vise
Sansi da ga zadrZe i reklamiraju ostalima. Za razliku od pcela u prirodi, koje ne moraju da izvode ritualni ples
i reklamiraju svoje izvore hrane drugima, veStacke pcele koje ostanu lojalne svom (parcijalnom) reSenju u isto
vreme postaju i regruteri, odnosno, medu njima ¢e nelojalne pcele birati zamenu za resenja koja su odbacile. U
tom momentu izdvajaju se dve vrste pcela (slika 3): R regrutera i preostalih B — R nelojalnih (neopredeljenih)
pcela [ 40]. Odluku koje od reklamiranih reSenja ¢e preuzeti, neopredeljena pcela donosi sa verovatno¢om koja
je proporcionalna kvalitetu odgovarajuéeg reklamiranog reSenja i ta odluka se realizuje pomocu ruleta.

Proces regrutacije ilustrovan je na slici 4. Pcela 1 odludila je da napusti svoje (parcijalno) reSenje i da se
pridruzi pceli B. To znaci da ée pcela 1 kopirati (parcijalno) reSenje pcele B. Nakon toga, obe pcele donose
samostalnu odluku o tome na koji nacin ée izvesti naredni deo konstrukcije/modifikacije. Na slici 4 ilustrovana
je situacija gde pcela 4 kopira (parcijalno) reSenje pcele 2, dok su pcele 2, 3 i B ostale lojalne svojim prethodnim
(parcijalnim) reSenjima.
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Slika 3. Ilustracija procesa utvrdivanja lojalnosti (adaptirano iz [ 30]).

Slika 4. TIlustracija procesa regrutacije (adaptirano iz [ 30]).

Kao $to je ve¢ pomenuto, dve faze algoritma pretrazivanja (faza leta unapred i leta unazad) smenjuju se
NC puta. Parameter NC' sluzi za definisanje ucestalosti razmene informacija medu péelama. Po zavrsetku NC'
koraka, odreduje se najbolje od svih B ponudenih reSenja. Ono se potom koristi za aZuriranje najboljeg globalnog
reSenja, ¢ime je jedna iteracija BCO algoritma zavrSena. U ovom trenutku dobijena reSenja za svaku pcelu mogu
se izbrisati kako bi u sledecoj iteraciji pCele gradile/modifikovale nova reSenja. Iteracije BCO algoritma izvrSavaju
se sve dok se ne zadovolji definisani kriterijum zaustavljanja. Po zadovoljenju kriterijuma zaustavljanja, ispisuje
se najbolje pronadeno reSenje (tzv. trenutno globalno najbolje resenje).

3.1. Pseudo kod BCO algoritma

Jedna od glavnih prednosti BCO metode je veoma mali broj parametara. BCO ima dva osnovna parametra i
to su broj pcela (B), i broj letova unapred/unazad u jednoj iteraciji (INC). Algoritmom 1 prikazan je pseudo-kod
BCO algoritma. Na pocetku svake iteracije, svim pcelama se dodeljuje neko pocetno resenje. Prve dve petlje po
b su zavisne od konkretnog problema i potrebno ih je prilagoditi prilikom svake implementacije BCO algoritma.
Za preostale korake postoje formule na osnovu kojih svaka pcela donosi odgovarajuée odluke i one su opisane u
nastavku ovog odeljka.

Let unazad zapocinje evaluacijom svih (parcijalnih) reSenja koja su generisana u prethodnom letu unapred.
Kvalitet reSenja izrazava se realnim brojem iz intervala [0, 1] koji se dobija normalizacijom ocene vrednosti
funkcije cilja, tav. fitnesa, (parcijalnog) reSenja svake pcele. Verovatnoca da Ce b-ta pcela ostati lojalna svom
prethodno pronadenom parcijalnom reSenju racuna se na sledeci nacin:

1-0

by =¢€ Yoy b:172a"'1Ba (D

pri ¢emu je O, kvalitet reSenja b-te plele, a u trenutna vrednost brojaca letova unapred/unazad. Ova formula
predloZena je za konstruktivne varijante imajuc¢i na umu dva osnovna cilja. Prvi cilj je da se obezbedi veca
verovatnoca da pcela koja je generisala bolje parcijalno resenje ostane lojalna. Kako veca vrednost O, odgovara
boljem parcijalnom resenju, to formula (1) obezbeduje vecu verovatnocu da takva pcela ostane lojalna. Drugi cilj
je povecanje uticaja ve¢ uloZenog truda u generisanje parcijalnih reSenja. Preciznije, na poCetku pretrage pcele se
lakSe odlucuju da napuste trenutna reSenja, kaze se da su ,,hrabrije” pri eksploataciji prostora reSenja. Kako vise
truda ulazu u generisanje resenja, tj. kako broj letova unapred raste, pcele su viSe fokusirane na postojeca resenja
i teZe se odlucuju da ih napuste. Ovo je izraZzeno faktorom u u imeniocu eksponenta u formuli (1).

Kod BCOi metode, prethodno angaZovanje nad trenutnim reSenjima gubi na znacaju, pa je u nekim novijim
radovima [ 31, 43] u zanemareno prilikom odredivanja lojalnosti, tj. koriéena je funkcija p; (Oy). U radu [ 65]
predloZene su i analizirane jo§ dve nove formule za odredivanje verovatnoce lojalnosti (p2(Op),p4(Op, u)), dok
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Algorithm 1 Pseudokod za BCO metodu
procedure BCO
INICUALIZACUIA(Ulaz za problem, B, NC, STOP)
while kriterijum zaustavljanja nije zadovoljen do
forb <+ 1,B do
Resengje(b) < IZABERIRESENJE()
end for
for u < 1, NC do
for b+ 1, B do
PROCENIPOTEZ(Resenje(b))
IZABERIPOTEZ(Resenje(b))
end for
for b+ 1, B do
LOJALNOST(Resenje(b))
end for
forb < 1,B do
if b nije lojalna then
REGRUTACUA(Resenje(b))
end if
end for
end for
AZURIRAT(Zpest, [ (Tbest))
end while

RETURN(Zpest, f(Toest))
end procedure

je u [ 37] uvedeno joS$ Sest funkcija koje imaju dobre osobine pri odredivanju verovatnoce lojalnosti vestackih
pcela. Dakle, u literaturi je do sada razmatrano 10 potencijalnih funkcija lojalnosti i to:

Ppo(Op,u) = e~ (1=0n)/x, Ps(Op, u) = e~ (I=OnVu/VutL
p1(Op) = e~ (170, p6(Op,u) = e~ (1700 logn,

P2(0p) = O, p7(Op,u) = e~ (1= Ob)/“bg(’”l)
pS(Obun’Lt) e_(l Ob)/nbt p (Ob) j— 6_2 1 Ob)

p4(0b, u) — e_(l Ob)/f p (O ) — e_(l Ob)lOg (u+1)/10g (u+2)

Na osnovu [ 37, 65, 31], najbolji rezultati su primenom p1(Oy), p2(Op) 1 ps(Op), ali se do tih zakljuéaka
doslo eksperimentima na konkretnim primerima. Dalje analize i nove primene moZda bi dovele do drugacijih
zakljucaka, pa ova tema svakako zasluZuje paZnju bududih istraZivaca. Trenutno se u literaturi najvise koriste
po(Op,u) i p1(Op).

U poslednjem delu leta unazad, izbor regrutera za svaku nelojalnu pcelu vrsi se na osnovu verovatnoée koja

se racuna po formuli:

10
prp = —t— b=1,2,..,R, 2)

b
25:1 Ok
gde Oy, predstavlja kvalitet k-tog reklamiranog (parcijalnog) resenja, a R broj regrutera, odnosno broj reklami-
ranih reSenja. Formula (2) ustvari predstavlja verovatnoéu da ée reSenje regrutera b biti izabrano od strane bilo
koje nelojalne pcele. Pomocu formule (2) i generatora slucajnih brojeva svaka nelojalna pcela ¢e se pridruziti
jednom od regrutera. U tom momentu (parcijalno) reSenje izabranog regrutera kopira se u odgovarajuce strukture
podataka nelojalne pcele (ili vise njih koje su izabrale istog regrutera), $to znaci da ¢e regruter i njegovi sledbenici
nastaviti dalju pretragu prostora resenja iz iste pocCetne tacke.

3.2. Teorijska analiza BCO metode

Efikasnost BCO metode ilustrovana je empirijski kroz brojne uspe$ne primene. Osim toga, postoje neki noviji
radovi koji se bave empirijskom evaluacijom [ 31] i kalibracijom parametara [ 65] BCO metode. Medutim, kvalitet
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konacnog resenja (dobijenog izvrSavanjem BCO metode do kriterijuma zaustavljanja) nemoguce je utvrditi na taj
nacin, ukoliko je optimalno reSenje nepoznato. Da li je dobijeno reSenje optimalno, a ako nije — koliko je od njega
udaljeno, nije mogude utvrditi samo eksperimentalnom analizom izvrSavanja BCO metode. Moguce je jedino
povecati broj iteracija (ili dozvoljeno vreme za rad) u nadi da ¢e se eventualno, dobiti bolje kona¢no reSenje. Ovaj
zakljucak ne odnosi se samo na BCO metodu, nego na sve metaheuristike.

Prema tome, teorijska analiza metaheuristika postala je veoma popularna istrazivacka tema. Metodoloski
okvir za ispitivanje konvergencije metaheuristickih metoda postavljen je u [ 66]. Teorijski (matematicki) temelji
konstruktivnog BCO algoritma dati suu [ 67, 68, 69]. U [ 67] identifikovani su neophodni uslovi koji obezbeduju
da se optimalno reSenje moZe generisati od strane bilo koje pcele kada je broj iteracija dovoljno veliki. Uz te
uslove, dokazana je konvergencija najboljeg reSenja, tzv. best-so-far konvergencija BCO metode. Pokazano je
da, ukoliko je verovatnoca da ¢e neka od pcela generisati bilo koje dopustivo reSenje razmatranog problema
(pa i optimalno) strogo veca od nule, trenutno najbolje resenje konvergira sa verovatno¢om jedan ka nekom od
optimalnih reSenja, kada se broj iteracija povecava. Ova vrsta konvergencije je sasvim uobicajena i vaZi ak
i za neke jednostavne stohasticke metode optimizacije, kao $to je na primer, metoda slu¢ajnog hoda (random
walk). Sofisticiranija, tzv. konvergencija po modelu, konstruktivne BCO metode razmotrena je u [ 68, 69]. Ova
vrsta konvergencije pretpostavlja ucenje iz prethodnog iskustva i stoga se moZe razmatrati samo za varijante gde
postoji neki mehanizam razmene znanja izmedu iteracija BCO metode. U tim slucajevima, verovatnoca izbora
komponenti tokom leta unapred (korak (2)(i)) nije konstantna u svim iteracijama, ve¢ se menja po zakonitostima
koje su utvrdene u [ 68]. Teorijska analiza BCOi varijante razmatrana je u [ 37].

4. Varijante BCO algoritma

Primena BCO metode na razlicite teSke probleme optimizacije zahteva njeno prilagodavanje karakteristikama
problema koji se razmatra. Stoga, svaka implementacija predstavlja zapravo razvoj i modifikaciju originalnog
BCO algoritma. Prve verzije BCO metode [ 25, 26, 27, 28] bile su konstruktivne i imale su vise sli¢nosti sa
ponasanjem pcela u prirodi nego kasnije varijante algoritma. Osnovne karakteristike ovih verzija su: (1) koSnica
je imala vaZznu ulogu i njena pozicija je bila znacajna za izvrSavanje metode (imala je preciziranu lokaciju (na
primer, pocetni ¢vor u procesu pretrage ili prva odabrana komponenta reSenja), iako je takode mogla da promeni
svoju poziciju u procesu pretrage; (2) nisu sve pcele bile angaZovane na pocetku procesa pretrage (postojale su,
tzv. pcele izvidaci (scout bees) koje bi zapocCinjale pretragu, a u svakoj fazi nove pcele su se pridruZivale procesom
regrutovanja); (3) verovatnoca izbora slede¢e komponente racunala se na osnovu Logit modela [ 70] (dok se u
novijim verzijama izbor vrsi na osnovu ruleta, turnira, rangiranja ili poremecaja).

U vedini ranih primena, BCO metoda bila je konstruktivna [ 39, 41, 42, 44, 45, 46, 47, 48, 51, 52, 53, 56,
57, 58, 59, 71, 72, 73, 74, 75]. Za svaku pcelu reSenje je izgradivano od pocetka. Polazilo se od praznog resenja
i, korak po korak, primenom nekih stohasti¢kih, heuristickih pravila koja su zavisila od razmatranog problema
dodavane su komponente. Slucajnost izazvana ovim stohastickim konstrukcijama obezbedivala je raznolikost
pretrage. Odluke o lojalnosti i regrutaciji donoSene su na osnovu ocene parcijalnih reSenja i procene kvaliteta
potencijalnih konac¢nih resenja. Ocigledno je da se preciznost procene ne moZze uvek kontrolisati dovoljno dobro.
Pored toga, nakon regrutacije, grupa pcela je imala ista parcijalna reSenja i zbog toga se raznovrsnost konacnih
reSenja smanjivala. U okviru svake iteracije generisano je B reSenja i najbolje od njih je kori§¢eno za aZuriranje
trenutnog globalno najboljeg reSenja. Ponekad, globalno znanje je kori§¢eno za usmeravanje procesa konstrukcije
ka kvalitetnijim reSenjima (potencijalno boljim od trenutno globalno najboljeg reSenja do tada generisanog od
strane pcela). Svaka iteracija zapocinjala je sa B praznih reSenja, a zavrSavala se sa B novih konac¢nih resenja,
medu kojima je traZeno novo globalno najbolje.

Najznacajnija promena originalnog BCO algoritma svakako je uvodenje transformisanja (pobolj$anja) kom-
pletnih reSenja (nasuprot konstrukcijama). Ova varijanta, nazvana BCOi, koriS¢ena je prvi put u reSavanju pro-
blema p-centara [ 30], a kasnije je postala dominantna varijanta koja se koristi u literaturi [ 31, 32, 43, 55]
(za detaljniji pregled, videti [ 29, 33, 34]). BCOi algoritam se moZe opisati na slede¢i nacin. Na pocetku svake
iteracije, pcelama se dodele neka kompletna resenja polaznog problema, koja se transformisu (modifikuju, popra-
vljaju) kroz letove unapred. PoCetna resenja iteracije mogu se generisati slucajno [ 30, 43], biti birana medu ve¢
postojecim resenjima (globalno najbolje resenje [ 76], konacna resSenja iz prethodne iteracije [ 31, 32], neka od
reSenja koja se Cuvaju u skupu dobrih reSenja namenjenih za dalje popravljanje [ 77], itd.). Transformacija reSenja
mora biti stohasticka i ne treba da sadrZi vremenski zahtevno lokalno pretrazivanje. Slucajnost je potrebna kako
bi se osiguralo da svaka pcela izvrSava razlicite transformacije i generiSe Citav niz novih i potencijalno boljih
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reSenja. Konstruktivna varijanta je joS uvek dominantna, primenjena je u oko 70% radova koji se bave primenom
BCO metode, ali BCOi se ipak primenjuje deseak godina manje.

Nove implementacije BCO metode uvek pretpostavljaju da su sve pcele ukljuCene u proces pretraZivanja.
Medutim, za razliku od ranijih varijanti u kojoj su sve pcele obavljale isti zadatak (izgradnju ili poboljSanje),
novije implementacije pokazuju tendenciju dodele péelama razli¢itih uloga [ 43, 55, 76, 77, 78, 79]. Stoga,
mozemo razlikovati varijante BCO metode sa homogenim i heterogenim pcelama. Varijante BCO metode u sa-
vremenoj literaturi razlikuju se i po nacinu odredivanja verovatnoce lojalnosti, o ¢emu je bilo reci u prethodnom
odeljku.

Algoritmi zasnovani na inteligenciji roja generalno su pogodni za paralelizaciju jer koriste populaciju re-
Senja. Preciznije, oni su zamisljeni kao sistem sa viSe agenata koji rade samostalno, ali saraduju. Zbog toga SI
algoritmi pruZaju dobru osnovu za paralelizaciju i to na razli¢itim nivoima. Paralelizacija visokog nivoa pretpo-
stavlja krupnu granulaciju zadataka i moZe se primeniti na iteracije SI metoda. Manji delovi algoritama mogu
takode sadrZati mnogo nezavisnih operacija, a pogodni su za paralelizaciju niZeg nivoa. Strategije paralelizacije
BCO metode na viSeprocesorske sisteme sa distribuiranom memorijom predloZene su u [ 80, 81], a opisane su
iu [ 33, 29, 82]. Za prenos podataka i komunikaciju izmedu procesora koris¢ena je MPI (Message Passing
Interface) biblioteka. Paralelizacija za sisteme sa deljenom memorijom pod OpenMP paradigmom, analizirana je
u [ 37]. Utvrdeno je da je taj naCin paralelizacije prili¢no jednostavan i da se uvek moZe ocekivati linearno ubr-
zanje. Jedini nedostatak ovog pristupa su hardverska ogranicenja: broj procesora koji imaju pristup zajednickoj
memoriji je obi¢no veoma mali. Na osnovu toga moZe se zakljuditi da je interesantan pravac daljeg istraZivanja
hibridizacija MPI i OpenMP pristupa.

U cilju povecanja efikasnosti BCO metode ili moguénosti primene na stohasti¢kim ili problemima viSekri-
terijumske optimizacije, razvijani su hibridi BCO metode sa odgovaraju¢im tehnikama. Primeri takvih hibridnih
metoda su: (1) kombinacija BCO metode sa kompromisnim programiranjem [ 45]; (2) kombinacija BCO i fazi
logike [ 83] moze se naci u [ 28, 46, 47, 84]; (3) kombinacija BCO metode sa lokalnim pretraZivanjem (LS) [
51, 73, 59]. LS nije prikladno za sistematsku upotrebu u metaheuristikama koje koriste populaciju resenja jer
zahteva puno vremena za izvrSavanje. Medutim, ponekad se kombinuje sa ovim metodama, na primer kada treba
dodatno poboljsati trenutno najbolje reSenje na kraju izvrSavanja. U [ 54], kao lokalno pretraZivanje koris¢eno je
tabu pretraZivanje (Tabu Search, TS), a u [ 85] primenjeni su SA i varijanta metode spusta (Late Acceptance Hill
Climbing, LAHC).

Asinhrona komunikacija, koja se pojavljuje kod péela u prirodi, jo$ nije razmatrana u okviru BCO metode.
To bi podrazumevalo da svaka pcela odlucuje da li ée ucestvovati u letu unazad ili ne. Pcela koja ne ucestvuje u
letu unazad, sigurno ostaje lojalna svom reSenju, nastavlja da ga transformiSe (mozda i viSe puta) pre nego §to
dozvoli drugim pcelama da ,,vide” njeno reSenje, tj. ukljuci se u ispitivanje lojalnosti i proces regrutacije. U tom
slu¢aju, broj resenja koja se evaluiraju i porede varirao bi u svakom letu unazad. Ovaj vid komunikacije medu
pcelama usloZnjava implemenaciju BCO metode, ali potencijalno pruza nove moguénosti u procesu pretrage
prostora reSenja. Zbog toga svakako zavreduje paznju bududih istrazivaca koji ¢e raditi na razvoju i primenama
BCO metode.

5. Primena BCO metode

U ovom odeljku sumirane su dosadas$nje primene BCO metode i njenih varijanti koje su bile dostupne au-
toru. U skorije vreme, odbranjeno je nekoliko doktorskih disertacija [ 35, 36, 37, 38] ¢ija je glavna tema bila
razvoj i/ili primena BCO metode. Pored uspe$nih primena publikovanih od tvorca metode Teodorovica i njegovih
koautora [ 30, 39, 40, 41, 25, 26, 27, 28, 42, 31, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49], sve cesée i drugi autori
koriste ovu metodu [ 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59]. Primene opisane u radovima [ 33, 34] mogu se
klasifikovati na sledeéi nacin:

e Rutiranje: problem trgovackog putnika [ 25, 59, 73], rutiranje vozila [ 28], rutiranje vozila sa
vremenskim ogranicenjima [ 76], rutiranje vozila u situacijama sa neocekivano velikim zahtevima [ 79],
dodela frekvencija u optickim mreZama [ 42];

e Lokacijski problemi: problem p-medijane [ 48], lociranje saobracajnih senzora na autoputevima [ 44],
postavljanje inspekcijskih stanica u transportnim mreZama [ 45], lokacijski problem anti-pokrivanja [ 41],
problem p-centara [ 30], lociranje distribuiranih racunarskih resursa [ 56], lociranje fabrickih postrojenja
uz ogranicenja kapaciteta [ 51];

e Problemi rasporedivnja: problem staticke raspodele nezavisnih zadataka na identi¢ne procesore [ 40, 86],
rasporedivanje poslova na masine [ 87], problem zajednickih voZnji[ 46, 47], rasporedivanje zavisnih
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poslova na masine [ 54], rasporedivanje programa u grid okruZenju [ 52], planiranje operacija cuvanja
podataka u racunarskim sistemima (backup) [ 53], problem rasporedivanja vezova brodovima u luci [ 50];

e MreZni problemi: projektovanje transportnih mreza [ 43, 78, 88];

e Problemi izbora: izbor objekata zadatih svojstava [ 8§9];

e Problemi kontinualne i meSovite optimizacije: minimizacija numerickih funkcija [ 31], problem
zadovoljivosti u verovatnosnoj logici [ 32], odredivanje visina naknada u Zelezni¢kom transportu [ 77];

e Optimizacioni problemi u hemiji i medicini: optimizacija hemijskih procesa [ 55], doziranje terapije u
tretmanu pacijenata obolelih od raka [ 49].

Kako su svi ovi radovi detaljno opisani u [ 33, 34], u nastavku ovog odeljka navode se samo noviji rezultati,
koji do sada nisu analizirani.

Da bi poboljsali performanse konstruktive BCO metode za problem trgovackog putnika, Wong i njegovi
koautori su u nekoliko radova predlagali njenu hibridizaciju sa lokalnim pretraZivanjem i raznim strategijama
odsecanja stabla pretrage. U [ 90] predloZena je nova strategija potkresivanja stabla pretrage koja je zasnovana na
dvosmernom prepoznavanju obrazaca. Samo one pcele koje su generisale reSenja sa velikim brojem prepozna-
tih obrazaca smatraju se perspektivnima i podvrgavaju se algoritmu lokalne pretrage radi dodatnog poboljSanja
njihovih resenja. Implementacija je testirana na 18 primera simetricnog problema trgovackog putnika kod kojih
broj gradova varira izmedu 318 i 1291. Dobijeni eksperimentalini rezultati pokazali su da se vreme potrebno za
nalaZenje trenutno najboljih reSenja moZze, u proseku, skratiti za preko 20%.

Problem preraspodele raspoloZivih autobusa u javnom saobracaju u slucaju otkaza nekih od vozila razmatran
jeu[ 91]. Osnovni cilj je da se minimizira vreme ¢ekanja putnika. Kako se otkazi deSavaju u realnom vremenu,
dispeceri treba da reaguju u roku od nekoliko minuta. Koris¢ena je BCOi varijanta kod koje se kao pocetna resenja
svake iteracije uzimaju ona kod kojih nema preraspodele, dakle, ¢im se smanjio broj autobusa jednostavno se ob-
riSu polasci nedostajuéih vozila i ono §to ostane predstavlja pocetno resenje za svaku pcelu. Tokom leta unapred,
pcele pokusavaju da modifikovanjem postojecih polazaka smanje kasnjenja u transportu putnika. Razmatrano je
nekoliko nacina da se to uradi, a najbolji od njih uporeden je sa SA metodom na 20 test primera u kojima broj
linija varira od 32 do 61, a broj stanica od 200 do 350. Pokazano je da je BCOi u proseku bolja metoda po oba
kriterijuma evaluacije: kvalitet reSenja i vreme izvrSavanja.

Konstruktivna varijanta BCO metode primenjena je u [ 92] na problem klasifikacije dokumenata. U cilju
poboljSanja performansi originalnog algoritma, autori su izvrs$ili nekoliko modifikacija. Najpre su dozvolili da
u regrutaciji ucestvuju i parcijalna resenja nelojalnih pcela i uveli su dodatnu pcelu (tzv. klona) koja, u svakom
letu unapred, simulira ponasanje pcele koja je generisala do sada najbolje resenje. Nakon toga, hibridizovali su
BCO sa k-means heuristikom i to na viSe na¢ina. Eksperimentalno je identfikovana najbolja hibridna varijanta i
pokazano je da daje bolje rezultate od GA.

U [ 85] modifikovani BCOi primenjen je na problem odredivanja rasporeda polaganja ispita. Prva modifika-
cija sastoji se u adaptaciji transformacija reSenja. Autori su predloZili 4 vrste transformacija i kombinuju ih tako
da se cesce koriste one koje vode poboljSanju trenutnih reSenja. Naredna modifikacija odnosi se na hibridizaciju
sa lokalnim pretrazivanjem: u letu unapred, SA i LAHC se koriste za pobolj$anje reSenja lojalnih pcela. Konacno,
u procesu regrutacije testirano je 4 metode izbora (rulet, rangiranje, turnir, poremecaj) i pokazano je da poslednja
daje najbolje rezultate. Rezultujudi algoritam ravnopravan je sa trenutno najboljim metodama za dati problem, a
dobijeno je i jedno novo najbolje reSenje medu standardnim test primerima.

Problem predvidanja vremena putovanja u srednje optereCenim putnim mreZama razmatran je u [ 93]. Pri-
menjena je konstruktivna verzija BCO metode prilagodena dinamickoj prirodi problema. Sioux-Falls City putna
mreZa koriS¢ena je za poredenje BCO pristupa sa popularnim komercijalnim softverom za isti problem. Pokazano
je da BCO realnije prdvida vreme putovanja i prose¢nu brzinu kretanja vozila.

Hibridizacija BCO metode i fazi logike predloZena je u [ 84] za projektovanje efikasnih fazi kontrolera.
Zanimljivo je da su verovatnoce izbora preuzimane iz ACO metode, a ne iz originalnog BCO algoritma. Fazi pra-
vila kori$¢ena su za dinamicko podeSavanje parametara u formulama za izraCunavanje verovatnoca. Na nekoliko
primera pokazano je da modifikovani BCO radi bolje od polaznog algoritma.

U radu [ 94] razmatratno je automatsko pogadanje znacenja (smisla) reCenice na osnovu reci koje se u njoj
pojavljuju. Kori$¢ena je nova verzija konstruktivnhe BCO metode nazvana D-Bees. U ovoj verziji uloga koSnice
je velika, ona treba da predstavlja kljucnu re¢ na osnovu koje ¢e se ispitivati smisao cele reCenice. Kosnica se
postavlja u re¢ koja ima najmanje razli¢itih znacenja, ali nije nedvosmislena. Broj pcela uvek je jednak broju
znacenja koSnice. Svaka pcela generiSe skup znaCenja reci u recenici i izracunava vrednost smisla u tom skupu
tako $to slucajno (sa verovatnoéom proporcionalnom ucestalosti znacenja) odabire smisao za ostale reci (koje nisu
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kos$nica). Vrednost smisla definisana je kao suma sli¢nosti znacenja analiziranih reci. [zmene postoje i u procesu
regrutacije, samo podskup lojalnih pcela koje poseduju najbolja parcijalna reSenja mogu da postanu regruteri.
Poredenja sa GA, SA i ACO pokazala su da D-Bees daje bolje rezultate na 7 standardnih primera iz korpusa
engleskog jezika.

6. Zakljucak

Algoritam optimizacije kolonijom pcela (Bee Colony Optimization, BCO), je metaheuristicka metoda in-
spirisana ponasSanjem pcela u potrazi za hranom i pripada klasi tehnika inteligencije roja. Ona predstavlja opsti
algoritamski okvir koji moZe da se primenjuje na razli¢ite optimizacione probleme u kombinatornoj/kontinualnoj
optimizaciji i inZenjerstvu. BCO metoda se zasniva na konceptu saradnje, ¢ime se povecava efikasnost vestackih
pcela i omogucava postizanje ciljeva koje samostalni agenti ne mogu ostvariti. Kroz proces razmene informacija
i regrutovanje, BCO ima sposobnost da intenzivira pretragu u regionima prostora resenja koji sadrze potencijalno
kvalitetna resenja. BCO postaje veoma popularana metoda zbog svoje jednostavnosti: lako je razumljiva i ima
mali broj parametara (broj pcela i broja transformacija tokom jedne iteracije). Medutim, nije rasprostranjena jer
je autori, pa ni ostali istraZivaci koji je koriste nisu dovoljno reklamirali.

Ovaj rad predstavlja BCO metodu kao efikasnu optimizacionu metodu i sadrZi pregled novije literature u
vezi sa razvojem i primenama BCO metode na kombinatorne i kontinualne optimizacione probleme. Glavni cilj
rada je promovisanje ove metode kao prve metaheuristike koja koristi inteligenciju pcela u razvoju optimizaci-
onog algoritma. Glavna konkurencija BCO metodi, optimizacija vestackim pcelinjim kolonijama (Artificial Bee
Colony, ABC) pojavila se znatno kasnije [ 61], ali je mnogo poznatija i rasprostranjenija. U [ 95] procenjeno je
da se BCO koristi samo u 13% radova koji promovisu pcelinje algoritme.

Predstavljeni pregled radova sigurno nije iscrpan, jer su mogucnosti za nove primene beskrajne. Osim toga,
pogodnost za paralelizaciju BCO metode otvara ne samo novi pravac istraZivanja, ve¢ i neke nove potenci-
jalne primene. Nove varijante utemeljene na principima BCO (autonomija, distribuirano funkcionisanje, samo-
organizovanje, razmena informacija, kolaboracija), a razvijene na osnovu do sada postignutih rezultata i steCenog
iskustva, verovatno ¢e znacajno doprineti reSavanju sloZenih optimizacionih problema u inZenjerstvu, transportu,
upravljanju i mnogim drugim oblastima svakodnevnog Zivota.

Zahvalnica. Autor se zahvaljuje Ministarstvu prosvete, nauke i tehnoloskog razvoja preko projekta br. 174033.
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Pacnonesna o momysy 1 30mpa crenmena IIu3zooBux m CasnemoBux 6pojeBa

JIlparan CtaakoB

Pyoapcro-zeorowsu garyamem Ynusepsumema y Leoepady, Hywuna 7
e-mail: dstankov@rgf.bg.ac.rs

Ancrpakr. lo6po je mo3HaTo ma 3a OWMIO KOJU MpanudoOHAJAH peajsaH Opoj v, HU3 (na)n21 uMa YHUGOPMHY
pacmozery mo monyiny 1. 3a mojemune anrebapcke GpojeBe oxpebyjeMO HOAHM3 OBOI HM3a TAKAB & PAa3JIOMILEHU Ie-
JIOBM WJIaHOBA MOJHU3A KoHBeprupajy ka 0. Takobe je mo6po mosmaro ma 3a 6umo koju Canemos 6poj 0, mus (Gn)nzl je
rycr na cermenty [0, 1] amu mema yrugopmuy pacnomery mo Moxyry 1. 3a CanemoBe 6pojeBe TOKa3yjemMo KaKO OApeIiTH
nonans Husa (N6)y>1 TakaB Ma PA3NIOMILEHH JEJOBUM WIAHOBA IIOJHM3A HEMAjy YHU(OPMHY DACIONEIY.

Kamyune peun: [Tuzoos 6poj; Canemos Bpoj; pacnonena mo moxymy 1.

1. ¥YBon

Beh nay:xe BpeMme ce mpoyuaBa pacmogzesa mo Moayidy 1 (pacmomena pas3ioMIbEHOT meja)
creneHa HEKOT (ukcupasor peasnor Opoja 6 selier om 1. Y cBojoj momorpaduju [7], Casnem
je pasmarpao ozxpebene cmemujanne anrebapcke nese 6pojese. O je mokazao ma mHu3 (0™),>1
reskn ka Hynmun y R/Z rana je 6 IIusoos (Pisot) 6poj. Axo je 6 CamemoB 6poj tama (6"),>1 je
ryct y R/Z, T.j. paznommenu menosu 6" cy rycrn y jemuauunoMm umaTepsady [0, 1] amu mHemajy
yaudopmuy pacnozeny. (Bunmeru [2], ¢. 87-89.) lraume CasemoBu GpojeBu Cy jeUHU IIO3HATU
6pojesu unju cy cremenu ryctu y R/Z.

Kopuctuhemo cnemehy moramujy roe x, ¥’ o3HauaBajy peaane Gpojese:

1. ITeo meo Gpoja: [z] = max{n € Z : n < x}.

2. Pazmomssennu neo 6poja: {z} =z — [z].

3. Konrpyennuja o Moxyay 1: x =2’ mod1 &z — 1’ € Z.

4. Pacrojame Opoja x ox Hajbomwker nesnor 6poja: x| = min{|x — n| : n € Z}.

HaBomumo me¢purumuje xoje he mam dutu morpebre.

Iepununuja 1. [luzoos 6poj je peannu anrebapcku neo 6poj € Behu ox 1, yuju cBu anredbapcru
KOHjyTraTu, OCUM caMor f, uMajy MOIyO CTPOTO Mamu O 1.

Hepununuja 2. CazemoB 6poj je peannu anrebapcku neo 6poj § sehu ox 1, yuju cBu anredbapciu
KOHjyraTtu, oCuM caMor f, mMajy MOIyO MamW WM jemHak om 1, u 6ap jeman mMa MOIyO KOjU je
jemHak 1.

Jlako ce morasyje ma CajeMoB 0poj MMa TauyHO jelaH KOHyTaT, a TO je A, ymyTap je-
AUHUYHOT OUCKA, NOK CY CBU OCTAJNM HA FHEMOBOj IPDAHUIM, Tj. Ha jequHUYHOM Kpyry. Cremen
CausiemoBor 6poja, o3HauuMo ra ca 2t, Mmopa 6burtu napas n Behu wuinu jemuak on 4.

Hedpununmnuja 3. Hera je (u,),>1 HU3 peannux 6pojeBa u mera je x € [0,1]. Tama ce rpannuna

T card{n< N |{u,}<=z}
BpemHOCT f(2) = limy 00 ——F
(Un)n>1 38 APrYMEHT z.

, KaZla OHa NOCTOjW Ha3mBa (YHKOWja DpACIOlese HU3A

OBze pasmaTpaMo caMO OHE apryMeHTe T 3a Koje mocroje ¢yurnuja f(r) u meH IPBU U3BOL
CKOPO CByza.

[Ipernocrasmamo na je § Camemos 6poj. Oszmaummo komjyrate 6poja 6 ca 71, exp(£2itw:),

., exp(+2imw;_1). Kako je cyma n-ux cremena ma kor aarebapckor 6poja W HeroBUX KOHjyrara

meo Opoj, 3a cse n € N, kopumhemem [le MoaBpoBux ¢popmyia 3armpydyjemMa mga Mopa Outu

" 4+ 07" + 222;11 cos2mnw; = 0(mod 1) rako ma pacmozmena 0™ mod 1 je sampaBo pacmomena

-2 Z;;ll cos 2mnwj. Axko je § Camnemos 6poj uerspror crenena jyna (Dupain) [6] je excrmmumraO
oxpenuo $yHknujy pacmogene 3a (6™),>1, o monyry 1. Hanwme,

(@) 1 x—2+ x—lJr x+ rz+1
r) = — — — | arccos arccos arccos — + arccos .
s 2 2 2 2
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II.Crankos

M3 oBora cnemu na je

f/

(gc):i ! + ! + = + L
AW V-6 V- Ve

Axo je 6 Casemon 6poj cremema 2t, t > 2, Hom(Doche), Mannec ®panc (Mendes France) u
Pym(Ruch) [5] cy ompennmu ¢pyuruujy rycrure 3a (6"),>1, mo Mmoxyiry 1:

fl@) =142 Jo(4km)'~" cos2rka (1)
k=1

ua unrepsany (0,1). Osne je Jo(-) Becenosa ¢pynrmuja npse Bpcre ca numexkcom 0.

2. I'maBHU pe3yJiTaTu

Hajsaskuuje pesyarate hemo m3m0KuTH y HApPEIHE OBE TEOPEME.

Teopema 1. Hexa je 0 ITuzoos 6poj wuju je murumarny noaunom P(x) = x™+by, 1x™ 14 4-biz+by.
Hexa cy weeosu wonjyeamu 02,03, ... ,0,,. Hexa je (Fp)p>1 Hu3 0eurucan AUHEAPHOM PERYDPEHMMHOM
popmynom: Fp, =0 +05 +605 +---+00, 3an=1,2,... muF,=—byp_1F_1 —bp_oFp_o—-—
b1 Fr—mt1 — boFp—m 3a n > m. Tada nus (F,0)p>1 konsepeupa xa 0 no modyay 1.

Joxas Kopuctumo Teopujy nudepeHmHUX jenHaduHa. PexypeHTHOM (opMyJsioM je mata mudpep-
eHIHA jeIHAUMHA Ca KAPAKTePUCTUYHMM moaumHoMoM P(z). V3 marwx mo4yeTHWX ycioBa Cienn

na je F, = 0" +03 4+03 +---+ 0, 3a cege n = 1,2,..., upu ueMmy je jacHo ma cy Fj,
mean 6p0jeBI/I. HOKa}HHMO aa Fn9 MOKeE 6I/ITI/I 3a J0BOJLHO BEJIVMKO T IIO BOJLU 6.7'II/I3aK oeJgIoM
6pojy. Kako cy |6;] < 1 3a i = 2,3,...,m cnemn ma 05 + 05 + --- + 67 Teskm Hynm kaza n

TeRM OECKOHAYHO. 3aTo 3a Tpou3BOMBHO £ > ( MOokeMo omabpaTm ng TAKO Oa je 3a CBAaKO
n > ng je 0 + 05 + -+ 07, < 5. Cana umamo na je F,0 = 60"t + (05 + 05 + -+ 07,)0 =
O ST 0 = ST 07T (05 4 05 4+ 0000 = Fuaa — 33, 07+ (05 + 05 + -+ 07,)0.

Crnemn zma je |Fp — Fppq| = | = 30, 00T + (05 + 05+ +02)0| < 5+ 5 <e wana jen >ng. O

=2 "1

Jlema 1. 3a ceakxu xeadpamnu kopen u3 npupoodroz bpoja N nocmoju 6eckorauHo naposa npupooHUL
bpojesa (p,q) maxeuz da je p+ gV N ITuzooe 6poj.

Zoxas Wckopuctuhemo mobpo mosumar JlupuxisieoB pesynarar na 3a Ouiao koju peasan O6poj &
noCTOju GECKOHAYHO MHOTO DAIMOHAJHUX OpOjeBa p/q TAKBUX Ia je

P 1
£-2< 5.
| q‘ q?

Axo 3a £ = VN omabepeMo pas3ioMak p/q TAKO Ia BaKU NPETXOIHA HEje THAKOCT OHJa e Ba:KUTU

u |¢V'N —p| < 1. Cnemn nma je 0 = p+ ¢/ N Iluzoos 6poj umju je MUHUMAJTHU TOJIMHOM T2 — 2px +
2 2

p°— Ng~. O

ITocnemuua 1. 3a ceaku keadpamuu xopen u3 npupodnoz 6poja N nocmoju Hu3 yesur bpojesa
(Gp)n>1, dedunucan pexypenmmuom gopmyasom 0pyzoz cmenena, maxo 0a GpV N Komeepzupa Hyau
no modyay 1.

Jloxas. Ha oCHOBY IpeTXOmHE JeMe Hajupe HAIa3uMo Opojese p, ¢ Takse na je ¢V N + p Iuzoos
6poj. Cana MOKEMO IPUMEHUTH IPETXONHY TeopeMy u Halu nenobpojuu uus (F),),>1 Aedurrcan
PEKyPEHTHOM (POPMYJIIOM APYTOr CTEIEHA TaKO Oa je (Fn(qx/ﬁ—i—p))nzl roHBeprupa ka 0 mo Moy Iy
1. Kako cy F,q, F,p neno6pojau ako yamemo na je Gy, = F,q onna G,V N KOHBeprupa HyIu IO
momyy 1. O
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Pacnomena no momyay 1 36upa crenena IIuzoosux u CasemoBux 6pojesa

Ipumep 1. Axo je N = 3 maoda je |2v/3 — 3| < 1 na je 3 + 2v/3 ITuzoos 6poj wuju je munumantu
noaurnom 2 — 6z — 3. ITowmo je Fy = 6, Fy = 42, F,, = 6F,_1 + 3F,_2, nasasumo 0a je Fhy =
16224207714897426, u da je 2 - Fy - v/3 = 56202304149506592, 000001488957204 seoma bauzak uesom
opojy.

IMocnemuma 2. Hexa cy 0, P(z) u F,, defurnucany xao y npemzoonoj meopemu u nexa je x € [0, 1].
Tada 3a ceaxo € nocmoje ' € [0,1] u yeo bpoj k maxeu da wuz (F, + k)8 xoneepzupa xa &' no modyay
1 udaje|z—2a'| <e.

Joxas ITomro je uu3 ({nb}),>1 cByzma ryct ma unrepsauy [0,1] mocroju 2’ € [0,1] u nueo 6poj k
Tako 1a je {kf} =2’ n na je |x — 2’| < e. Kako je (F, + k)0 = F,0 + k0 u raxo F,0 xouBeprupa ka
0 mo monyny 1, caemu na (F, + k)0 xouseprupa ka z’ mo monymy 1. O

Teopema 2. Hexa je 0 Canemoe 6poj wuju je munumannu nosurnom P(x) = x™ + by, 2™ L ... +
bix + by. Hexa je (Fp)n>1 Hus degunucan xao 30up n-mux cmenena Casemogoe bpoja 8 u mezosux
xomjyeama, san=1,2,... mu F, = —=by_1F,_1 —byn_oF, o—---—b01Fy_mi1 —boFr_m 3an>m.
Tada je wus (Fn,0)n>1 ceyda eycm na [0,1] anu nuje ynudopmmuo pacnodemen. Axo je 6 Canemos b6poj
wemepmoz cmenena u Heka je exp(+2imw) nap wezosur kowjyzama wa jedunuurom xkpyey. Tada ce
MOACE EKCIAUYUMMO 00pedumu Pynryuja pacnodene:

M
fl@)=">" (g(x+1) - g(3)),
i=—M
20e je M = [20] + 3, a = 27w u npu mom je
(z) 1 +sinav402 —80cosa — 2 + 4 — x cosa + Oz @
T) = — arccos .
g ™ 2(6% — 2cosab + 1)
Taxohe ce moxce excnavyumuo odpedumu gynkyuja zycmune:
M
fllw)y= > g(z+i),
i=—M
20e je
cosa — 9 T xsina
g'(x) _ 4602 —80 cos a—x2+4 ) (3)
\/4(92 —20cosa + 1)2 — (sinav/46% — 80 cosa — 22 + 4 — xcosa + Ox)?
Jlokas. Osmaummo Kojyrate 6poja 0 ca 071, exp(£2inw,),...,exp(£2itw; 1) Tae je m = 2t. Kaxo

je cyMma n-TuX CTelmeHa Ma KOr ajrebapckor 6poja 1 meroBUX KOHjyraTa meo 6poj, 3a cBako n € N,
Mopa ouTu; 0" +67" 42 Z;;ll cos 2mnw; = 0( mod 1). Koprcrumo Teopujy mudepeHnHUX jeIHAUNHA.
PekyperntHOM opMysIoM Je mara qudepeHnHa jeJHaYNHA Ca KAPAKTEePUCTUYHIM NoIuHOMOM P(x).
W3 matux moueTHUX ycJoBa ciemu ga je Fp, =607+ 607" + 2 Z;;ll cos 2mnw;, 3a cBako N =1,2,....
Cana umamo ma je F,0 = 0"t 4+ 97+ 4 29 22;11 cos 2mnw; = Tt 4 97t 4 22;: cos 2m(n +
Dw; —2 Zé;i cos2m(n+1)w; — 07"~ 6771 20 Zé;i cos 2mnw;j = Fy4q —2 22;11 cos2m(n+1)w; —
gty 420 Z;;i cos 2mnw;. Cnemu na je {Fp,0 —F,41} ={-2 Z;;i cos 2m(n+1)w; —6~ "1+

6"t + 20 Z;;ll cos 2mnwj }, Tako ma je pacmomena F,0 sampaBo pacmogena —2 Zz;ll cos2m(n +

w; + 26 Z?;i cos 2mnw; mo Momyny jemad. Ha ocroBy [1] MOMeMO 3ak/bydnTH ga Ta pacIonesa
HUje YHU(POPMHA ajy A2 3a BEJIUKO ! TeXM YHUPOPMHOj PACIOIEIN.

Ako je 0 CasemoB 6poj cremena yerupu Heka je exp(+2imw) map HEroBUX KOHjyraTa Ha
jemmamunom kpyry. Tana je pacunogena F,0 3anpaso pacnomena —2 cos2m(n+ 1)w + 26 cos 2rnw o
Momyny jeman. OBO MOKEMO jeIHOCTABHUjE 3alMCATU AKO yBEAEMO O3HAKE W = 27TNw U a = 27w
ka0 Q(w) = —2cos(w + a) + 26 cosw. Ouursenuo je ma je Q(w) mepuoIUYHA Ca MEPUOIOM 2T U
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II.Crankos

ma je Q(w) = —Q(w + 7) Tako na je dpynrmmja Q(w) BeOMa HANMK CUHYCOUAU IMOMEDPEHO] MO W-
ocu. ErcTpemue BpemnocTr oBa ¢ymrmmja mva kana je Q'(w) = 0. Ompemnhemo myse dyHEIMjE
Q' (w) = 2sin(w+a) —20sinw. Hobujamo jemHaumny sin w cos ¢+ cos w sina — 6 sinw = 0, uuje jeauo
pememe je wy = arctan(qfiélo‘;a). Uckopuctuhemo anaropuram 3a oxpebuBame ¢QyHKIUje I'yCcTUHE
Koju je oBaj ayTtop manoxkuo y [9] y okBupy Teopeme 2.1 Ha OCHOBY KOjer MO:KEMO 3aKJLYUUTH
na je x = {Q(w1)} BepTurasHA acuMmnToTa rpaduxa (GyHuuje rycruHe. Moske ce mokasatu na
je Q(wi + w) = Q(w; — w): uckopuctrMo hopMmyJie KOCUHyca 36upa u pasiuke, npebanuMo cse
YJIAHOBE HA JIEBY CTaHy 3HAKA = M HAKOH IIOHUMTaBama onpebhernx wranosa nobujemo sin wQ’ (wq)
MTO je OUMIJIeOHO jemaHako Hyau. M3 oBora 3ak/mydyjeMo na, mpemMa MOMEHYTOM AJTOPUTMY, je
MOBOJHHO Y3€TH caMO jenHy rpany (yHKmuje () rme je oHa MOHOTOHO omamajyha, a To je maum Ha
[wy, w1 + 7] min Ha [wy — 7, w1] ¥ popMUpPATH UHBEDP3HY (YHKIU]Y.

3a Halaxkewme MHBEP3He ¢yHKMUje monazumo on Q(w) = —2cos(w + a) + 20cosw =
—2coswcosa + 2sinwsina + 20 cosw = z. Omasne ce mobuja 2sinwsina = z + 2cosw(cosa — ).
IMomro je sinw = #++/1 — cos2w Tpeba KBagpupaTu JeBy U [JECHy CTPaHy Tako Oa J00ujamo

kBaaparHy jemHaunay 1o cosw: 4(1 — cos?w)sin?a = 22 + 4z cosw(cosa — ) + 4 cos> w(cosa — 6)2.
Pemasamem oBe jemmaumue mobujamo:

+sinav402 —89cosa — 2 + 4 — x cosa + Oz
2(02 — 2cosab + 1) ’

Cosw =

Oyurimujy g(z) (2) mobujamo HamakemeM apKyC KOCuHyca necHe crpane a Gpyurnujy ¢'(z) (3) rao
upsu u3Box ¢pyukmmje g(z). Hajsan uz [9] 3akmyuyjemo na je f'(z) = Zi]\i_M g (z+1). O

Hanomena 1. Tpadur pynrumje ryctrae mMa BepTuraiany acuMnrory ¢ = {Q(w;)} n om je ocmo
CUMETPHYaAH y ONHOCY Ha CUMETPAJy jeIMHUYHOI WHTEpBaJja, U3 UYera Cjenu Ia UMa jOIl jenHy
BepTuraJgHy acuMnrory x = 1 — {Q(wi)}.

Kao unycrpamujy Teopeme 2 majemo mpumepe CanxemoBux 6pojeBa ueTBpTOr cremeHa. Ao
ce momceTumo mepuHUNMje (yHKIMje pacnonene f(r) M MO3HATE UYMHEHUNE Oa je TPBU U3BOI
QyHEKIMje HAa MaJoOM cerMeHTy [a,b] Gumsak ca koHaunoMm pasiukoMm f(b) — f(a) momessenoMm ca
b — a, moskemo anporcumupatu f'(x). JeIMHUYHM CerMeHT MONEeIMMO Ha P HeJNoBa. PadyHamo
pasiaomiberu neo F,0 3a 1 < n < N, u 3a cBaku nmoauHTepBa onpebhyjeMo Konmuko mMa OpojeBa
N TAKBUX Ja pasioMmibeHu neo F,0 ymana y Taj momuaTepBas. BepTukasna oca mpukalyje 6poj
TakBux n moxesmenux ca N/p. Kao pesyarar oBe HOpMasu3anuje ce nobuja peJaTUBHU XUCTOTPAM
koju ce y majseho]j mepu nokaana ca f'(x), dpyukuujom rycrune onpebenom kopumhemem Teopeme
2 1 KOja je MpuUKa3aHa Ha CIUKAMA IIPBEHOM 00jOM.

IIpumep 2. Axo je 6 = 1,7220838... Canemos 6poj wuwju je murnumanrru nosunom x* — 3 —x? —x +1,
onoa je a = 2,280208..., w; = 0,30941, Q(w;1) = 4,983598 na cy x = 0,984 v x = 0,016 eepmuxraare
acumnmome epafura Pynxyuje eycmune npukasaroe na Cavyw 1.

2| 14
vs2(x) | |3

B, i
X -,-“‘
X iy i m_ﬁ,ﬁa---m.....‘...- i

£.——.0984,0.016
100

Cimkal. Pacnonena nusa (Fo.0),>1 no monyiny 1 rae je 6 CasnemoB Opoj uuju je
MuHUMAJHEA mojauHoM 2t — 2 — 22 — 2 41
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Pacnomena no momyay 1 36upa crenena IIuzoosux u CasemoBux 6pojesa

IIpumep 3. Axo je 0 = 1,8832... Canemos 6poj wuju je murumanru nosurnom 4 — 23 + 22 — 22 41,
onoa je a = 4,503772..., w1 = —0,437742, Q(w1) = 4,615844 na cy x = 0,616 u = = 0, 384 eepmuraare
acumnmome epapura Pynxyuje eycmune npukasaroe na Cavyu 2.

2 ;r
kvs2(x) E_k
BY; ’_»‘

X

% 1

£——,0.616,0384
100

Cimmka 2. Pacnonena wusa (Fo.0),>1 mo monyiny 1 rae je 6 CasnemoB Opoj uuju je
MUHUMAJHA ToauHOM z* — 2z° + 2% — 2z 4+ 1

3. 3aksmyuak

Ha ocmoBy m3mnoskenor mamehe mam ce Bume mpaBama 3a Oyayhe mcrpakuBame. 3a Koje
6pojeBe a mocToju Hu3 neaux 6pojesa (Gy)p>1 AEPUHUCAH PEKYDPEHTHOM (OpPMYJIOM Tako na G
KOHBeprupa Hyiu mo moxyiy 17 U3 [1] ouekyjemo ma mro je Canemos Gpoj 6 seher cremena
pacnogmena F,60 mo monyny 1 je cBe Guwmwka yHUPOPMHO]. MOMKEMO U TO HOKA3aTU U KAKO?

3axpanaauna. OBo UCTpaKMBaI€ je MOADXKAHO OJ cTpaHe MuHHCTapCTBa NPOCBETE, HAYKE U
TEXHOJIOWEKOT pa3Boja Penybaure Cpbuje (npojexar 174032: Ananusa u anrebpa ca npuMeHama).
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Apstrakt. Rastudi trend dostupnosti brzog interneta sve viSe usmerava njegovu upotrebu sa akademskih ka komercija-
Inim sadrZajima. Sa druge strane, zahvaljujuéi tom trendu, istraZivaci i kompanije su u poziciji da, skladiStenjem podataka o
transakcijama i pronalaZenjem parametara od znacaja kojima se mogu opisati njihove medusobne veze, pokusaju da efikasno
predvide korisnicke Zelje i potrebe. Algoritam kojim od skupa diskretnih promenljivih koje karakteriSu jednu odluku dolazimo
do predikcije sledeée odluke u nizu se naziva sistemom preporuke (en. recommender system). Zadatak ovakvog sistema je da,
nakon prikupljanja podataka od aktuelnog korisnika o proizvodima koji ga interesuju, i uporedivanja sa aktivnostima njemu
sli¢nih korisnika iz baze, kreira model njegovog ponaSanja nad odredenim domenom i odredi meru predikcije za naredne
korake. Ovaj rad pruZa pregled klasifikacije sistema preporuke, kao i motiva i izazova za njihovo koris¢enje. Radi moguénosti
analize kvaliteta predloZenih reSenja, Citalac ¢e dobiti uvid u niz statistickih osnova ovih sistema, kao i tehnike parametrizacije
i redukcije velikih skupova podataka u cilju ubrzanja odziva i Stednje resursa. Kao pogodan nacin, kako za kvalitativnu tako
1 za kvantitativnu reprezentaciju jednog takvog sistema i njegovih parametara, prikazano je postupno modeliranje hibridnog
sistema preporuke pomocu Bajesove mreZe. Odredivanjem raspodela verovatnoce direktno se opisuje veza izmedu korisnika
i objasnjava njihov zajednicki uticaj na formiranje konacne preporuke.

Kljucne reci: sistemi preporuke, Bajesove mreZe, estimacija

1. Uvod

Velike korporacije u ovom trenutku ulaZzu mnogo novca i napora kako bi znatna koli¢ina podataka koja im
je na raspolaganju dobila odredeni smisao, dajuci im prednost u trci za osvajanje trzita. Internet napusta tzv.
,,doba pretrage” i ulazi u ,,doba otkri¢a”, kada je znacajno da informacije koje su nedovoljno poznate ili potpuno
nepoznate same pronadu put do potencijalnog korisnika [1]. Vec¢ina danasnjih algoritama za formiranje sistema
preporuke je bila u upotrebi i pre desetak godina [2], [3], s tim da trenutna ekspanzija prediktivne analitike kao
nauke, razvoj racunara nove generacije i brzih diskova, kao i programskih paketa optimizovanih za paralelno
procesiranje, omogucava znatna proSirenja u pogledu ,,¢iS¢enja” podataka i brzine odziva sistema. Da bi ovakav
sistem radio precizno i efikasno, neophodno je i dobro poznavati osobine skupa podataka ¢ijom obradom se do-
lazi do preporuke, kako bi se lakSe odabrali odgovarajuci uzorci i metode klasifikacije [4].

Preporuke se danas u velikoj meri dobijaju deljenjem informacija na dru§tvenim mreZama, pri ¢emu se in-
tuitivna mera kvaliteta preporuke predstavlja skupom uslovnih verovatnoéa formiranih pregledom medusobne
istorije dvoje ili vise ,,umreZenih” korisnika [5]. Ovakav vid razmene informacija je utemeljen na mnogo veem
poverenju od onoga koje korisnici pojedinacno gaje prema standardnim medijskim servisima [6].

Motivi za komercijalnu upotrebu preporuka su raznoliki, pocev od povecanja prodaje, dugorocne analize pro-
fita, diverziteta ponude, povecanog zadovoljstva korisnika... U pozadini svega je mehanizam koji, prikupljajuci
podatke od korisnika, pomaze pri donoSenju odluka o daljim koracima na trZiStu. Iskustvo nas je naucilo tome
da ljudi vole da Cuju tude misljenje, kao i da njihovo misljenje postane svrsishodno, pogotovo ako ga iznose iz
udobnosti svog doma ili kancelarije.

Rangiranje i preporucivanje narednih predmeta korisniku se najéeS¢e vr§i na osnovu informacija o pret-
hodnim ocenama koje je korisnik dodelio, kao i na osnovu obrazaca ponasanja sli¢nih korisnika [7], pri cemu
trenutni trendovi favorizuju kori$éenje tzv. hibridnih algoritama [8] koji kombinuju prethodno navedene tehnike.
Detaljniji pregled ostalih klasifikacija vodecih algoritama i primena sistema preporuke, od kojih ¢e nekoliko biti
pomenuto u ovom radu, ukljucujudi i status razvoja istih, dat je u publikacijama [9] i [10].

1.1. Izazovi i problemi

Proces formiranja i odabira kvalitetne preporuke donosi sa sobom i odredene poteskoce. UspeSnost sistema
preporuke najviSe zavisi od aktivnosti korisnika, bilo da je u pitanju direktna kupovina, pisanje komentara i re-
cenzija, pa ¢ak i dodeljivanje jedne ocene ili klik na ,,like” dugme. Zbog toga su baze podataka ovih sistema,
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Slika 1.  Proces stvaranja preporuke

iako velikih dimenzija, veoma oskudne podacima o medusobnim vezama korisnika i proizvoda u trenutku pre-
porucivanja. Pored toga, koriS¢enje statistickih mera i metoda za evaluaciju sistema [11] ¢esto ne uzima u obzir
naglaSenu vaznost jedne odredene osobine proizvoda, §to je sa druge strane u koliziji sa ciljem maksimizacije pro-
fita [12] koji ¢ini osnovni koncept svih komercijalnih reSenja. Ponekad je neophodna pomo¢ eksperata iz oblasti
proizvoda koji se preporucuje, kako bi informacije koje ulaze u sistem bile razvrstane prema karakteristikama
od znacaja. Naravno, nikako se ne sme zanemariti nekonzistentnost u korisni¢kim preferencijama koja moze da
zbuni i navede na neZeljen izbor.

Najveci problem je svakako ukomponovati odnos brzine i kvaliteta, a s tim u vezi reSiti sve poteskoce iza-
zvane veli¢inom baze podataka, oskudno$éu iste, mnoZenjem velikih matrica i kvalitetnom selekcijom parametara
ukoliko nam resursi nisu na zadovoljavajuéem nivou.

1.2. Zadatak

Sistem koji ¢e biti prikazan u ovom radu je modifikacija sistema iz publikacije [8]. U osnovi baze dat je skup
proizvoda I = {iy, @9, ..., i,/ koji mogu biti opisani skupom karakteristika F = {f1, fo, ..., fi}. Na primeru
arhive nauc¢nih radova, karakteristike mogu biti vrsta istraZivackog rada, naucna disciplina, godina...U ovom
slucaju, sardZaj je predstavljen raStrkanom m x [ matricom D, gde d; ; oznaCava da proizvod i moZe biti opisan
karakteristikom j.

Tabela 1. Baza karakteristika proizvoda, D

I o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
w7 0 1 1 0 1 0 0 0 0 O
i 0 0 O 1 1 0 0O 0 0 O
i3 0 0 1 1 0 1 0 0 0 O
iw 0 0 O 1 1 0 0 0 0 O
is 0 O O O O 1 O O 0 1
Sa druge strane, dat je skup korisnika U = {u, us, ..., u,/, Koji su, na eksplicitan nacin ili ne, dodelili ocenu

odredenom proizvodu, r. Radi jednostavnosti interpretacije, usvojena je pretpostavka da r € N, te da je max(r) =
2. Ocene se zatim smeStaju u slicnu matricu R, dimenzija n x m , gde r, ; predstavlja ocenu koju je korisnik u,
dodelio objektu 7; .

Navedeni primer se moZe modelovati Bajesovom mrezom, mo¢nim alatom koji, pored olakSica pri vizueliza-
ciji problema i uzro¢no-posledi¢nih veza koji ga sacinjavaju, dozvoljava lako donosenje kvalitativnih zakljucaka
o trenutnom stanju promenljivih od znacaja i moguéim adaptacijama, u zavisnosti od koli¢ine dostupnih informa-
cija. Kao konacan rezultat, dobija se procena parametara tzv. hibridnog sistema preporuke, uz postavljen okvir za
predvidanje konac¢ne ocene akcije korisnika nad traZzenim proizvodom.

Analiza ovakvog sistema je svakako pogodna za nadogradnju, pogotovo usled neizbeZzno smanjene efika-
snosti statickog modela nakon aktivacije priliva novih podataka i obucavanja parametara direktno na mrezi [13].
Opsti prikaz rezultata primene ostalih Bajesovskih metoda za pronalazenje optimalne predikcije se moZe naéi u
radu [14], pri ¢emu bi autor kao posebno zanimljivu istakao analizu posveéenu drustvenim mrezama [15].
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Tabela 2. Baza ocena korisnika, R

U il ig i3 i4 i5

u 2 2 0 1 O
u 0 0 1 2 0
us 2 2 0 0 O
ug 2 1 0 0 O
us 0 0O O 0 2

2. Osnovni pojmovi

2.1. Notacija

Dva osnovna entiteta sistema preporuke su korisnik i proizvod. Problem preporuke se moZe objasniti na
sledeéi nacin: Za svakog korisnika v € U Zelimo da odaberemo proizvod i € I koji maksimizira funkciju koristi
preporuke korisniku, 1, koja je najSesce predstavljena ocenom ili rangom (mada moZe biti bilo koja funkcija), to
jest:

Vu € U,il, = argmaz(r(u,i)), i€ l. )

Ulazna promenljiva sistema preporuke zavisi od algoritama filtriranja, i najéeS¢e spada u jednu od tri kate-
gorije: ocene, demografski podaci i tekstualni sadrZaj. Radi lak§e manipulacije i reprezentacije, u ovom radu se
pretpostavlja da sve ulazne promenljive nakon filtriranja mogu biti predstavljene celobrojnom pozitivnom vre-
dno$¢u. Neka je n broj korisnika, U = {u1, uo, ..., u,/, a m broj proizvoda koji se ocenjuju, I = {41, i2, ..., tm/-
Svaki korisnik u; je direktno povezan sa listom proizvoda I,,; o kojima je izneo svoje misljenje, pri ¢emu [,,, C I.
Sve ocene se sakupljaju u matricu dimenzija m X n, oznacenu sa R. Izlaz sistema se, sa druge strane, prikazuje u
vidu predikcije ili preporuke. Predikcija predstavlja interpretaciju konkretne numericke vrednosti r, ; kojom se
oznacava oCekivano misljenje aktivnog korisnika u, o proizvodu i;, dok se preporuka najcesce interpretira kao
uredena lista M proizvoda, M < m koji ¢e korisniku najverovatnije da se svide.

2.2. Preciznost predikcija i mere slicnosti

Svakako najvaZnija osobina sistema preporuke je preciznost (tacnost) njegovih predikcija. Sistem, u zavisno-
sti od primene, uglavnom predvida misljenje korisnika (ocena), ili verovatnocu da ée korisnik naciniti akciju nad
proizvodom (akvizicija). NajceS¢a mera greske predikcije je srednja kvadratna greska (RMSE), i za predvideno
Ty4 1ZNOSI:

— - roo )2
RMSE = B D (Fui = rui)?. 2

(ui)eT

Uobicajene alternative, ukoliko je cilj odbaciti elemente sa veCom greSkom nad odredenim parametrima, su kori-
S$¢enje srednje apsolutne greske:

1
MAE= | > i = ruil, 3)
-
(u,3)ET
kao i prosecne kvadratne greske:
ARMSE = [ > wi(fui —rui)?, “)
(u,i)ET

gde w; > 0 predstavlja teZinu znacaja proizvoda i, pri ¢emu je Yw; = 1.

Da bi sistem imao brzi odziv, ponekad se kao validna uzimaju samo poredenja korisnika i proizvoda cija
je mera sli¢nosti iznad definisane granice. Jedna od mera koja se, pored dobro poznatog Euklidskog rastojanja,
cesto pojavljuje u literaturi je kosinusna slicnost:
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T

Ty T
€oS(Ty,1y) = — 5)
7 (1] 7 |
dok ¢e u analizi u petom poglavlju ovog rada biti koriScen Pirsonov koeficijent korelacije:
2icr,,, Tui = ) (Toi = 7o)
PC( Clus (6)

u,v) =
\/Zielum (Twi — 7u)? Zz‘elw, (Toi — 70)?

kao koli¢nik kovarijanse dve varijable i proizvoda njihovih standardnih devijacija, pri ¢emu sa I, , oznacavamo
skup proivoda koji su ocenjeni od strane oba korisnika ¢iju korelaciju merimo.

2.3. Priprema podataka i redukcija dimenzija

Podaci koji sluZe za stvaranje preporuka Cesto greSkom ili spletom okolnosti ispadaju iz oekivanih okvira,
nisu uskladeni sa drugima, ili nisu dovoljno verodostojni. Zbog toga je pre njihove primene korisno uoditi ove
anomalije, a uz to obratiti paznju na dimenzije koje su jako oskudne validnim vrednostima. Osnovna intuitivna
tehnika preprocesiranja podataka koji su rezultat pretrage (,,rudarenja”, en. Data Mining) velikih baza je kombi-
novana metoda srednjih vrednosti. Ideja je da se kao polazna predikcija preporuke postavi srednja ocena korisnika
u; nad proivodom ¢;, a da se ona zatim koriguje prema specifi¢nostima drugih korisnika. Predikcija ocene na po-
ziciji i,j je, dakle, data sa:

D opei1
75 + ﬂ, ako korisnik i nije ocenio proizvod j
Tij = n ; @)

r, ako jekorisnikidodelio ocenu proizvodu j

gde je sa 7; predstavljena srednja ocena korisnika i, a sa ,, = r,, ; — T, njena korekcija.

Tokom razvoja algoritma, ocekivano je suocavanje sa nepopunjenim matricama velikih dimenzija, i u takvoj
postavci mere udaljenosti i slinosti prestaju da budu validne. Zato se preporucuje primena tehnika za redukci-
ju dimenzionalnosti, kao $to je Analiza osnovnih komponenti (en. Principal Component Analysis), ortogonalna
linearna transformacija u novi koordinantni sistem sa dimenzijama poredanim prema opadajuéoj vrednosti vari-
janse. Iako se nakon toga dimenzionalnost sistema lako redukuje zanemarivanjem komponenti sa malim uticajem
na ukupnu varijansu, pokazano je da ovaj pristup ne daje smislene rezultate ukoliko podaci ne prate Gausovu
raspodelu. Kao alternativa, preporucuje se koris¢enje principa Dekompozicije singularnih vrednosti (en. Singular
Value Decomposition). Proizvoljnu matricu A je, naime, skoro uvek moguée predstaviti u obliku A = UAVT, pri
¢emu je A dijagonalna matrica pozitivnih singularnih vrednosti poredanih u opadajuéem redosledu, U matrica-
kolona sopstvenih vektora AAT, a V matrica-kolona sopstvenih vektora A7 A.

Ukoliko prvi pogled na podatke nagovesStava mogucu separabilnost prema parametru od znacaja, korisno je
primeniti neku metodu klasterizacije radi grupisanja taCaka koje su dovoljno udaljene jedne od drugih prema
utvrdenoj meri slicnosti. Jedna od najpopularnijih metoda particionisanja podataka je algoritam k-srednjih vred-
nosti, dodeljivanje elementa jednom od disjunktnih podskupova definisanih centroidom A. Funkcija koju je po-
trebno minimizovati u ovom procesu optimizacije predstavlja sumu rastojanja svih ¢lanova grupe (klastera) do
odgovarajuéeg centroida:

k
E=>"%"d(@n,\), ®)

1 nes;

gde d oznaCava odabranu meru rastojanja.

3. Pristupi formiranju sistema preporuke

Kao $to je navedeno u uvodnom poglavlju, osnovna podela sistema preporuke je na sadrinske i sisteme
saradnje. Sadrzinski sistemi (en. content-based) skladiSte informacije o objektima koji odlaze na preporuku, a
zatim ih koriste za procenu njihovih zajednickih osobina i medusobne sli¢nosti, kao i sli¢nosti sa preferencijama
korisnika (koje se takode izraZavaju podskupom osobina iz domena proizvoda). Prednost ovih sistema je u tome
Sto daju rezultate nezavisno od ponasanja ostalih korisnika, i omoguéavaju preporucivanje objekata koji pretho-
dno nisu bili ocenjeni. Analiza sadrZaja je kod njih ipak jako ogranicena, pa su zbog toga u stanju da preporuce
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jedino objekte koji su sli¢ni postojecim, ali ne i ostale sa dobrom ocenom.

Sa druge strane, sistemi saradnje (en. collaborative filtering) povezuju profil aktuelnog korisnika sa njemu
slicnim prethodnicima tako $to mu predlaZzu njihove preporucene sadrZaje koje on nije pogledao. Pretpostavka je
da ¢e korisnici sa slicnim ukusom u proslosti pokazivati tu slicnost i ubuduce, i zbog toga ovi sistemi obuhvataju
sve vrste proizoda iz korisni¢kog profila, bez obzira na njihovu medusobnu sli¢nost. Ipak, kod novih objekata i
korisnika imamo problem ,,preskakanja”, zbog nedovoljne koli¢ine informacija.

Osim ove podele, zna€ajno je znati da li je odnos sistema prema korisniku aktivan ili pasivan, to jest da li su
ulazni korisni¢ki podaci preuzeti implicitno na osnovu nekih drugih akcija, ili popunjavanjem unapred odredenih
i ograni¢enih formi. Veéina metoda koje se baziraju na kombinovanju navedenih pristupa se naziva hibridnim.
Kombinacije mogu nastati uzimanjem srednje vrednosti izlaza razliCitih algoritama ili linearne kombinacije istih
sa tezinskim faktorima, zatim smenjivanjem preporucenih izlaza prema unapred utvrdenom redosledu dok se ne
dobije rezultat zadovoljavajuée preciznosti. Formiranje sistema sa podacima datim u poglavlju 1.2. ¢e upravo
biti bazirano na principima kako sadrzinskih tako i sistema saradnje, Sto rezultuje preciznijim preporukama za
potencijalno potpuno nove i neocenjene proizvode.

4. O Bajesovim mreZama

Potreba za koris¢enjem verovatnoca proizilazi iz nedostatka potpune slike o ishodu dogadaja, gde nam sa
druge strane iskustvo dozvoljava da pretpostavimo neko ocekivanje sa odredenom dozom sigurnosti. ReSavanje
problema sa kojima se covek svakodnevno susreée zahteva izvodenje niza uzro¢no posledicnih veza nad skupom
mogucih ishoda. Skup takvih veza se moZe vizuelizovati mreZom (grafom), pri ¢emu je svaka pojedinacna veza
jednoznacno opisana tezinom koja ozna¢ava meru njenog uticaja na sistem.

Bajesova mreZa predstavlja graficki model verovatnoca, prikazan usmerenim acikli¢nim grafom, koji odre-
duje transformaciju zdruzene raspodele verovatnoée V = { X1, Xo, ..., X,/ u skup lokalnih raspodela verova-
tnoce, pri cemu se svakoj promenljivoj dodeljuje tacno jedna raspodela. Njena struktura se definiSe ¢vorovima i
skupom usmerenih linija, tzv. granama. Cvor se u mreZi obeleZava imenom odgovarajuce promenljive upisanim u
krug, dok grane prikazuju zavisnost izmedu promenljivih, sa strelicom koja nam ukazuje na to koji ¢vor direktno
utice na koji. Struktura aciklicnog grafa obezbeduje da nijedan ¢vor ne moze biti svoj prethodnik (ne postoji
direktna putanja unazad do njega) ni sledbenik (direktnim kretanjem unapred nije moguce vratiti se u isti ¢vor).

Svaka promenljiva u Bajesovoj mreZi, zajedno sa odgovarajuéom raspodelom verovatnoce, zavisi iskljucivo
od svojih nesledbenika u grafu, za definisano stanje svojih prethodnika. Ova Markovljeva osobina se Kkoristi za
veoma znacajno redukovanje broja parametara kojima je opisana raspodela verovatnoe promenljive. Tako, za
datu strukturu S, raspodela ima faktorizovan oblik:

p(x) = [[p(Xi | pas), ©)
i=1

gde sa pa; obeleZavamo skup prethodnika ¢vora X;. Lokalna raspodela ¢vora koji nema prethodnike naziva se
pocetnom (apriornom). Uz datu strukturu koja predstavlja kvalitativni opis sistema, potrebno je kvantitativno de-
finisati i njegove parametre, upravo procenama navedenih lokalnih raspodela verovatnoée p(X; | pa;). Iako je
u ovom koraku, u slu¢aju potpuno povezanog grafa, potrebno definisati 2’ — 1 vrednosti, struktura usmerenog
acikli¢nog grafa dozvoljava potpun opis modela sa svega n + 2m verovatnoca, po jednom pocetnom za svaki
¢vor i po dvema za svaku uzro¢no-posledi¢nu vezu, u slucajevima pozitivnog i negativnog ishoda.

Ukoliko je raspodela Bajesove mreZe izvedena kao u (9), tj. ukoliko je jasno vidljiv pojedinacni doprinos
¢vorova, moguce je uraditi evaluaciju svih potencijalnih linija zaklju¢ivanja metodom marginalizacije. Potvrdu
konkretnih rezultata mozemo dobiti na dva nacina: propagacijom unapred (prediktivna podrska), koja je zasno-
vana na analizi stanja u ¢vorovima prethodnicima, i propagacijom unazad (dijagnosticka podrska). U velikom
broju prakti¢nih postavki, Bajesova mreZa je dobrim delom nepoznata i potrebno je obuciti je na osnovu poznatih
podataka, te na osnovu iskustva i poznatih veza uraditi procenu topologije grafa. Obucavanje mreZe je znacajno
teZi zadatak od estimacije samih parametara, a najvecu prepreku predstavlja parcijalna opservabilnost u slucaju
skrivenih ¢vorova ili nepotpunih skupova podataka.

4.1. Kreiranje preporuke preko Bajesove mreZe

Radi lakse interpretacije potpuno definisanog sistema predstavljenog u poglavlju 1.2., potrebno je za pocetak
usvojiti skup linearnih relacija medu opisanim izvorima informacija kao F' — I — U — V', gde je prva relacija
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opis objekta njegovim osobinama (u datoj mreZi se manifestuje preko grana koje povezuju konkretnu osobinu
iz predodredenog skupa i odgovarajuéi proizvod), druga baza ocena, a treca definiSe vezu konacne predikcije
aktivnom korisniku sa glasovima njemu sli¢nih korisnika. Veze izmedu korisnika bi, logi¢no, trebalo modelirati
usmerenim granama u samoj mreZi koje dobijamo kao rezultat algoritma obucavanja. PoSto su te veze u ovom
slucaju uzajamno simetricne, a ciklicne strukture nisu dozvoljenje u topologiji Bajesovih mreza, skup V se for-
mira na osnovu udruzenih glasova. Cvorovi V = {Vi, Vs, ..., V,,} ée biti iskoriiéeni za estimaciju raspodela
verovatnoce glasanja, pa ¢e vrednosti koje uzimaju biti iz istog domena kao i U, {0,1, ..., #r}.

Slika 2. Topologija Bajesove mreZe sistema preporuke

Skup prethodnika ¢vora V, , P,(V,) se moZe odrediti analizom baze glasova R. Skup Ce sadrZati korisni¢ku
promenljivu U, € U, ukoliko je zakljuceno da zadovoljava grani¢nu meru sli¢nosti sa U, i njenim dodavanjem
ne prelazimo maksimalnu dozvoljenu veli¢inu skupa. Preporuceno je koris¢enje modifikacije Pirsonovog korela-
cionog koeficijenta iz (6):

sim(Uy, Up) = —=2 , (10)
2 (ray —7a)? 2 o(re; — 1)?
J J
gde 7, predstavlja srednju ocenu korisnika U,
= . O (i
Ta = 7TDH 77737 Ta,k,
[ Pa(U,) | *
IxyePa(Uy)

uz napomenu da se sumiranje po j vr$i samo nad objektima za koje su oba korisnika a i b glasali, tj. za elemente
skupa P, (U,) N P, (U,) date mreZe.

5. Estimacija parametara Bajesove mreZe

Nakon formiranja strukture Bajesove mreZe, potrebno je pristupiti podacima iz datih tabela radi procene
parametara, uslovnih verovatnoc¢a od znacaja za dati model. I dok je za prvi nivo to lako uraditi, i to prostim li-
nearnim sumiranjem nad granama odgovarajuceg ¢vora, dalje se racun komplikuje. Radi efikasnosti, preporucuje
se upotreba kanoni¢kog modela verovatnoéa. Za dati ¢vor X; u stanju j i sa konfiguracijom prethodnika pa(X;),
verovatnoca se predstavlja sumom:

Pr(zi; |pa(X:) = Y w(yrs i), (12)
Yir€EPa(X;)

gde je yi,; vrednost koju promenljiva Y, uzima iz konfiguracije pa(X;), a w(yx 1, z; ;) teZinski faktor koji odre-
duje kako /-ta vrednost Y}, opisuje dato stanje ¢vora. Pri tome, moraju biti zadovoljeni uslovi normalizacije:

wlyk,,zi) =20, > wlyk, i) < 1. (13)
YkEPCL(Xi)
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Sve teZine se mogu proceniti na osnovu vrednosti iz postojecih tabela slede¢im algoritmom:
1) Za svaku osobinu F}, kao ¢vora koji nema svoje prethodnike, Pr(fy 1) = ni/m, Sto predstavlja koli¢nik
broja pojava osobine u skupu i ukupnog broja proizvoda, pri ¢emu je Pr(fr o) = 1 — Pr(fi,1). Iz tabele 1 na
ovaj nac¢in mozemo da izratunamo i Pr(fz1) = 0.2, Pr(fs,1) = 0.4, ...
2) Za ¢vor proizvoda I, obzirom da se radi o reprezentaciji promenljive sa dve vrednosti, potrebno je definisati
samo tezinske faktore za Pr(i; 1 | pa(I;)) zbog toga Sto vazi jednakost Pr(ij o | pa(I;)) = 1—Pr(i;1 | pa(l;)),
i to kao:

log((m/ng) +1)

L ) = g M) (14)
w(fk,077;j,l) =0
pri ¢emu M([;) = Z log((m/ny) + 1)/log(m + 1) predstavlja normalizacioni faktor za dati &vor.

FrePq(I;)

Pomenuti izraz log((m/ni) + 1)/log(m + 1) sluzi za odredivanje mere vaZnosti osobine proizvoda za ceo
skup. Sto vise ovakvih osobina postoji u skupu, veéa je verovatnoca da se i sam proizvod I ; Cesto preporucuje.
Gledaju¢i tabelu 2, neke od vrednosti su M (I;) = 2.447, w = (f1,1,%1,1) = 0.445, w = (f2,0,%1,1) = 0,
w = (f4’17i1,1) = 0.243, P?"(il’l | f1’1, fg’()7 f4’1) = 0.706.

3) Kod ¢vorova U meri se uticaj proizvoda I na Semu glasova odredenog korisnika U,. Ako je poznato da je
korisnik dao ocenu r, ; = s, 1 u zavisnosti od toga da li konfiguracija prethodnika proizvoda pa(U,) ukazuje na
interesovanje korisnika ka objektu ili ne, tezinski faktori su odredeni sa:

w(ik,1,Ua,s) = 1/ | Pa(U,) |,
Wik 1,Ua) = 0,t # 5,0 <t < #r,
w(ik0,Ua0) =1/ | Pa(Uy,) |,
W(ik,0, Ua) = 0,1 <t < #r-

15)

gde je | pa(U,) | ukupan broj glasova koje je korisnik U, dodelio. Za pa(Uy) = {i1,1,12,0,%4,0}, gledajuci
ponovo podatke iz tabele 2, vrednosti raspodela su Pr(ui g | pa(U1)) = 0+ 1/3 + 0, Pr(ui | pa(U1)) =
0+0+1/3, Pr(uis | pa(Uy)) =1/3+0+0.

4) Na kraju je moguce do¢i do konacne procene ocene V, koja se dodeljuje korisniku, odvojenom analizom
tezinskih faktora kojima korisnik U, doprinosi oceni od onih koji su uzeti od sli¢nih korisnika U, € pa(V,), pa
vazi da je:

w(ua,sa ’Ua,s) =«

16
W(Uqg,s5,Vq,s) =0, # 5,0 <t < #r. (16)

Za0 <t,s < #r:

_1-a N, vas)+ Bgs
| Pa(V,) | =1 N(upy) + 8

gde 0 < a < 1, na nacin takav da je za vece « veca i teZina koja se dodeljuje prethodnim glasovima samog kori-
snika. Vrednost N (uy ¢, vg,s) 0znacava broj proizvoda iz skupa Pa(U,) |J Pa(Uy) koji su od korisnika A i B do-
bili ocene s i f, respektivno. 5 i g5 su parametri pocetne raspodele ocena, a teZine w(up, ¢, Vq,s) SU proporcionalne
maksimalnom posteriornom (MAP) estimatoru Pr(vg, s, up,¢). Na primer, za parametre o« = 0.5, 5 =1,¢ = 1/3
i podatke iz tabele 2, uz konfiguraciju pa(V1) = {u1 2, u2,0, U3 1,u4,1}, raspodele verovatnoca za V; iznose:

w(”b,h”a,s) 5 (]7)

Pr(vig | Pa(V1)) = Pr(vi | pa(Vi)) =0+ 0.02 4 0.06 + 0.03 = 0.11,

(18)
Pr(vis | Pa(V1)) = 0.5+ 0.12 + 0.05 + 0.11 = 0.78.

U cilju dobijanja konacne predikcije korisnosti nepregledanog sadrZaja korisniku U, potrebno je za 0 < s <
#r odrediti verovatnocu:

Pr(vgs | ev) = Z Pr(va,s, Fi, I, U; | ev). (19)
FIU
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Posto se u datom primeru svaki ¢vor formira nezavisno od prethodnog sloja, pri ¢emu su prednosti kanonic¢kih
modela za raspodele uslovnih verovatnoca mreze uspesno primenjeni, konacne verovatnoce se najefikasnije mogu
dobiti algoritmom propagacije nadole. Bez detaljnijeg izvodenja, ova verovatnoca je odredena slede¢om sumom:

ly,
mxs ‘Yj

Pr(zgs | ev) = Z Zw(yj,k>$a,s)P7"(yj,k | ev). (20)

j=1 k=1

6. Zakljucak

Kreiranje efikasnog sistema preporuke za odredenu oblast zaista nije lak zadatak. Cak i kada je u potpunosti
baziran na povratnim informacija od korisnika, ne postoji garancija da ¢e se konacni rezultat obrade korisniku
zaista svideti. Ovaj rad Citaocu daje postupan prikaz jednog vizuleno-matematickog pristupa reSavanju opste
grupe problema stvaranja preporuke Bajesovom mreZom, uz primenu odgovarajuéih mera validacije i pripreme
podataka koji figuriraju kao ulazne promenljive sistema. Izvedene formule za procene teZina afiniteta pojedinih
aktivnih korisnika vode ka boljem upoznavanju neocenjenih proizvoda i postavljaju okvir za adaptaciju sistema
potpuno novim i neispitanim korisnicima i proizvodima. Kao moguce nadogradnje, rezultate iz ovog rada je
potrebno testirati na odabranim specijalizovanim oblastima u kojima preporuke imaju vidljiv komercijalni po-
tencijal, a zatim i postaviti okvir samoobucavajuéeg adaptivnog mehanizma koji brzo reaguje na priliv velike
koli¢ine novih informacija preko interneta.

Zahvalnica. Motivacija za pisanje rada je potekla iz istraZivackog projekta sa prve godine doktorskih studija
modula Primenjene matematike na Elektrotehnickom fakultetu u Beogradu, u saradnji sa profesorom Zeljkom Pu-
rovicem, kome se zahvaljujem na struc¢noj pomoci i korisnim smernicama. Veliku zahvalnost na podrsci i saradnji
u prethodne dve uspesne godine doktorskih studija dugujem i svom mentoru, profesoru Nenadu Cakicu, kao i
profesoru Zoranu Popovicu koji je procitao rad pre publikovanja i ukazao mi na njegove nedostatke. Ovim putem
bih se zahvalio i roditeljima Mariji i Nenadu, bratu Aleksandru, bliskim prijateljima i kolegama na ohrabrenju
za nastavak studija. Na kraju, izrazavam neizmernu zahvalnost supruzi i koleginici Milici na brojnim pregledima
ovog rada, strucnim sugestijama, kao i na razumevanju zbog vremena provedenog na izradi istog.
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Ancrpakr. Crartuctuka IpeicTaBiba 3HAYAjaH NEO MOLEPHUX HAYYHUX WCTPAKUBAKA W3 PA3IMIUTUAX OOJIACTU.
MebyruMm, uecro moma3u 1m0 meHe morpemse ynorpebe, 6uiao 360r HesHama niau u3 Hamepe. Ha oBaj mauwn mobujajy ce
[IOTPEIIHY PEe3yJITATH, CTBAPA]y Ce Ja)KHA MCTPaKUBAma M TPOLIE NParoneHu pecypcu. Y roaumko nqobe mo oGjase pana
KOJU CAIPKU MPELIKY ¥ CTATUCTAYKO] aHAJN3U, HETATUBHE IIOCJIEUIE MOT'Y OCETUTH U UCTPAKUBAY, UAJU CE KPeIUOUINTEeT
[OBOIM y IMUTaH€, U YATAOUU KOjU Te MH(pOopManuje Ha nabe KopucTe u ynorpebmasajy. Ilopen rpemara koje ce jaBibajy
KAO0 MOCJIe U He3HAKA WIIN HeNasKi¢ NCTPAKIBaYa, IOCTOje U ,,HaMepHe rpemke” . VcrpakuBau Moxke na 3710ynoTpetu
CTATHCTUKY TAKO na nobuje pe3yrarare Koje skean. Y pangy Cy IPUKA3aHU IPUMEDPU I'DEIIaka CTATUCTUYKE AHAJIN3E ¥
1y 6JIMKOBAHUM PAaIOBUMa U IPUMEPU 3J0YIOTpebe CTAaTUCTUKE.

Kipyune peumn: craTucTrKa; I'PEIKa; 3J0ynoTpeda.

1. ¥YBon

Crarucrukal je Mana mayka, ams koja je jom y Bpeme Crape I'puke uMasia CBOjy HEIPUMETHY
¥ HAM3IJIeq MoApa3yMeBaHy IPUMeEHY, Koja Tek 1933. nobuja cBoje nmpusHame Kao nocedHa HAYYHA
AUCHUIINHA MaTeMaTrke. [IpBOOUTHO je craTuCTUKA UMAJa YIOrY y IPUKYIBAKY I0JATAKa KOjU
cy Omiz OJ BeJIMKe BayKHOCTU 3a Np:kaBy (HOMMC CTAHOBHUIITBA, BOJHE OLPEME, IONUC YMPJIUX OJ
Kyre, UTH.), NOK HaHAC H-€Ha yJora W IPUMeHa ce MaHU(eCTyjy y DPEeJATUBHO CBUM HayKaMa TIe
j€ HEONXOMHO M3BPIIUTHU 3aKJbYyUYMBAHKE€ O UMTABOj MOMYJAIMjU HA OCHOBY Y30DKa U3 IOIYJAIUje.

Ilamac perko kKoja HayuyHa 00JaCT HE IPUMEHYje CTATUCTUKY. Y TOPENO ca AOCTUTHYy huma u
pas3BojeM MHOOPMAIMOHUX TEXHOJIOTUja, Pa3BLjajla Ce U CTATUCTUKA, IPBEHCTBEHO 300r noBehane
Op3uHe IpUKyIJ/bamka IonaTaka 1 AeTaJsbHUje U noy3nanuje aHanuse. Ilocroje MHOro6pojHN codr-
BepU KOjU KaO IPUMAPHY YJIOTY MMajy CTATUCTUYKY obOpany momaTaka, kao mro cy R, SPSS
u SAS, anu m copTBepu UMja IpUMapHA yJOra HHjEe CTATUCTUYKA aHAJIW3a, Al KOJU UMajy
yrpabene makere 3a CTaTUCTUYKY OOpamy momaTaka kao mrTo cy Microsoft Excel, MatLab u muoru
Apyru. Ycien mojaBe ,,KOPUCHUYKA HACTPOjEHUX CTATUCTUYKUX COPTBepa, TAe KOPUCHUIM Oe3
IIO3HAaBama €eJIeMEHTAPHUX OCOOMHA, UMIHEHUIA ¥ METONOJIOTUje CTATUCTUKE, MOTLY na U3BEILy
onpebene 3akbyuke OGasupaHe Ha y30pKY M3 NOIyJaldje, ydecTaluja je MojaBa rpemaka Ipu
CTaTUCTUYKO] AHAJIU3U.

I'pemke mpy CTATHCTUUKO] AHAJM3M HUCY peTka mojasa. Y [3] Mory ce mponahm nsane-
ceT HajuemnNuxX yOYEHMX TpeIlara IPU CTATUCTUYKO] AHAJIU3U Yy OMOMETUIIMHCKUM UCTPAKUBAH-
juma. IIpema [1], Harnamasa ce 3a0pUHYTOCT Ha BelIWKM OpOj IyOIMKOBAHUX DagOBa CALPIKE
6ap jemny rpemky craructuuke npupozne. CmaTrpa ce ma BepoBaTHONa nma pesyiTar CTaTHC-
TUYKOT 3aKbydMBama Oyle KOPEKTAH pacTe YKOJIWKO IMOCTOjU HEKOJMKO WHIAUIMja O KOPEKT-
HOCTU CaMOT MCTPasKuBama. [10KeJbHO je Ja MOCTOje MCTPaKUBabha HA KUCTY WM CIUYHY TEeMy,
CIIeIjajiHa KOHTPOJIA MPUMEHEe CTATUCTUYKUX TECTOBA HAJ OICEPBAIMjaMa, KOPEKTHA U IIPENU3Ha
Ipe3eHTalyja OeCKPUNTUBHUX CTATUCTUKA, Ca [JIABHUM [OUJ/BEM PEATU3ANNje BAJIUIHUX CTATUC-
TUYKAX 32KJbYYaKa.

YKoamuKO ce, mak, o0jaBu pam KOjU CAIpP:KM HEKY T'PEIIKY, MOCIEeIUIe MOTY na Oymoy eHOpMHEe
u HeHagOKHamuBe. McrpaskumBad rybu CBOj KpeAMOMIUTET, OOK IEJIOKYINHO KUCTPAKUBAKE, CBU

! Tobuna je HA3UB O UTAJUjAHCKE DEYU Sfalo, ITO 3HAUU AP:KABA.
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IBEHU PEe3yJITaTU W 3aKJBYyUlN, ce mporiamasajy HeBadauoauM. OBaj pan ce cacToju u3 HEKOJIUKO
ceknuja. Y APYroj CEeKNuju Cy MpUKa3aHe Hajuemne Iperike CTATUCTUYKE IPUPOAe KOje Cy Ipe-
crasmene y pamnosuma [1, 10]. ¥ cexnmju Marepujanu u pe3yiraTu OIpUKa3aHe Cy TPEIIKe YOUeHe
OZ CTpaHe CaMUX ayTopa M3 CKyIa YacOIMCca HaJ KOJUM je BPIIEHO UCTPaKUBAILE.

2. Hajuenrthe rpemike

He mocroju monpydje ucrpaskuBama rie HUje MOryle HAUMHUTU TPENIKY MPU CTaATUTUYKO]
aHamm3n. ['pemke ce Mory jaBuUTM y Ppa3ianduTUM ¢a3aMa HUCTPAKUBAWKA: NPU IU3AjHY WC-
TPaKUBAYKE CTYOWje, aHAJU3W MOJaTaKa, IPU MPE3eHTANU]U KAa0 U IIPU WHTEPIPETAIU)U Pe3y -
tata. [Ipemmaske ce IpuCyCTBO U KOHCYJITAIMja Ca CTATUCTUYAPEM y CBUM (azaMa UCTPaKABAA
KAa0 IPeIyCJIOB KOPEKTHE U MOy3JaHe CTATUCTUYKE aHaau3e, npeMa [1]. MebyTum, ucrpakusaun,
na 6u mobuau pesyJsiTaTe KOju OArOBApajy HBUXOBUM OUEKUBAWKMUMA, JAKO MOTY Ia ,,HaMecTe” Immo-
natke. Tako Hacrtajy ,,mHamepue” rpemke. la 6u ce cmpeynsio TAKBO HEJOJIUUHO MOCTYIAHKE MPeI-
Jaxke ce na, IpU clamy pajta y YacoluC, VjeHO MOmAaJby M OPUTMHAJIHE IONATKe, IITO HajJemhe
Huje cayuaj , u3 muop. [7, 4]. [lopen npeacraBmpama CTATUCTUYKUAX METONA y PALy, HEONXOIHO je
oMmoryhurtu ynraoly opurrvHaJHe NOJATKE HAA KOjUMa je M3BPIIEHO CTATUCTUYKO 3aKJbYUUBAE
CBe y IUJby MOHOBHOT MOTBpDuBama pesyarara.

Hajuemhe rpemrke koje ce jaBibajy Opu caMOM AM3ajHy CTyAWje jecTe Oa HUJBEBU MC-
TpaKUBaka HUCY jaCHO Ne(@UHMCAHM, a CAMUM TUM UM WHUANU]AJHE CTATUCTUYKE XUIOTE3€ HUCY
jacuo me¢uuucame. Hayununu decTo morpemso omabepy KOHTDPOJHY Tpyly (FPyIy MCIUTAHUKA
yV EKCIIEPMMEHTAJIHOM HCTAPa:KUBaBy KOja je JWIIeHa YTUIaja eKCIEPUMEHTAJHE BeJINYMHE U
KOja MMa yJIOTY KOHTDOJIe yTHIAja BeJWduHe Koja ce Haariena) HeyBubajyhu na mapymasajy
I[EJTOKYIIHY KOPEKTHOCT UCTPAKMBAIHA.

[Ipoct cayuajan y3opak nNpencTaBiba OCHOBY 3a KOPEKTHY U HMOY3JaHy NPUMEHY MHOTOOGPO-
JHUX CTATUCTUYKUX METONA, CTOra aKO CE y WUCTPaKUBAKDY HAPYIIM OBA MPETIOCTABKA CTATUC-
TUYKO 3aKJ/byYMBaI€e IIOCTAaje HEOCHOBAHO, a caMuM TuM 1 Heynorpebsmuso. HempucrpacuocT je
ocobuHa KOja MpencTaB/ba jeAHAKy BepoBaTHONyY omabupa CBaKOr HOjeIUHAYHOr UJIAHA IOILY-
Janyje y y30pkry. YecTto HaydHWIN HE Pa3jMKyjy IpUCTpacaH W HempucrpacaH yszopak. Crmenu-
jaaHa 00JIaCT CTATUCTUKE KOja ce 0aBu 01abUpPOM y30DKa Y UCTPAKUBALY 30BE CE TEOPUja Y30PKA
[8]. Y3opak, mpe cBera, MOpa ma PeNpe3eHTyje UMTaBy MOMYyJAIjy, Te Ceé TaKaB y30pPaK 30Be
penpe3eHTaTUBAH y30PaK. Y KOJIMKO TO HUjE CIydaj, KaKeMO Ia je y30pakK HepelIpe3eHTATUBAH.
WcrpakuBaum yecTO HUCY CBECHU Ia MOTPENIHO Oupajy y30pak, Harjamasajynu ma cy m3abpaiun
y30pakK MOroJaH 3a HUXOBO UCTPAKUBAKE, IITO je, Y HAjMamy PYKY, ABOCMUCIIEHO.

[MprnuroMm aHaIm3e moJaTaka y UCTPAKUBABLUMA HEPETKO Ce IPUMETH HEePa3yMeBame IpeMa
omabupy craructuukor tecrta, u3 [1, 4]. Hayunumm Ge3 TecTupama IPETIOCTAB/EHE HOPMAJI-
HOCTH, I'Pa(QUYKA UIN IPUMEHOM JUPEKTHUX (OPMATIHUX TECTOBA HOPMAJIHOCTU, IPETIOCTABILA]Y
a BUXOBU MOAAIM MOTUYY W3 IOIyJanrje ca HOPMaJHOM pacmomgesoMm. CaMuM TUM, WHTEPBAJIA
[IOBepema 3a BPEAHOCTH IapaMeTapa obesexkja MOIMyaanyje HACY TaYHU, CTOTa AUPEKTHA HOCJIIEI-
UIa je HEBAJUAHOCT CBUX TE€HEPUCAHUX CTATUCTUUYKKUX pe3ynarara. CBakum Tect mma oapebhene
IPEeTIOCTaBKe Koje Mopajy ma Oyay 3amoBoJbeHe Ha Ou MeTOHOoJIoTHja TecTta Ouia Baskeha, crora
Te HPETIOCTaBKe Mopajy OuTum mcTtakHyTe W HOTBpDhHeHe. YKOJIMKO HPETIOCTABKE METOHOJIOTHjE
KOjy TeCT KOPUCTU HUCY UCIYH€HE OHa HEMa CMUCJIa NHTepIpeTuparu pesynrare tecta. CraTuc-
TUYKM TECT Cce Oumpa y 3aBUCHOCTU OX BPCTE Bapujabin, HOPMAJHOCTA OobOesekja IMOMyJanuje,
HE3aBUCHOCTU U O0UMa y30pKa U APYTUX IPETIOCTABKU.

[Mopebemem y3opaka m3 pazanuuTUX DOIYyJIAIMja YCIEA HEHOTIYHUX U HEUCIYIEHUX HPET-
IOCTABKU HAMJIA3UMO Ha MPOOJIeM HArOMUIIaBama I'PEIIKe IPBE BPCTE, IMITO UMa HEOCIIOPAH yTUILA]
HA KOPEKTHOCT CTATUCTUYKOT 3aK/byJYnBama, Ha OCHOBY [1].

UecTo ce mecu ma ayToOpu MOTEKY 3a TECTOBMMA KOjU HUCY YECTO MPUMEHUBAHU Y HPAKCH, &
[la He UCTAKHY HBUXOBE OCOOMHE U MPETIOCTaBKe MO KOjUMa BpIIe CTATUCTUYKY aHauausy. Taxkobe,
HENOTIIYHEe U HeoxpeDeHe BPENHOCTU Ce JIAKO UTHOPWUILY WM 3aMEHBY]y BPENHOCTUMA KOje CMa-
Tpajy mpukiamEuM, 6e3 mperxomHor objammena, npema [3].

[Momamm mory ma mocenyjy KBaHTWTATWBHA WM KBaJUTATUBHA CBOjcTBa. Hekanma ce kBaH-
TUTATUBHE BEJUYMHE MOTY MOCMATPATA U KAO KBAJUTATUBHE, M OOPHYTO, NOK IIOCTOjU M3BECHA
jemHo3HAUYHA KOpecmoHmeHnuja m3Mmebhy mux. MebhyTuMm, HEOTXOTHO je jaCHO HA3HAYUTU KOJjU CYy
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KPUTEPUjyMU TpaHCchopMaIuje IoJaTaka, HHaYe BeoMa JIaKO MOxe fa Johe 1o rpemku koje nMajy
yTULAj HA NAJbU HANPENAK UCTPaKUBama [3].

Henocrajyhe BpennocTu cy Beaumku nmpobJiieM y MCTPaKUBAYKOM pany. V3 HajpasaudauTujux
pasjora Opoj olcepBallja HUje UCTU Ha IOYETKY UM Ha Kpajy UCTpakuBaudke crymauje. Taxobe
ce HepeTKO memaBa na onpebenwy monmamy Oynxy mporJamieHu ayTiajepuMa u O0yay M30CTaBJ/bEHU
u3 crymuje 06e3 komenTapa. CBe TakBe ciaydajeBe Tpeba ypemHo MOKYMEHTOBATH 300r Ipe-
[OCTPOKHOCTUA M HUBOA KBAJIUTETA CTATUCTUUKE AHAJM3E.

YKOJIMKO MOCTOju mapamMeTapCKa M HelapaMeTapCKa Bep3uja HEKOI CTATUCTUYKOD TEeCTa,
HEONXOIHO je HAIJIACUTU KOja Bep3uja je KOPUIINEeHa U KOje Cy WHUIMjaJIHE IPETIOCTABKE TECTA.

[Ipesenranuja npencrasmba BeoMa OuTaH neo ucrpasknpama. Llusm npesenramnuje je na ce yuec-
HUIM YIIO3HA]y Ca CAMUM UCTPAKUBAKEM, H-eTOBUM DE3yJITATUMA U IUJHEBUMA.

HajmoznaTtuje necKpUNTUBHE CTATUCTUKE CY APUTMETUUKA CPEIUHA U CTAHIAPIHO ONCTYIANE.
Mebyrnm, oBe Mepe najy aneKBaHTHE U NOBOJbHE UHPOPMAIMjE O PACIONETIN CAMO aKO je y IUTaAHKY
HOpMAaJHa pacnomeia. Komn HopMmaJHe pacnomesie, Ha OCHOBY 30 IpaBuia, IpubamiHo 68% momy-
Jlanuje ce HaJIa3u Ha yIOAJLeHOCTU OJ jeqHE CTaHAAPIHE NEeBUjallrje Ol apUTMETUYKE CPEIUHE, OKO
95% wa nmBe crammapmHe meBujarnuje m oko 99% ma Tpu crammapaHe nesujanuje. [IpaBuio 30 He
BayKM KOJ[ MOIyJIallja KOje HEMAjy HOPMAaJIHY PACIOAENy. 3aTO, YKOJIUKO CE€ KOPUCTE APUTMETUUKA,
cpeIuHa M CTaHIAPAHA NeBUjalUja Kao jeAUHEe NEeCKPUITUBHE CATUCTUKE (DYHKIUje pacromuese
V30pKa, Tpeba mPOBEPUTH Aa JIM paclodeia obeserxkja 3aI0BObaBa YyCIOBE HOPMAJIHOCTU. Kako,
y OMIITEM CJIyYajy, MOAAIM UYECTO MOTUYY M3 MOMyJaluje ca PACIOoAesoM obeserkja MOMEPEHOM
yaeBo (ymeCHO), IOKa3aTebl Kao IMTO Cy MeINjaHa, MHTEPBAJ Bapujalrje U MHTEPKBAPTUIHA Da-
3/IMKa YEeCTO IPeNCTaBibajy 0oy m300p 3a mobujame mHPOpManMja O pacuomenu obenexja. Y
TAKBUM CHUTyalUjaMa, y PEeNy je NPUKA3aTHU U apUTMETUYKY CPeIuHy, aju 0e3 craHmapIHe ne-
Bujanuje. ApurMeruyka cpenvHa HUje modap mokasaresb M y CIydvajy jako MaJior y30pka. Jomn
jeman mpobieM ca CTaHIapAHOM IOEBUjAIVjOM MOMKE Ha HACTaHE YKOJIUKO Ce 3aMEHU Ca CTaHIapI-
HOM TPEIIKOM Cpehe BpenHocTu. Kako je cranmapaHa IPemka Cpelimhe BPeIHOCT YBEK Mamba Ol
CTaHIApIHE AEBUjallldje, HEKM UCTPAKUBAYUM je HABOME YV NUJLY MPUKA3UBAIA MAaMme OUCIEP3Uje.
Mebytum, crapmapana Tpenika HUje NEeCKPUNTUBHA CTATUCTUKA.

IIto ce Tuue p BpemmocTu, OOMHE je HATIMCATHU KOja je Omia TadHa p BPEOHOCT, HETO YV DALY
npencrasuTtu o3Hare p > 0,05 uau p < 0,05. Yronmko je, Ha npumep, p Bpenuoct 6buisa 0,049,
Ta nEGOpManMja je MHOrO caap:kajuHuja Hero p < 0,05. M3y3erak je yKOJIMKO je p BPEAHOCT jako
MaJa, Taxa caMmo Tpeba HanucaTu 1a je Mama ox Heke made Bpeanoctu (p < 0,001). Huje nosomuO
NPUKA3aTHA CAMO p BpemHocT. [loxkesmHo je Hanmucatu u 6poj mapaMmerapa caobone, 95% unrepsad
[OBEpEemA Ka0 U BPEIHOCT TECT CTATUCTUKE TecTa Koju ce npumemyje ([6]).

Hema moTpefe mpuKA3MBATA MONATKE Ca CBUM [AeluMaiaMa Koje cy mosHare. IIpema [3],
Behuna mymu uaTyUTHBHO HajbOme pasyme OpojeBe ca jemaoMm 1o aBe mermmadte. Crora, nabpa-
jame mapuUxX JermMaJtia MO:ke caMo na 30yHu umraora. OBO HAPOUMTO BasKu YKOJIUKO Cy GpojeBu
PeNIATUBHO BEJWKN Y OOHOCY Ha Opoj menmMmasia. Takobhe, mpu pauyyHapCKUM CUMYyJIanujama, 0poj
menuMaJia He cMme butu Behu ox 6poja mrepanuja.

Muoru /by ou makie pasyMejy YKOJIUKO Cy MOAany rpa@uyKy IPUKA3AHA HET'O YKOJINUKO Cy AaTh
TabesapHO UM aKO CY TEKCTyaJHO objammmenu. Komuko rpaduyku nprkas Moske OUTH KOPUCTAH,
TOJIMKO MOXK€ UMaTU U IOTIYHO CYHPOTAH epeKaT aKO Ce HENPABUIHO KOPUCTU.

Jenan on HajmakmuXx HaYWHA Na Ce JAKHO NPEACTaBe IOJAIY je MeHmame 0Ca KOOPIWHATHOT
cucTeMa. Y TJIaBHOM, y-0ca je obenexkena on uyiae no Hajsehe Bpennoctu meby monamuma. Hekana
ce y-oca ckpahyje, Tako Ja He TMOYMWILE O HyJe, V MU/bY UCTUIaWmha pa3inka mMehy momammma. Y
E€KCTPEMHUM CJIydYajeBUMa OBa METOA MOKE A MAaKCUMU3WPa WIM MUHMMU3UPA DPa3jinke Mebhy
HojanyMa, ITo AOBOIA IO HealeKBATHOI pasyMeBama pasiuka usMmeby nomaraka (IIpumep 16).
I'padumm A, B nu C nmpuka3yjy ucre momaTke. Y KOJIUKO, HA IPUMEpP, X-0Ca IPEICTaBJha BpeME,
u3riaena Kao a ce mpoMeHa Opske mecumia Ha rpadury B, mero Ha rpadumuma A u C. Cabujame
y-OCe UMHU Ja Cy ce mpoMmeHe Hario mecuie. [loikesbHO je ma obe oce mMajy MHTEpBAJe jeqHaKe
Ly/KUHE.

Taxobe, rpadumu Mory ga Ipe3eHTYjy KUCTe IOoNaTKe, ajlll Cca Pa3JIMYUTUM BPEIHOCTUMA O3-
HauenuM Ha y-ocu (IIpumep la). Ha y-ocu ce manasze spenuocrtu 3,140% o 3,154%, nok Ha mecHOM
y-oca mouuie HyJsoM. Ha oBaj Hauma moOuja ce yTWCAK, Ha JIEBO] CJIWNN, A CY PAa3JUKE Y Ka-
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Mmarama orpomue. Ywru ce ma ramara y 2012. romgmau Bumectpykro Beha mero ramara y 2008.
TOOVHU, MAKO TO HUje CIydaj. Y KOIUKO UCTPAKUBAY sKEJIU Ha CKPATH OCY, HEONXOMTHO j& ma TO
Ha rpauKy 1 HarJacH.
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IIpumep 1. Ilpumep HemcmpaBHe mpe3eHTAIMj€ NECKPUITUBHUX CTATACTUYKUX aJIaTa.

Kopenamuja npencrasia mehycobry moBesanoct n3Mehy aBe BeaudumHe Koje Cy NPeACTABILEHE
BPEIHOCTUMA IBEjy MPOMEmWBUX. 10 3ampaBO 3HAYM N4 je BPETHOCT jeqHEe IPOMemUBe Moryhe
ca onpebenoMm BepoBaTHONOM mpemBmmeTM Ha OCHOBY BPEANHOCTU IApyre mpoMemuBe. I[Ipm Tow,
Ta Be3a MOKe OUTM NO3UTWMBHA WM HeraTwBHA. lIpmMepum KOpeIMCAHOCTH Cy KOJIWYMHA IIa-
IaBUHA W MIPUHOC yCeBa, YHOC CJaHe XPaHe M BUCUHA KPBHOI IPUTUCKA u apyro. Mebhyrtum, ko-
peJslanuja BeoMa JIaKO MOKE Ia Ce MHTEepIpeTupa morpemHo, ysubajyhu Bese uamely menopeszanux
BEJIMUMHA, 1 CAMUM TUM JIAKO [OJIA3U A0 CTATAUCTUYKUX IDemku. /leTasbHuje 0 OBOM IUTAKY MOKE
na ce mabe y [9].

3. Marepujanu u pe3yJjratu

I[Ipema rareropmsamuju gomahux HayYHMX dYacCONMUCa 3a APYIITBEHO-XYMAHUCTUYKE HAYKE
npeMa Jjuctr MwuHECTapCcTBa mpocBeTe Koja je objaBmena 2013. roawre, mocienma OOCTYIHA
n3nama Ha MHTepHeTy yaconmca us rpyne Ilcuxomoruja, nemaroruja, aHaparoruja 1 CIENNjaIHO
BaCIUTAH€ IPENCTABIbA]Y HOIYJIANN]Yy HA KOjOM je BPIIEHO UCIUTUBAK-€ (PPEKBEHTHOCTU I'DEIIaKa
HACTAJINX MPUINKOM CTATUCTUYKE aHAJIU3E. Y 3€TU Cy Yy 003Mp caMO YACONUCHU KOJU MMAajy HOC-
TyIOHA MOTIyHA [OCJIEARHA M3NAakha HA WHTEPHETY, M3OaTa 3aKbyYHO no okrobpa 2015. romwuue.
Panmose xoju cy canpskanu OniIo KakaB B IPUMEHEHE CTATUCTUKE CY IPErjeJaHu O CTPaHe
caMHuX ayTopa.

On yrynHO 22 yaconuca, camo 12 yaconuca uMajy JOCTYIHA IOCIeNHha N3aha Ha UHTEPHETY.
IIperanenano je 125 panosa, on kojux 39 pamosa canpsku craructuuke pesyarare (32.2%).

I'pemke koje cy yodene: 1) HemcupaBana npesexrauuja p spemoctu (10); 2) memcupasHa
Ipe3eHTANja NeCKPUNTUBHAX cTaTtucTuka (4); 3) HemcupaBHA NeCKPUNTHBHA aHanm3a (1).

NcroBerno kao y [6], HUjemaH panx He canpskn aHanam3y MONM, Tj. AHANM3Y HEONXOTHOCTHU
BEJIMUMHE Y30PKa y IUJBY aMEKBATHE IMOY3MaHOCTU CTACTUCTUYKUX DE3YJITATA.

[Tpukazahemo Heke mpuMepe CTATUCTUYKAX T'PENIaKa Koje Cy yOoueHe.

YecTo ayTopy KOPUCTE TPOAUMEH3UOHAJHE NECKPUITUBHE CTATUCTUKE T j€ TOBOJLHO HU-
XOBO IBOAMMEH3MOHAJHO IIPENCTaBbake. UM MOCTYIKOM ayTOPU MOACTUYY HEpPa3yMeBamhe Uu-
TAOIA KOjU HUCY yIyNeHu ca JAaTUM PaaOM U BErOBUM PE3yJITATUMAa NCTPaKUBama. [lao npuMepe
HABOIMMO TPOIVMEH3MOHAJHE XUCTOrpame u ,,nure”’ rae tTpeha muMeH3suja HE ,,HOCK HUKAKBY
nadpopmannjy (IIpmmep 2). Tarobe, y IIpumepy 3 ce Bumu na kopumlieme OBUX rpadura HEMA
cMucia, ¢ 003UpOM Ja He IPY:Kajy HUKAKBY MHOOPMAIU]Y.

Y TOKy mCTpaKuBama je HeomxomHo mpaheme obuma y30pka 300r aJgeKBaTHE CTATUCTUYKE
aHaJim3e. Y KOJUKO TMOCTOjU pa3juKa y TPBOOUTHOM OOMMY y30pKa HA MOYETKY UCTPAKUBAA U
0o0uMy y30pKa caryieJaHOr Ha KPajy CTATUTAYKE aHaJM3e HEONXOTHO je HAIJaCUTA Oa je ped
O eBEeHTYJIHUM mu3banmBamUMa YIaHOBA y30pKa M3 aHaiu3e, 3007 BUXOBOI HPOrJAIIABAKA KAO
ayraajepuma uiau canudo ([Ipumep 4).
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Chart 1: Graphical display of the gender frequency variable
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IIpumep 3. Tlpumepu mHenmorpebHe yrnoTrpebe HEeCKPUNTUBHUX CTATUCTUKA.

Uzorak i postupak

IstraZivanje je sprovedeno na uzorku od 599 pripadnika opéte populacije
(348 Zenskog pola), uzrasta od 16 do 72 godine. Proseéna starost ispitanika je 33
godine (SD = 12.77). Usled neujednadenosti uzorka u odnosu na stepen obrazo-

Abstract. The purpose of the present study was to examine the influence of the vanja, ispitanici su kategorisani u dve grupe. Prva grupa sainjena je od 208 ispi-

“Competence-based didactic units™ in vocational education on students’ motiva- tanika sa 12 ili manje godina &kolovanja, dok u drugu grupu spada 390 ispitanika
tion and self-regulated learning. The sample consisted of 115 males and 133 females sa vise od 12 godina $kolovanja. Medu ispitanicima iz prve grupe najobrazovaniji
(n=250) who were attending secondary vocational or technical schools in Slovenia. imaju zavrienu srednju Skolu, a drugu grupu Zine student), kao 1 ispitanici koji

imaju zavreno vie ili visoko obrazovanie, master i doktorske diplome.

IIpumep 4. ['pemrke y ragxyaanuju oouMy y30pKa.

Hajuemha rpemka npuamkoMm craTuCTUYKE aHajdu3e y 00jaB/hEHUM PaIOBUMAa U3 MOCMATPAHE
rpyIie 4acomnca IpeaCcTaB/ba MOIPENIHO TPUKA3UBALE P BPEAHOCTU OAroBapajyher craTucTuykor
trecra (IIpumep 5). Y npyroj cekuuju oBOT pajna je 00jallmheHO KAKO HAa MCIPABAH HAYMH [IPE3CH-
TOBaTW p BPEOHOCT OAaTOT TeCTa.

Vaopax u nocmynax

Yzopak je unHu0 643 yyeHnKa cpelkHX WKona U3 ypbane cpeaune (61,7%
MYLIKOr nona) npu 4emy je 33% noxahano apyru paspen, 31.1% tpehu pa3-
pen 1 35,9% je noxahano 4eTepTH pazpea (HHcy zabenexeHe NonHe paiiHke
v oauocy Ha pazpen, yi(2,N=643)=0,04, p=05). Yiopak je obyxBaTio TpH
THMHA3H]e H NeT CPelkUX CTPYYHHX K0Ia (EKOHOMCKA, MAlllHHCKA, eNeKT-

IIpumep 5. Tlpumep morpemHor NprKa3MBama p BPETHOCTU TECTA.

IIpunuroM cBakor mCTpaKUBaH-a MOpa Oa CE€ BOIU PadyyHa O €KCTPEMHUM BPETHOCTUMA
KOje MOT'y na ce ImojaBe. Y KOJIMKO Ce OJUIYUM Ia Ce OHe He y3UMajy y pa3MaTpan.e HEOIXOIHO je
HaIJIACUTU PA3JIOT TOME U NCTAKHYTU H-€FOBO aIeKBaTHO obp3noxkeme. Hapennu npumep mokasyje
HeaneKBATHO 00pasioxkene usbannpama ayraajepa u3 nambe ananuse (IIpumep 6).

vrednosti dobijene na zadacima za veZbu. U narednom koraku analiza distribu-
cije ukazala je na jedan mali broj ekstremnih vrednosti tj. veoma dugih vremena
reakcije, vecih od 2.5 standardne devijacije. Uobitajeno za ovu vrstu istraZivanja,
one su takode uklonjene iz dalje analize. Situacije gde su ispitanici dali pogresne

IIpumep 6. Ilpumep ombamuBama ayTaajepa u3 y30pka 0e3 ameKBATHOD O0jallmema.
dpa3za ,,yobuuajeno”.
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Hemorpebua nmpenuwsuocT je uvecra mojaBa y myOJsumkoBaHuM panoBuma. Cmarpa ce ma pan
nobuja Ha 3HAYAJHOCTU YKOJUKO C€ MOOalll IPEACTaB/hajy ca BeaukoM mperusuomhy. MebhyTuwm,
TO MOke camo na onreperu uurtaona (IIpumep 7).

Kawo nokay J¥ PEIYITATH MEPEHRAL NYEHHE ROMYHHKITHEHE DEYed e ES

pamecHe DpojeM pewn B GpojeM KAAY3a), JCOCTORANIIELANN B3 rpyne 1 cy
) . nriieialer R ) . ¥ Opoceky Npoaykosanu pevendly of 10,54 pedw, a w3 rpyne 2 oy HManu
‘mden&" rebpec’[“’el}' The average age of puwe peun —y npocexy 11,07 Bpo) knayza je v npaoj rpyni w3socuo 2,06,
he participants was 22.36 = 2.38, and  ay apyroj je mrmnsanio nopactao wa 2,16, COuMie BPETHOCTH CY H00Hje-

ITpumep 7. IIpmmep onrepehuBama unraolna HenoTpeOHUM MH(OpPMALKjaMa.

HemoBomHO mOAp:KaH CTATUCTUCTUYKM 3aKJbYydaKk MOKE Na HACTAHE YKOJIUKO Ce CMaTpa nIa
onpebene HyMepuuke BPEIHOCTU INECKPUITUBHUX CTATUCTUKA jeAHO3HAYHO onpebyjy ¢OyHkumjy
pacnopnese, mro zuje ciayyaj ([Ipumep 8).

Ha ocHOBY BPEIHOCTH CKjVHUCA W Kypmosucd, KOje ¢y y pacnony oa 2 jo
-2, MOKE [a e TBPIH 14 Jé Pacnojena HOPMAIHA, OIHOCHO HIJE HH CIUBOLITEHA HH
NOMEPAHA Ka JeJHOM Kpajy.

IIpumep 8. Ilpumep m3Bobhema 3akbydaka HA OCHOBY HEMOTIYHUX MOAATAKA.
Huje perro ma ce youe HETOBOJBHO jACHM CTATUCTUYKN 3aKJbYUIM, [AE YATAJIAL HEMA AEK-

BATHY W KODPEKTHY MHPOPMAIUjy O NPEAMETy WUCTPaKMBAKa W CTATUCTAYKOT 3aKJLYUUBAHA
(Ilpumep 9).

REZULTATI ISTRAZIVANJA SA DISKUSIJOM
Analiza rezultata procene crtanja prema modelu i reprezentacio-

ne dimenzije crteza prikazana je u Tabeli 2.
Tabela 2 - Rezultati procene crtanja kod dece mladeg $kolskog uzrasta

SUBTEST Min Max AS sD Var. r p
Crtanje oblika 0 20 1318 4173 17418
0.320 0.000
Crtanje 3 20 1463 2.843 B.085

Postignuca u oblasti crtanja, posmatrano iz ugla raspona i sred-
njih vrednosti rezultata, kod nasih ispitanika su neito bolja (ali ne i
statisti¢ki znaéajno - p>0.05) od postignuca na zadacima precrtavanja
oblika, gde se zapaZai izrazenija disperzija rezultata (detaljnije u Ta-
beli 2). Utvrdena je znaajna korelacija izmedu posmatranih parame-
tara (r=0.320, p<0.000).

IIpumep 9. I[lpumep mpencraB/bama HETOBOJLHO JACHUX 3aKDYUAKA.

4. 3akipyuak

[Io Gpojy youeHMX rpemaka OI CTPaHE ayTopa MOYKEMO NMOTBPIUTH A& IPUIUKOM IPOIECa
nyOnuKkanuje pagoBa M3Pa3uTa Hakba Ce MOKJIamha UCIUTUBAKY KOPDEKTHOCTU CTATUCTUYKUX
pesyarara u3 mcTpasxkuBama. CMarpamMo ma je To mokaszares moBehama cremeHa 3ajiarama 3a
TAYHOCT, IPENM3HOCT U KOPEKTHOCT Caap:kaja IIyOJINKOBAHUX PaJOBa.

OBaj pajnx He TpeAcCTaB/ha CUCTEMATU3ANN]y Tpellaka CTATUCTAYKE TPUPOIE KOje Ce MOTY
jaBuTH y myOINKOBAaHUM paIOBUMa M3 naTe kiaace daconuca. Takobhe, mpeTxoaHe HaBeAeHE I'PEIIKE
Cy yodeHe O CTpaHe ayTopa, MTO He IOBOPU y NPUJIOT TOME & Cy CBU MOTYNHU CiIydajeBu
rpemaka HACTAJIUX IPUINKOM CTATUCTUUYKE aHaJu3e obyxBahenu.

['naBHM tmss OBOTr paja je MCTUINAE HEKUX OCHOBHUX CTATUCTUYKMX T'DEIIaka Koje ce Io-
jaBBYjy Y camp:kajy OBUX PanoBa Kao AOMATHA YIIYIITBA IPU MPUNPEMU PATOBA 34 IyOIUKAIU]Y.
Cpaka cyrecruja Koja NOIPUHCHU NODOBIIAKY €TUYHOCTH, KOPEKTHOCTU M NPO(PECUOHATIUIMY Ce
cMaTpa IOKeJPHOM, Te ONPAaBIaBa IIWJb U KAEjy OBOT PAaIA.
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Abstract. In present paper we analyze two different mechanical models of fault motion, whose dynamics is governed
by sets of delay and stochastic differential equations. In the first case, we analyze dynamics of a single block, by numerically
solving a set of three first-order delay differential equations. Results of the performed analysis indicate that for certain values
of fault friction parameters, and by introducing time delay, solutions of the analyzed set are represented by irregular aperiodic
oscillations, which denote the onset of deterministic chaos. In the second case, we examine dynamics of 100 globally-coupled
blocks, by solving a set of stochastic delay differential equations and by applying the mean-field approximation. In this
case, obtained results indicate that solutions of examined set are irregular aperiodic oscillations for parameter values near the
bifurcation curve, under the sole effect of seismic noise or due to effect of noise and global bifurcation.

Keywords: fault motion; mechanical model; time delay; seismic noise; differential equation

1. Introduction

From the mechanical viewpoint, tectonic movement along seismogenic faults in Earth’s crust can be modeled
by displacement of a block moving along the rough surface [1]. Such dynamical system is commonly described
by a set of differential equations, whose specific solutions for some parameter values could be ascribed to dif-
ferent regimes of fault motion. In particular, equilibrium point corresponds to inactive fault, while periodic and
quasiperiodic oscillations could be ascribed to aseismic fault creeping. Irregular aperiodic oscillations denote the
onset of co-seismic fault motion. Results of previous studies on this topic indicated the occurrence of different
dynamical regimes under the perturbation of control parameters or as a consequence of the effect of the newly
introduced influential factors. For example, Galvanetto [2] studied the two-block model and showed that several
periodic, quasi-periodic and chaotic attractors can coexist in this simple system. Erickson et al. [3] analyzed
dynamics of a single-block model with Dieterich-Ruina friction law and found that system undergoes a Hopf
bifurcation to a periodic orbit, with further occurrence of a strange attractor through period doubling cascade. In
the first phase of the present research, we examined the set of delay differential equations describing the motion
of a single-block model, by assuming friction as a function of velocity with a time delay, which was previously
shown to be in the range 3-9 ms in laboratory conditions [4], depending on the viscosity and contact load. In
this way we are modelling the well-known frictional memory effect [5]. Such approach is similar to our previous
work [6].

In the second phase of the research, we examine a set of stochastic differential equations describing the
motion of 100 interconnected blocks. Stochastic nature of the analyzed system arises from the assumption that
incoherent seismic noise also affect the fault motion, even leading to transition between different dynamical
regimes. Such random uncorrelated seismic noise originates from small-scale faulting, different irregularities
and inhomogeneities or it is of undefined origin [7]. In present paper, such stochastic system is examined by
studying its simplified version, i.e. by deriving and solving the set of deterministic mean-field equations, which
exhibits the same dynamics as the starting stochastic system, for the same parameter values. This way of solving
the stochastic differential equations is very powerful, since it enables reduction of 200 stochastic differential
equations to only 5 mean-field deterministic equations, which represents a system easier to analyze. The applied
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approach is similar to our previous work on this topic [8].One should note that in this case time delay describes
the delayed interaction among the blocs of the model.

The paper is organized as follows. In Section 2 we briefly describe the applied methods. In Section 3 and 4
we present results of the analysis of the models with included time delay and random noise. In the final section
we provide a brief review on the obtained results, with suggestions for future research.

2. Applied methods

In the first phase of the research, in order to analyze the system of delay differential equations, we utilize the
backward differentiation formula method, which represents a linear multistep method that for the given function
y(t) and the moment ¢,, approximates the function’s derivative in terms of the y(¢) values at ¢,, and the earlier
times [3]. For the considered system, we have implemented the second order algorithm, which links the function
values at the given moment with the ones at two prior iteration steps. Analysis of local bifurcations, as qualitative
changes of dynamics, is conducted by analytically solving the system of delay differential equations, while the
obtained results are numerically corroborated in DDE-BIFTOOL [9].

In the second phase of the research, we apply the method of mean-field approximation that replaces a many
component system by a simpler system described by a small number of average macroscopic properties [10].
Local bifurcation analysis of the approximated model is conducted numerically also using DDE-BIFTOOL.

3. Model incorporating the effect of time delay - delay differential equations

We start from equations of motion coupled with Dieterich- Ruina rate-and state-dependent friction law orig-

inally given by [3]:
: v v
=—(= Blog —
o (L) <9+ Ogvo>’

U ="v — v, ey

U(J\l/[> (ku+9+Alog:O).

System (1) describes the motion of a single block attached to a driver plate and moving in one direction along the
rough surface of the lower plate. Parameter M is the block mass and the spring stiffness k could be ascribed to the
linear elastic properties of the rock mass surrounding the fault [11].Parameters A and B are empirical constants,
while L denotes the critical slip distance, i.e. block displacement in a single slip phase. Variables €, u and v stand
for state of the contact surface, displacement and velocity of the block, respectively. For convenience, system
(1) could be non-dimensionalized by defining the new variables 6, v/, v/ and ¢’ in the following way: § = A¢’,
v=1wov',u = Lu',t = (L/vg)t, after which we return to the use of 6, v, u and ¢, putting the system (1) into the
following form:
0 =—v(0+ (1+€)logv),

u=v-—1,

PR <u+ (2) (9+logv)>a

where e = (B — A)/A measures the sensitivity of the velocity relaxation, £ = (kL)/A is the nondimensional
spring constant, and v = (k/M)(1/2)(L/vp) is the nondimensional frequency [3]. In present analysis, we add
the time delay 7 in the first equation of the system (2), such that the evolution of the state variable is modified:

(@)

0 =—v(0+ (1+¢)log(v(t — 7)),

uw=v—1,

b= —? <u+ (2) (9+1ogv)>.

We proceed by analyzing the local stability of the stationary state, which depends on the roots of the characteristic
equation for the system (3), and which is obtained after appropriate linearization:

3

—A3 = \2 12+1 a2 (L41) - 2401+ )12@—”—0 4)
£ G ) e T
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Differential equations of fault motion

The equation (4) secures the existence of a nontrivial solution for the system of algebraic equations obtained
after the system (1) was linearized. Bifurcations of the stationary state take place for the parameter values where
the roots of (4) cross the imaginary axis. Since for v # 0, the solution is ruled out, we look for the purely
imaginary roots given by A = 4w, for real and positive w. Concerning this, we further proceed with the analysis
of the following equation:

iw? 4+ w? (’2—2 + 1) — iw'yQ (1%5) — 72

iw(l+ )%

= —(coswt — isinwt). Q)

obtained when A = iw is replaced in (4). Results of the performed analysis provide the parametric represen-
tations among 7 and the control parameters €, v and ¢ at the bifurcation values \ = iw:

(oo () (2 (1) )

(%) |

e=—1+

N

and:
_w3 + OJ’)/Q (ITH)

+ km |, 7

where £ is any nonnegative integer such that 7. ;. holds. These relations define the corresponding bifurcation
curves in the appropriate parameter planes. In particular, parametric equations for €, £ and 7 coincide with the
Hopf bifurcation curves illustrated in Figure 1 where the bifurcation curves 7(e) are shown for the fixed parameter
values £ = 0.5 and v = 0.8. The system (4) admits both the direct and inverse Hopf bifurcations [12], resulting
in creation and annihilation of an unstable plane in the system’s state space when the corresponding curve is
crossed, respectively.

0 LI B B IR W A R UL S L I T SR |
0.5 1.0 L5 2.0 IS

Figure 1. Hopf bifurcation curves 7(¢), for the fixed values of parameters £ = 0.5, and v=0.8. The signs +/- denote
the destabilizing or the stabilizing Hopf bifurcations, respectively, with increase of 7.

From Figure 1 one can infer about the effect of the introduced time delay on dynamics of the analyzed
spring-block model.Apparently, only by increasing the time-lag 7, e.g. by setting 7 = 0, 7 = 10, 7 = 13
to 7 = 20, and by slightly changing the other parameter values, solutions of starting system (3) change from
the equilibrium (fixed point), over the limit cycle oscillation (first Hopf bifurcation) and torus (second Hopf
bifurcation) to deterministic chaos. The single peak in power spectrum indicates the oscillatory behavior, while
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the existence of the second peak implies that the system evolution takes place on a torus. The broadband noise
suggests the emergence of the strange attractor (Figure 2). One should note that the negative derivatives along the
bifurcation curves indicate inverse Hopf bifurcations meaning that solutions of system (3) change from oscillatory
behavior to equilibrium state (the so-called oscillation death) or they exhibit a change of oscillation amplitudes
(the so-called amplitude death) [13].

(a) 037 ‘ (b) 107 ©) 06,
0.8 | 0.5 ‘
02
0.4+
] 2 0.6
3 : | g
= ‘ 5 Z 034
£ £ 04 =
< 0.1 < 1 < 024 H
‘ 02
oag N
I )’\"' “J\* I
o — — , 0.0 F——— - . 004—anmg S AR ML P M e e e
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 200 400 600 800 1000 1200
Frequency Frequency Frequency

Figure 2. Fourier power spectrum for solutions of system (3) with increasing time delay:(a) single peak indicates
oscillations (7 = 10, € = 0.3, £ = 0.5 and v = 0.8); (b) Two peaks imply the appearance of second Hopf
bifurcation (7 = 13, € = 0.5, £ = 0.5 and 7 = 0.8); (c) The broadband noise confirms the onset of
deterministic chaos (7 = 20, ¢ = 0.5, £ = 0.5 and v = 0.8).

4. Model incorporating the effect of noise and delayed interaction - stochastic delay differential equations

Model which includes the effect of seismic noise and delayed interaction between different fault segments is
based on the mono-block model, originally suggested in [14], and modified here using the convenient coordinate
transformation:

Ui = Usi(t),

N
8
dUy;(t) = | —Ui(t) + ¢(Uz;) +v — Z — Uy(t) | dt + V2DdW;, ©

=1

where Uy; and Us; represent displacement and velocity of the i-th block, respectively, & is constant of spring con-
necting the blocks, ¢ stands for the friction force, 7 is time delay (delayed interaction) and v is a nondimensional
pulling background velocity. Terms v/2DdW; represent stochastic increments of independent Wiener process,
i.e. dW; satisfy: E(dW;) = 0, E(dW;dW;) = §;;dt, where E() denotes the expectation over many realizations
of the stochastic process and D is intensity of additive local noise. Each of ¢ = 1,2, ..., N units in (8) is coupled
with each other unit. In present case, we examine system of 100 units (N=100). By deriving the Taylor expansion
of ¢(Uz(t) + v) in the vicinity of the mean values:

(), (U2)) = (gglo —ZUM hm—ZUm ) (mu1, mira), ©)

system (8) for N — oo becomes:
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Differential equations of fault motion

dU(t) = Uni(t)dt,
1

= (@ (mu, +v)) (U2(t) — mu,)

i) = (~ist) + olmo, +v) — 90 + 1

L (6" (mu, + ) (Us(t) — mu,)?

+ J—

f (10)
+ 57 (8" (mu, +v)) (Ua(t) = mu)?
+ % (<z><4> (mu, + y)) (Ua(t) — my,)*

+ k(my, (t — 7) — Uy (t))dt + V2DdW;.

In order to derive mean-field approximate dynamical equations for starting system (8), we suppose that distri-
butions of U;; and Us; are Gaussian and that, for large N, the average over local random variables is given by
the expectation with respect to the corresponding distribution. Following the procedure from Buri¢ et al. [10],
starting system (8) of 200 stochastic delay differential equations is reduced to the system of only 5 deterministic
delay differential equations for the global variables and global centered moments:

mu, () = (U1(t)), mu, (t) = (Ua(t)), sv, (t) = (ngy, (1)), 50, (t) = (ni, (), 50,0, () = (nwpne,) (A1)

where ny, (t) = my, (t) — Uji(t), j = 1, 2. The final mean-field approximated model with the general form
of friction term ¢ is given in the following way:

mUl (t> = muy, (t)7
1, (1) = —mu, (1) + (o, + ) 62) + 5 (6 (o, +1)su, + 57 (84) (mp +1)3s3,

+ k(mu, (t = 7) — mu1 (1)),
%SU1(t) = SU,U») (12)
1

. 1
§SU2(t) = SU, (¢/(mU2 + V) + §¢1//(mU2 + V)SU2> - (k + 1)SU1U2 + D,

. 1
SULU, = SULU, <¢I(mU2 + V) + §¢l1/(mU2 + V)SU2> - (k + 1)8U1 + su, (t)

The obtained results indicate a transition from equilibrium state to periodic oscillations for certain parameter
values, as it is shown in Figure 3. Equilibrium state for the starting model(8) is represented by small fluctuations
around the constant zero value of a mean-field approximated displacement for a mean-field model (12). On the
other hand, when bifurcation curve is crossed, oscillation frequencies are the same for both the starting model and
approximated system, while amplitude could be slightly different due to effect of the introduced random seismic
noise in the stochastic model (8) (Figure 4).

One should note that when initial conditions are set away from the equilibrium point, mean-field model (12)
could be in equilibrium state (Figure 5) or could exhibit oscillatory behavior due to effect of global bifurcation
depending on the parameter values prior to local bifurcation (Figure 6). It should be emphasized that bifurcation
curve in Figure (reffig:6) is captured only for the mean-field approximated model (12). These bifurcations in the
real starting model (8) are captured only as significantly higher fluctuations of stochastic system when bifurcation
curve is crossed.

It should ne emphasized that solutions of system (8) appear as irregular oscillations (stick-slip like motion)
at the verge of equilibrium state regime under the impact of both incoherent noise and global attractor (Figure 7).

5. Conclusion

In present paper we analyze two different models of fault dynamics, whose motion is governed by delay and
stochastic delay differential equations. Model with included time delay assumes rate-and state- dependent friction
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T
Figure 3. Parameter domain (k, 7) admitting equilibrium state or periodic oscillations of the mean-field
approximated model (12). For a given parameter domain, other parameters are held constant at the
following values: v=1.2, D=0.001, a=0.1.

(@) a=0.1, D=0.001, t=2, k=0.5, v=1.2 a=0.1, D=0.0001, T=2, k=0.9, v=1.2
0.4 0.8
03
= -
Z 02 5
5 e
5 =
z &
S 01 s
b b
= =
0 [ v o
0.1 08
500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000
t t
() a=0.1, D=0.001, T=2, k=0.5,v=1.2 a=0.1, D=0.0001, T=2, k=0.9, v=1.2
04 08
0.3 o
0.2
= 5 0
£ £ |
0.1
04
0
0.1 08
500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000

t t

Figure 4. Time series of mean displacements of 100 blocks (a) and approximated mean-field displacements (b).
Values of parameter k are conveniently chosen for equilibrium state (k=0.5) and periodic oscillations
(k=0.9). Other parameter values are held constant: a=0.1, D=0.001, 7=2, v =1.2. Oscillation frequency
for both the starting stochastic model and its mean-field approximation is the same (f=0.33).

law along the contact of the moving block and rough surface of the lower plate. In contrast to previous studies,
additional parameter is included in friction term, which involves delayed friction response on the change of
block velocity. Results of the performed research indicate a transition from equilibrium state and regular periodic
oscillations to quasiperiodic oscillations and deterministic chaos, for certain parameter values. One should note
that deterministic chaos is observed for rather large values of time delay, which is rarely observed in laboratory
conditions.

Model with included seismic noise and delayed interaction among the blocks assumes only rate-dependent
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a=0.12, D=0.01, 7=2, k=0.9, 1=1.2

@ T s . (b)
initial data away from the equilibrium point
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Figure 5. (a)Time series of mean-field displacement in an approximated model (12) for initial conditions away from
the equilibrium point and for different values of material property a and noise level D prior the
bifurcation; (b) Parameter domain (a, D) admitting equilibrium state or periodic oscillations of the
mean-field approximated model (12). For a given parameter domain, other parameters are held constant at
the following values: K=0.9, v = 1.2, 7=2.

(@) a=0.1,D=0.01, 7=1.975,k=0.9, v=1.2 (b)
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Figure 6. (a)Time series of mean-field displacement in an approximated model (12) for initial conditions away from
the equilibrium point and for different values of noise level D and time delay 7 prior the bifurcation; (b)
Parameter domain (7, D) admitting equilibrium state or periodic oscillations of the mean-field
approximated model (12). For a given parameter domain, other parameters are held constant at the
following values: a=0.1, K=0.9, v = 1.2.

friction law. In present case, analysis is conducted for the model composed of 100 interconnected blocks, meaning
that one needs to examine a system of 200 stochastic delay differential equations. For convenience, in present
paper we applied mean-field approximation method, by which we obtained a simplified system of 5 deterministic
delay differential equations, whose solutions for different parameter values are qualitatively similar with the
solutions of the starting stochastic system. In this case, it is observed that complex irregular oscillations arise due
to effect of seismic noise near the bifurcation point, or as a consequence of the bistability, with co-existence of
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a=0.12, D=0.01, 7=2, k=0.9, '=1.2
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Figure 7. Time series of mean displacement in a starting system (8) for initial conditions away from the equilibrium
point. It is clear that oscillation amplitudes are higher than introduced noise level (D=0.01).

two stable attractors, which aperiodically attract the solutions to different basins.

It should be emphasized that delayed friction response to velocity change, seismic noise and delayed inter-
action among interacting blocks of the model are for the first time introduced in the analyzed models. Moreover,
method of mean-field approximation is for the first time applied in the analysis of dynamics of a spring-block
model, indicating that irregular displacement of the starting stochastic ("real’”) system (with oscillation amplitude
higher than introduced noise level) near the transition from equilibrium state to periodic oscillations could occur
either due to sole effect of seismic noise or under the impact of seismic noise in the presence of local and global
attractor.

Regarding the further research on this topic, subsequent analysis should focus on possible excitable dynamics
of the spring-block models, or their analogs. If found, such models with excitable behavior could provide the most
accurate phenomenological description of seismogenesis, since earthquakes represent sudden phenomena, whose
occurrence is interspersed with relatively long periods of stable stationary fault motion.
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Abstract. Bearing in mind that the moment matching idea can be fruitful in many practical problems, we consider
the moment matching discretization of a stochastic integral of deterministic function, as a random variable having a certain
absolutely continuous probability distribution on an interval / C R. On the basis of one generalization of a mean value
theorem for systems of deterministic integrals, we prove that there exists a discrete probability distribution on I C R such
that the corresponding discrete random variable matches moments of the given stochastic integral. Moreover, the moment
matching discretization of a stochastic integral can be considered from a viewpoint of n-point Gaussian quadrature rule.
Due to the connection between the normalized Hermite polynomial and the classical one, we show that the Gauss-Hermite
quadrature rule can be used to carry out the moment matching discretization of an arbitrary Gaussian distribution by the
normalized Hermite polynomials. Applying this result, we obtain a system of discrete random variables having the same
moments to a certain order as the corresponding stochastic integrals defined with respect to a Gaussian orthogonal stochastic
measure. The case when stochastic integrals form a Gaussian process is discussed additionally.

Keywords: Stochastic integrals, Moment matching,Gauss-Hermite quadrature.

1. Introduction

Under certain conditions, an absolutely continuous probability distribution can be discretized in such a way
that the discrete distribution matches moments of the given absolutely continuous distribution, e.g., expected
value and variance. As the moment matching approach is a flexible and intuitively appealing way of discretization
of random variables, this idea is quite common, for example, in stochastic optimization and dynamic program-
ming (see e.g. [3], Chapter 10, Chapter 11 and [8]).

Recall that for a positive measure p on an interval I C R the k-th moment is defined as

[ duta)

— provided the integral exists. If we suppose that {m} k>0 18 a given sequence of real numbers, then the classical
moment problem consists of solving the following: Does there exist a positive measure on an interval I C R with
moments {my } k>0 For a more detailed discussion one is referred, for example, to [2].

However, without loss of generality we can always assume that mg = 1. Then the positive measure y is a
probability measure concentrated on I C R. Accordingly, for the given finite moments {m } k>0 Of an absolutely
continuous probability distribution concentrated on I C R, the moment matching discretization to some order
N > 0 comes down to finding a discrete probability distribution on I with moments {my }o<j< v -

On the other side, the moments of a stochastic integral of deterministic function, as the moments of corre-
sponding random variable, depend on the choice of integrand. Keeping that in mind, in this paper we consider the
moment matching discretization of stochastic integral which has an absolutely continuous probability distribution
concetrated on some interval I C R.

2. Moment matching discretization of a stochastic integral

2.1. A stochastic integral. Setting up the problem

For a left-continuous increasing function F'(t) on R, let n = n(t), t > t¢, be a real-valued random process 7
defined on a probability space (2, F,P),

n(to) =0, as. Ent)=0, ER@®)’ =F(t)<+oo, t>t,
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corresponding to a left-continuous function in the Hilbert space £2(Q2) = £2(, F,P) with orthogonal incre-
ments

on disjoint intervals A = [s, ), s < t, such that
EAn=0 and E[An]®=E[nt)—n(s)” = F(t) — F(s) = AF.

For an interval T' C [tg, +00), denote by B(T") the Borel sigma-field of T'. Keeping in mind the properties
of increments of the random process 7, we have that

<77(A1), U(A2)>£2(Q) =0 when A1NA =9, A,Ar€ B(T) 6))
n(A) = Zn(Ak), a.s.when A= kﬂlAk eB(T), A;nA;=0 fori#j, (ii)
k=1 -
and
IN(A)|7,) = AF < +oo  forall A € B(T). (iii)

where (-,-) z2(q) and ||| z2(q) are the inner product and the norm in the space L2(9), respectively. Then with
n(A) =An, AeB(T) (M

is defined an orthogonal stochastic measure on B(T) which takes values in £2(£2). In view of the equality (iii),
the measure 1(A) is characterized by the finite positive measure dF' on B(T), known as structure measure of
measure 7(A), such that

In(A)7, ) = AF = /AdF < +oo forall A e B(T).

Then, for any square integrable function f with respect to the measure dF on B(T'), one can define a stochastic
integral

&= /T f(u)dn(u) )

with respect to the orthogonal stochastic measure (1) on B(T') as a linear functional on the Hilbert space
L2(T,dF) ([9], 212-214).

On the other side, the stochastic integrals in the form (2) generate a system H” = {¢7(f), f € L*(T,dF)}
of real-valued random variables with zero mean, variance

EE7 (] = 1 sy = /T P (w)dF ) = I7(f)

and covariance

E " (NET(9)] = {f. 9) oo ram) = /T f(wg(u)dF(u) = I (fg)

f,g € L*(T,dF), where Il 2(7,ary and (-, "), (7,ar) denote the norm and the inner product in L2(T,dF),

respectively. The deterministic integrals 77 (f?) and 77 (fg), on the right-hand side of above equalities, are the
Lebesgue-Stieltjes integrals with respect to the corresponding measure dF'. In particular, if f = 0 a.e. on B(T),
then 77 (f?) = 0 and ¢7'(f) is a degenerate random variable. Otherwise, J 7 (f2) > 0.

If we denote by L,,,1;(nT) the closed linear hull spanned by

Nt ={n(A).AeBT)},

then the system H” is equal to Ly, (nT). Hence, for any f € L2(T,dF), random variable £7'(f) is defined
on the same probability space (€2, F,P) as the orthogonal stochastic measure (1), and £7(f) is measurable with
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respect to the sigma algebra 7 C F generated by the system 5. Further, since the stochastic integral (2) depends
on the choice of function f € £2(T, dF), the probability measure induced by random variable £7 ( f) on the Borel
sigma-field of R will be denoted by .

In order to carry out a moment matching discretization of the stochastic integral (2), we will suppose that the
random variable ¢ (f), f € £L2(T, dF), satisfies the following assumptions:

1. The random variable ¢7(f), f € L£2(T,dF) has an absolutely continuous probability distribution i
concentrated on some interval I C R.

2. The random variable 7' (f), f € L2(T, dF) possesses finite moments of all orders.

Under these conditions we consider the next problem: For the given moments of ¢7(f), we should to find a

discrete probability distribution u;”) onl,n > 1,i.e.the values ry, ...,7, € I and the corresponding probabilities

A1, ...y Ay of a discrete random variable ¢'(f) such that

E[7(5)]" = / g () = ()M + o4 (r) A = E[CT(H)]", 3)

I

toanorder N,0 < k < N.

2.2. A mean value theorem for systems of integrals and the moment matching discretization of a stochastic
integral

The next theorem, representing one generalization of Kowalewski’s theorem entitled "A mean value theorem
for a system of n integrals" (see [5]), gives us the existence of solution of the problem.

Theorem 1. For an interval I C R, let | be a finite positive measure on the Borel sigma-field of I. Let gy,
k=1,....,n, n > 1, be continuous functions on I, integrable on I with respect to the measure p. Then there exist
points 11, ..., Ty, in I, and non-negative numbers A1, ..., Ay, with A1 + ... + X\, = p(I), such that

/I 0k(@)dp() = ge(r)M + -+ Grlra)An, k=1, 4)

Namely, if u be a probability measure on the Borel sigma-field of I then, on the basis of Theorem 2.1, we
can prove the next statement regarding the moment matching discretization of the stochastic integral (2).

Proposition 1. For an interval T C [tg, +o0), let ET(f), f € L2(T,dF), be the stochastic integral (2) satisfying
the assumptions 1 and 2. Then, there exists a discrete random variable (T (f) taking at most n > 1 values,
r1(f), ey (f) € I, with corresponding probabilities A\1(f), ..., An(f), such that

k

E[ETN] =E[T#)])", k=012 .n. (5)

Proof. As €T (f) has an absolutely continuous probability distribution y ¢ concentrated on some interval
I C R (pg(I) = 1) with finite moments of all orders, it follows that

E[ET(NH] = /kad,uf(x) < 400, k=1

The functions g (z) = :z:k, k > 0, are continuous on any interval of R. Therefore, according to Theorem 2.1, there

existn > 1points r1(f), ..., 7, (f) in I, and non-negative numbers Ay (f), ..., A (f), with Ay (f)+... 2. (f) = 1,
such that

/cv’fdw(w) = ()" M)+ o+ () A(f), k=1,.0m (©)

I
Denote by 4, () the unit mass located at r;(f) € I,i = 1,...,n, and by B(I) the sigma-field on I C R. As
Ai(f) 2 0,i=1,...,n,satisfies A1 (f)+...4+ A, (f) = 1, it follows that /L;n) = M) O (py o A(S) 00 ()
defines a probability measure on B(I). In other words, there exists a discrete random variable (I (f) taking at
most n values 71 (f), ..., 7 (f) € I, with corresponding probabilities A1 (f), ..., A, (f). Thus, from (6) it follows
62
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Further, for functions f, g € L2(T,dF) such that g # f a.e. on B(T'), we have that

2

E["(N]?=T7(f2) # T (¢%) = E[€7(9)]

Therefore, the discrete probability measure u(n)7 i.e. the values 71 (f),...,7n(f) € I and the corresponding
probabilities A{(f), ..., A\, (f), depend on the choice of function f € £L(T,dF)R

Unfortunately, it is important to note that the discretization of integrals, given by (4) in Theorem 2.1, is not
unique ([5], 336) and because of that, for a fixed function f € L2(T,dF), the values r1(f),...,mn(f) € I and
the corresponding probabilities A1 (f), ..., An(f) from Proposition 2.1 are also not unique.

3. Gauss-Hermite quadrature and the moment matching discretization of a stochastic integral

Theorem 2.1 actually claims that, for a given any set of continuous functions on I, and a finite measure p
on I, there exists an n-point quadrature rule which is exact for those functions ([5], 336). However, as we have
already noted, this quadrature rule is not unique.

On the other side, an n-point Gaussian quadrature rule with respect to the system of functions

gr(x)=2% ze€lICR, k=0,..2n—1. (7

integrates exactly all of these functions in a unique way ([6], 973). Therefore, the moment matching discretization
of stochastic integral (2), given by the equality (5), can be considered from a viewpoint of n-point Gaussian
quadrature rule.

In many practical problems, one of the most common absolutely continuous probability distribution with
finite moments of all orders is the Gaussian distribution. On the other side, a Gaussian quadrature is based on
the fact that polynomials of a certain class are orthogonal with respect to an appropriate weight function on an
interval I C R. As the classical Hermite polynomials ([7], 61) are orthogonal with respect to the weight function
e~ on R, we will consider the moment matching discretization of a Gaussian random variable from a viewpoint
of the well known Gauss-Hermite quadrature rule.

Denote by B(R) the Borel sigma-field of R. The moment matching discretization of a Gaussian distribu-
tion includes integration with respect to the corresponding Gaussian measure on R. As the normalized Hermite
polynomials

8
M‘N

n n ,— =
() = (-1) e%d e
Vn! dx™
form a complete orthonormal system in the space £?(R, B(R), P), where P = N(0, 1) is the standard Gaussian
measure on 3(R), we will deal with the polynomials (8) instead the classical ones. Namely, due to the connection
between the normalized Hermite polynomial and the classical one, we can use the Gauss-Hermite quadrature rule
to prove the next statement regarding the moment matching discretization of a Gaussian distribution.

, veR, n=0,1,2,.. ®)

Proposition 2. Let r1,...,7, € R be the roots of normalized Hermite polynomial b,,(x) € L*(R, P) of degree
n>=1LIfP=N(m,0%),meR, o2 > 0,is an arbitrary Gaussian measure on B(R), then it holds

/E’“dﬁ(i) =(ori +m)* M+ .4 (orp+m)* N, k=0,1,...,2n —1, 9)
R

where Ai = 1/(n[Dn_1(r)]?),i =1, ...,n, and A\, + ... + Ap = 1.

Proof. 1t is well known that n-point Gauss-Hermite quadrature rule integrates exactly all of functions from
system (7) on R,

+o0 n
/xke’Izdx:Z(r;#)k)\ﬁ k=0,1,...2n—1, (10)
oo i=1

where the nodes rf, ...,77 € R are roots of the classical Hermite polynomial hj*(z) of the n-th order and

2
the weights A¥ > 0 are equal to \¥ = <h3§il, hf,1> /(n [hﬁil(ui)] )i =1,....n ([1]: 890, [3], [8]). Thus,
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keeping in mind that standard Gaussian measure P is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure
on R and using an appropriate change in variable = = v/2r, we get

n

+00 Foo
_ ! gy Ko g #\ A
/kadP(x) = m_/:pke dx = ﬁ_/ (\/ﬁr) e dr = (\/57”7; ) N (11)

i=1

for k = 0,1, ...,2n — 1. Considering the connection between Hermite polynomial k7 and normalized Hermite
polynomial b,,, expressed with
hi (r)
n \/57" == )
bn(V2r) = —=
it follows that r; = \/irf ,1 =1, ...,n, are roots of normalized Hermite polynomial §j,, of the n-th order and the
corresponding weights are

# #
N (W amt) 2 - )Wa 1

vE VT [ . . x ’ Rk
™ hnfl(T;k):| \/77—” |:hn71(7":<):| n |:"1(T1)
1 1

— = >0, 21=1,...,n.

Y

Replacing /277 and \¥//7 with 7; and )\; in (11), respectively, we obtain
/xde(a:) = ()" 4+ (r) N, E=0,1,..,2n — 1. (12)
R

Denote by d,, the unit mass located at r;, ¢ = 1,...,n. As the transformed Gauss-Hermite quadrature rule
(11) holds for the constant functions, we get that the weights \; > 0, ¢ = 1, ..., n, satisfy

AL+ A _ﬁ+ M (13)
Therefore, with
P, = X0p, + .+ Aibpr (14)

is defined a probability measure on B(IR). Due to the fact that an n-point quadrature rule is exact for an arbitrary
polynomial of order N if and only if it is exact for all functions fi(x) = 2%, k = 0,1,..., N, the equality (12)
is exact for all polynomials pg(z), € R, of order 2n — 1 or less. Thus, the Weierstrass approximation theorem
indicates that the measures P, converge weakly to PP as n " oo.

If P = N'(m, o?) an arbitrary Gaussian measure on (R, B(R)), then it is related to the measure P = N(0,1)
through a linear transformation. Thus, introducing linear mapping L : R — R, with L(z) = oz +m, o > 0,
x € R, we obtain that for any £ = 0,1, ..., 2n — 1, it holds

/R PdP(F) = / (o2 +m)*dP(z).

R
On the other hand, the probability measure P = PL~" is induced on (R, B(R)) in a unique way by the
standard Gaussian measure P and by the linear transformation L. Thus, the probabilities measures P, induce on

(R, B(R)) the corresponding unique probabilities measures P,, = P, L~1. If we denote by 5, 1, the unit mass
located at or; + m, then from (14) it follows that

P =Pyl = M0, L 4 4 A L = AOorytom + oo + AnOor, 1 (15)
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is a probability measure on (R, B(R)). As L is continuous mapping and P,, converge weakly to P as n ' oo,
we have that 13,7 =P, L' converge weakly to P=PL 'asn " oo ([4], Theorem 5.1). Therefore, for any
fixed n > 1 the equality (9) holdsll

In other words, Proposition 3.1 claims that if E ~N (m, 02) is an arbitrary Gaussian random variable, then
there exists a discrete random variable Zn which values 77 = or; + m € R and the corresponding probabilities
Xi = 1/(n[bn_1(r)]?),i = 1, ..., n, are computed by the roots r1, ..., 7, € R of normalized Hermite polynomial
bn(z) € L2(R, P) of degree n > 1, such that EE* = EC* k = 0,1, ...,2n — 1. Therefore, on the basis of
Proposition 3.1, one can carry out a moment matching discretization of a system of Gaussian random variables.
Notice that for different Gaussian distributions, the values of probabilities A\; = 1/(n [h,_1(ri)]%),i = 1, ..., n,
of the corresponding discrete distributions are the same. Moreover, as the equality (9) holds for all polynomials
pr(z), © € R, of order 2n — 1 or less instead the functions z*, k = 0,1, ...,2n — 1, the Proposition 3.1 can
be used to directly approximate the expectation of some continuous function g on R under an arbitrary Gaussian
distribution P = N'(m, o?) such that

E(g(&)) = /Rg(f)dﬁ(f) ~ glori + m)A\ + ... + glor, + m)A,.

In order to discretize stochastic integral (2) by Proposition 3.1, the orthogonal stochastic measure (1) has
to be Gaussian. Then the stochastic integral (2) is a Gaussian random variable ¢7'( f) with Gaussian probability
distribution 1y = P,2 = N(0, o) on B(R), where

ot =E[¢"(N]" =T () (16)

depends on the choice of f € £2(T,dF). Consequently, the system H” is a Gaussian with the Gaussian distri-
butions

{P(,; — N(0,0%), f € LX(T, dF)} (17)
and in accordance with the Proposition 3.1, we obtain the following statement.

Corollary 1. For an interval T C [tg,400), let HT = {T(f), f € L2(T,dF)} be a system of stochas-
tic integrals (2) with the Gaussian distributions (17). Then, if r1,...,7, € R are the roots of normalized
Hermite polynomial b, (x) € L2(R,P) of degree n > 1, there exists a system of discrete random vari-
ables {CL(f), [ € L2(T,dF)}, where for any f € L*(T,dF), random variable (L (f) takes n values,
ri(f) = oy -1 € R, i =1,...,n, with the probabilities \; = 1/(n [hn_l(ri)]z), 1 =1,...,n, such that

E[EN]" =E[Z(])", k=01,2..2n—1, (18)

and (T (f) converges in distribution to the corresponding Gaussian random variable £ (f) asn /* co.

Proof. As for any f € L2(T,dF), the stochastic integral (2) is a Gaussian random variable £7'(f) with
Gaussian probability distribution Pa]% = N(0, UJ%) on B(R), from the Proposition 3.1 it follows that

/ J;deU? (2) = (op 1)\ + o+ (0 - r0) Ny k=0,1,...,2n — 1, (19)
R

where 71, ..., 7, € R are the roots of normalized Hermite polynomial h,,(z) € £2(R, P) of degree n > 1, and
i =1/(n[bn_1(r)]?) i =1,...,n.

Taking into account the proof of Proposition 3.1, from (19) it follows that for any f € £L2(T,dF) the equal-
ity (18) holds and the discrete random variable ¢’'(f) converges in distribution to the corresponding Gaussian
random variable ¢7(f) asn 7 ool

Moreover, if T = [tg, +0o0) , then for any [tg,t) C T and f € L?(T, dF'), on the basis of stochastic integral
(2), we can define

1, uwe [to,t)

e = [ sint) = [ o). o ={g 1S o)
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The random variable £!(f), t > to, is defined on the same probability space (£2, F,P) as orthogonal stochas-
tic measure (1) and is measurable with respect to the sigma-field 73 C F generated by the system n! =
[n(A), & € Bto, 1)}

Assume that the orthogonal stochastic measure (1) is a Gaussian. Then, for a fixed function f € £2(T, dF)
such that f # 0 a.e. on B(T), the stochastic integral (20), as random variable £!(f), has a Gaussian probability
distribution P,> = N(0, 07) on the Borel sigma-field of R, where

ot =E[¢(f) = | PwdF@ =T @1)

depends on t > to. Having in mind that n(to) = 0 a.s., it follows that £ (f) = 0 a.s.. Moreover, the obtained
system {&'(f), t € T'} of the stochastic integrals (20), is actually a centered Gaussian random process defined
on (Q, {F;,t € T}, P). In this case, on the basis of Proposition 3.1 again, we get the next statement.

Corollary 2. For a fixed function f € L*(T,dF), where T = [tg,+00) and f # 0 a.e. on B(T), let
{€4(f), t € T} be a centered Gaussian random process, such that £°(f) = 0 a.s. and for any fixed t > 1o,
EY(f) is the stochastic integral defined with (20). If r1, ..., € R are the roots of normalized Hermite polyno-
mial b, (x) € L*(R, P) of degree n > 1, then there exists a system of discrete random variables {C! (f), t € T}
where (!°(f) = 0 a.s. and for any fixed t > t, random variable (! (f) takes n values r;(t) = o - 1; € R,
i =1, ...,n, with the probabilities \; = 1/(n [Bp_1(r:)]>), i = 1, ..., n, such that

E [St(f)]k =FE [c;(f)]’“, k=0,1,2,...2n — 1.

For any t > tg, the values oy > 0 are determined with (21) and C! (f) converges in distribution to the Gaussian
random variable '(f) asn / oo.

As opposed to Corollary 3.1, where for a fixed interval T, the obtained discrete random variables are indexed
with the functions f € L?(T,dF), in Corollary 3.2, for a fixed function f € L?(T,dF'), the obtained discrete
random variables are indexed with the parameter ¢ € T such that [¢to,t) C T. However, in both cases, for the
given roots of normalized Hermite polynomial h,(z) € L?(R, P) of some degree n > 1, and for the known
values (16), i.e. (21), one can carry out a moment matching discretization of the system of stochastic integrals
(2), i.e. (20), respectively.
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Apstrakt. Iako su geometrijska znanja privilegirano sredstvo za razvoj matematickog misljenja, a uz to su i drustveno
korisna, u nastavnoj praksi geometrija odmice prema marginama: mnogi ucenici je ne vole uciti, a ima i nastavnika koji je ne
vole poucavati.

Bavedi se tom problematikom, brojna istraZivanja o ucenju i poucavanju geometrije zadnjih desetljeca otkrivaju zasto
mnogi ucenici imaju teskoce pri u€enju geometrijskih sadrzaja te daju smjernice koje bi mogle pomodéi u savladavanju tih
teSkoca. Jedna od istaknutih teorija, koja se time bavi, van Hiele-ova teorija, postavljena je krajem pedesetih godina proslog
stoljeca i stalno se razvija kroz razne vrste novih istraZivanja.

U radu Ce biti prikazane glavne ideje van Hiele-ove teorije s primjenom na ucenje geometrije: model razvoja procesa
misljenja kroz pet razina, osnovne karakteristike tog modela te preporucena strategija poucavanja za uspjesno napredovanje
prema opisanom modelu.

Osim opisa same teorije, biti ¢e prikazani rezultati jednog eksperimentalnog istraZivanja utemeljenog na van Hiele-ovoj
teoriji koji potvrduju opisano.

Kljucne reci: geometrija; razvoj geometrijskog misljenja; strategija poucavanja; van Hiele-ova teorija

1. Uvod

Geometrijsko misljenje je apsolutno nuzno potrebno u svakoj grani matematike. Gledajuci s povijesnog
aspekta, upravo je geometrija zasluzna za izgradnju aksiomatskih sustava, a zahvaljujuéi geometrijskom pogledu
na stvari osiguran je to€an i ispravan uvid u mnoga istraZivanja, npr. razvoj kompleksne analize (vidjeti [5], str.
389).

Osim toga, geometrijsko misljenje je od vitalne vaznosti za svakoga od nas. U svakodnevnom Zivotu raz-
mjestamo namjestaj po kuéi kako bi prostor bio optimalno iskoriSten, sami sastavljamo namjestaj kupljen u
dijelovima, snalazimo se u nepoznatim gradovima Citajuci lokacije s raznih vrsta mapa, koristimo se GPS-om na
putovanjima kroz nepoznate dijelove zemlje, itd. Sve to ostvarujemo, s ve¢om ili manjom uspjesnoséu, zahvalju-
juéi geometrijskim znanjima i sluZeci se geometrijskim misljenjem koje smo na temelju tih znanja razvili.

Smatra se da djeca, kada krenu u Skolu veé imaju potreban potencijal da razmisljaju geometrijski i da svijet
oko sebe doZzivljavaju i vide matematicki. No, kako bi kroz obrazovanje svoj potencijal ucenici uspjesno razvijali,
treba im osigurati odgovarajucu potporu (vidjeti [9])

Ako zaista Zelimo osnaZiti naSe ucenike za Zivot poslije $kole, trebamo ih pripremiti da koriste, razumiju,
kontroliraju i mijenjaju nesto $to moZda jo$ i ne postoji. To je moguée ako im osiguramo da istinski razviju
matematicki nacin miSljenja, ¢iji je vaZan sastavni dio i geometrijsko miSljenje. Geometrijska znanja koja se
uce kroz nastavu matematike su vazna, ali jo§ vazniji su procesi misljenja, nacin gledanja na stvari, navike uma
(vidjeti [5], str. 401).

No, jos prije 2000 godina Euklid je svojom recenicom ,,Nema kraljevskih putova u geometriji”’ dao naslutiti
da ucenje i pouCavanje geometrije nije nimalo jednostavan posao pa time ni razvoj geometrijskog misljenja. lako
do danas jo$ nitko nije pronasao magicni Stapi¢ koji bi promijenio istinitost Euklidove tvrdnje, ipak su brojna
istraZivanja u matemati¢kom obrazovanju, koja su intenzivirana zadnjih 60-tak godina, otkrila moguée uzroke
teSkoca i dala smjernice kojima bi se premostile neke od njih.

Osim teskoc¢a uzrokovanih samom prirodom stvari, iz raznih razloga (preopSiran plan i program rada, mala
satnica, brojnost ucenika po razredima itd.), nastavnici se Cesto stavljaju u poziciju da se u nastavi geometrije
vise bave sadrZajima nego procesima, a ucenici u takvim okolnostima geometrijske sadrzaje (definicije pojmova
i njihova svojstva, formule . ..) najées¢e uce na pamet, dok njihovu primjenu i algoritme rjeSavanja savladavaju
mehanicki bez razumijevanja.
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2. O nastanku i razvoju teorije van Hiele

Suocavajuéi se s raznim teSkoama pri ucenju i poucavanju matematike ucenika srednjoskolske dobi, nizo-
zemski nastavnici Dina van Hiele-Geldof i Pierre Marie van Hiele, njezin suprug, dosli su do znacajnih otkrica
zaSto ucenici imaju teSkoce i kako bi ih trebalo poucavati da te teSkoce savladaju.

Svoja zapaZanja opisali su u doktorskom radu koji je objavljen 1957. godine na nizozemskom jeziku. Najva-
Zniji doprinosi tog rada su u postavljanju teorije o razvoju procesa misljenja kroz hijerarhijsku strukturu te faze
ucenja koje osiguravaju napredovanje po toj strukturi. Kako je Dina uskoro nakon objave doktorskog rada umrla,
Pierre (umro je 2010. godine, u svojoj 100. godini Zivota) je teoriju sam dodatno pojasnio i unaprijedio. Njima u
Cast, teorija se naziva van Hiele-ova teorija (vidjeti [3]).

Ubrzo nakon izlaska njihova rada, 1960-tih godina, Sovjetski savez je nakon opSirnog istraZivanja uteme-
lienog na van Hiele-ovoj teoriji, dao preraditi aktualni kurikulum geometrije. Sirenje utjecaja na druge dijelove
svijeta odvijalo se sporo vrlo vjerojatno zbog toga $to je rad pisan na nizozemskom jeziku te je bio dostupan samo
manjem broju svjetske populacije. Nakon Sovjetskog saveza, o van Hiele-ovoj teoriji se najprije pocelo pisati u
Sjevernoj Americi pocetkom 1970-tih godina, a veéi interes se pojavio tek 1980-tih godina, kada se rad preveo na
engleski jezik, pod nazivom Structure and insight, iako je i tada broj tiskanih primjeraka bio nedovoljan pa time
i nemogucnost dolaska do izvornog dijela (vidjeti [6], [11]).

Nazalost, bilo je i onih koji su privilegij dostupnosti djelu (na nizozemskom ili engleskom jeziku) pomalo
i zloupotrebljavali te su svjesno, ili zbog nerazumijevanja, iskrivljavali originalnu misao van Hiele-a, a neki su,
negirajuéi dovrSenost djela, stvarali svoj materijal kao novi doprinos (vidjeti [2], [3]).

Van Hiele procese misljenja razmatra opcenito, a geometriju uzima kao primjer na kojem testira svoju teoriju,
vjerojatno zato §to je geometrija vrlo prikladna za isticanje klju€nih karakteristika pojedinih razina misljenja kao
i za odabir primjera kroz faze poucavanja. Kako mnogima nije bilo dostupno originalno djelo, s obzirom na to da
je pisano na nizozemskom jeziku, a prijevodi nisu u potpunosti vjerni originalu, s vremenom se njegova teorija,
koja je opceg karaktera i primijenjiva na razlicita podrucja, pocela tumaciti kao teorija o razvoju geometrijskog
misljenja (vidjeti [2], [3]). Iz tih razloga vecina istraZivanja koja se temelje na van Hiele-ovoj teoriji primjere
pronalaze upravo u geometriji, ali ima i oni koji teoriju van Hiele-a primjenjuju na druga podrucja matematike
(vidjeti [6]).

Unato¢ svim teSko¢ama i okolnostima, od tada do danas teorija je prolazila svoj razvojni put. Brojna obra-
zovna istrazivanja s razli¢itim uzrastom ucenika potvrdila su njezinu valjanost, a kriticki osvrti na samu teoriju
doveli su do dodatnih pojasnjenja i suptilnih shvaéanja, kako same strukture tako i razvoja procesa misljenja kroz
opisanu strukturu (vidjeti [1], [3], [4], [11], [12]).

Mnogi predmetni kurikulumi i prate¢i udZbenici diljem svijeta nastoje postivati preporuke opisane van Hiele-
ovom teorijom, posebno dio vezan za geometriju. Neki istrazivaci u obrazovanju razvijaju razlicite vrste instru-
menata u dijagnosticke svrhe (vidjeti [6], [12]), dok drugi pak razvijaju razliCite vrste primjera u svrhu planiranja
odgovarajuée strategije poucavanja (vidjeti [1], [4], [6], [11]).

S obzirom da je van Hiele bio srednjoskolski nastavnik kojem se, ni nakon S$to je doktorirao, nije pruZila
moguénost zapoSljavanja na visokoskolskoj ustanovi, njegov interes je prvenstveno bio usmjeren na prve Cetiri
razine misljenja te je i veéina istraZivaca manje pozornosti usmjeravala petoj razini (neki su proucavali samo prve
tri), posebno §to se vecina istraZivanja provodila u osnovnoSkolskom i srednjoskolskom obrazovanju (vidjeti [4]).

3. Van Hiele model

Van Hiele-ova teorija hijerarhijski strukturira karakteristike procesa misljenja kroz pet razina, a svaku ra-
zinu naziva prema kljucnoj karakteristici: prepoznavanje, analiza, neformalna dedukcija, formalna dedukcija i
strogost (slika 1).Tako na primjer, oni koji uce euklidsku geometriju da bi postigli odgovarajucu zrelost geome-
trijskog miSljenja, proces ucenja bi trebali zapoceti prepoznavanjem odredenih objekata, zatim uocavati svojstava
promatranih objekata i stvarati veze medu njima pa tek onda napredovati do izvodenja formalnih dokaza, a kao
vrhunac ucenja trebali bi postiéi razumijevanje i drugih, neeuklidskih geometrija (vidjeti [4], [10]).

Svakoj razini odgovara tocno odredeni proces misljenja i jezik komuniciranja. Na svakoj razini ucenici istra-
Zuju odgovarajuce objekte i pri tome razvijaju jezik primjeren toj razini. Kao rezultat istraZivanja i odgovarajucih
procesa misljenja nastaje proizvod koji postaje predmetom proucavanja na sljedecoj razini.

Van Hiele je same razine u pocetku oznacavao brojevima od 0 do 4, ali se pokazalo prakti¢nije koristenje
brojeva od 1 do 5 jer oznacavanjem od 0 do 4 mozZe doéi do nesporazuma kad se prica npr. o razini broj 2, koja je
u tom slucaju zapravo treca razina misljenja. Iz tog razloga se u ovom radu koristi numeracija od 1 do 5.
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Slika 1. Van Hiele model misljenja

S obzirom da je tema ovog rada razvoj geometrijskog misljenja, primjeri koji se navode uzimaju se iz geome-
trije, posebno $to se na kraju Zeli dati kratki osvrt na jedno eksperimentalno istraZivanje koje potvrduje izneseno.

3.1. Razina prepoznavanja (eng. Recognition)

Na prvoj razini, u€enici vizualno prepoznaju geometrijske objekte prema globalnom izgledu, ne identifici-
rajuéi eksplicitno njihova svojstva, a prostor doZivljavaju kao neSto ¢ime su okruZeni. Na isti nacin usvajaju i
rjecnik geometrijskih pojmova: imena likova uce na temelju njihovog oblika, a ne na temelju njihovih svojstava.

Neki istraZivaci ovu razinu nazivaju i razinom vizualizacije upravo zbog vizualnog prepoznavanja geome-
trijskih oblika, ali to nije u potpunosti korektno jer se time pojam vizualizacije suZava samo na prepoznavanje,
dok je vizualizacija puno Siri pojam.

Osoba koja funkcionira na ovoj razini moZe prepoznati kvadrat prema obliku u bilo kojem poloZaju (slika 2),
a onaj tko nije savladao ovu razinu, kvadrat ée prepoznati samo u standardnom poloZaju (slika 2, dio (a)), ali ne
i u nekom drugom poloZaju (slika 2, dio (b)). U ovoj fazi, uCenici mogu crtati odgovarajucée likove (na papiru, u
mreZi, na geoplo€i ... ) prema nekom uzorku.

(a) (b)

Slika 2. Kvadrati

Nakon procesa prepoznavanja, ucenici postupno objekte pocinju razvrstavati u grupe, ali opet samo prema
njihovom izgledu. Tako na primjer, kvadrat i pravokutnik ili pravokutnik i romb nece staviti u istu grupu jer ne
izgledaju jednako.

Dakle, na prvoj razini, objekti misljenja su geometrijski oblici (likovi, tijela) u cjelini i njihov izgled, a
proizvod misljenja su grupe (klase) oblika koje izgledaju sli¢no.

3.2. Razina analize (eng. Analysis)

Nakon prepoznavanja i grupiranja objekata, ucenici postupno pocinju uocavati i analizirati njihova svojstva
(pojedinacno ili grupe), ali ih medusobno ne povezuju niti unutar istog objekta niti medu objektima. Postupno
savladavaju i terminologiju za opisivanje uocenih svojstava.

Tako uocavaju da jednakokracni trokut ima dvije stranice jednakih duljina i dva kuta jednakih veli¢ina, ali
jos uvijek ne stvaraju vezu da se nasuprot jednakih stranica nalaze jednaki kutovi. Isto tako ¢e uociti da kvadrat
ima sve Cetiri stranice jednake duljine i sva Cetiri kuta prava te da pravokutnik ima nasuprotne stranice jednakih
duljine i sva Cetiri kuta prava, ali jo§ uvijek ne povezuju da je kvadrat ujedno i pravokutnik jer ispunjava sva
svojstva koja vrijede za pravokutnik.

Osoba koja funkcionira na ovoj razini, objekte razvrstava u grupe na temelju njihovih svojstava (najcesce
samo jednog) te postupno stvara svoje definicije promatranih objekata opisivanjem uocenih svojstava, ne razliku-
juéi jos uvijek znacenje nuznih i dovoljnih svojstava (vidjeti [6]).
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Nakon dovoljno eksperimentalnog iskustva ucenici mogu izvoditi i generalizacije, ali samo unutar odredene
grupe objekata. Na primjer, ako bi u¢enicima dali mreZu paralelograma, oni bi nakon isticanja vr$nih kutova (koji
su jednake veli¢ine) mogli uspjeSno utvrditi da su i nasuprotni kutovi paralelograma jednake veli¢ine. No to se
jos uvijek odnosi na tu grupu koju promatraju, a ne opcenito za sve paralelograme (Slika 3). ViSe o ovoj vrsti

[ L L LS
L L L LS
LS 7 7S

Slika 3. Mreza paralelograma

Na drugoj razini, objekti miSljenja su grupe (klase) oblika koje izgledaju sli¢no, a proizvod misljenja su
svojstva oblika, odredene grupe ili pojedinacnih.

3.3. Razina neformalne dedukcije (eng. Order)

Na trecoj razini, ucenici uspostavljaju logicke odnose izmedu svojstava jednog odredenog objekta te izmedu
svojstva razlicitih objekata. Na temelju toga su u moguénosti stvarati hijerarhijsku klasifikaciju objekata.

Na primjer, osobe koje funkcioniraju na ovoj razini u stanju su zakljuciti da su zbog paralelnosti nasuprot-
nih stranica paralelograma i nasuprotni kutovi jednake veli¢ine (povezivanje svojstava jednog objekta). Mogu
razumjeti i da je svaki kvadrat pravokutnik jer ispunjava sva svojstva pravokutnika (povezivanje svojstava medu
objektima), ali i da svaki pravokutnik nije kvadrat (slika 4).

Slika 4. Kvadrat i pravokutnik

Na ovoj razini u€enici pocinju razmisljati §to je nuzno, a $to dovoljno da se neki objekt opiSe, prihvacaju
razli¢ite vrste definicija istog pojma te su u mogucnosti prepoznati nepotpune definicije i oblikovati ih u korektne.
Prema van Hiele-u, izravno poucavanje formalnih definicija prije tree razine, a da nisu izvedene kao rezultat
nekih prethodnih aktivnosti, unaprijed je osudeno na neuspjeh. Ucenike bi trebalo ukljuciti u proces definiranja i
dopustiti im da stvaraju vlastite definicije na svakoj razini (vidjeti [6]).

Ucenici su u mogucénosti pratiti proces dokazivanja, ali jo§ uvijek nisu dovoljno samostalni da bi sami gradili
svoj dokaz. SluZe se logi¢kim oblikom izraZavanja ,,ako je ...onda je ...” pri izricanju odredenih pravila, tvrdnji
i sl., ali jo$ uvijek nisu na dovoljno operativnoj razini. UoCavaju postojanje sustava definicija, aksioma, teorema
i dokaza, ali joS uvijek ne mogu u potpunosti razumjeti njihovu ulogu i funkcionalnost.

Na trecoj razini, objekti mi$ljenja su svojstva promatranih objekata, pojedinacnih ili odredene grupe (klase),
a proizvod misljenja su odnosi izmedu svojstava jednog objekta ili medu objektima.

3.4. Razina formalne dedukcije (eng. Formal deduction)

Kada je proces misljenja ucenika dosegao ovu razinu zrelosti, onda su oni u moguénosti shvatiti znacenje i
ulogu definicije, aksioma (postulata), teorema i dokaza unutar deduktivnog aksiomatskog sustava kao cjeline.

Shvaéaju znaCenje nuznog i dovoljnog uvjeta te su u mogucnosti izvesti obrat postavljene tvrdnje. Na ovoj
razini misljenja, ucenici su u moguénosti samostalno izvoditi dokaze odredenih tvrdnji i to na viSe razlicitih
nacina. Jo$ uvijek nisu u mogucénosti operativno provoditi indirektan dokaz i dokaz po kontrapoziciji.

103



O razvoju geometrijskog misljenja u nastavi matematike prema van Hiele-ovoj teoriji

Na primjer, da bi dokazali da je neki Cetverokut kvadrat znaju da treba dokazati da su sve Cetiri stranice
jednake duljine, ali i da su sva Cetiri kuta prava. Za Cetverokut upisan u kvadrat (slika 5) bili bi u moguénosti do-
kazati da je kvadrat sluZeéi se razli¢itim teoremima (o sukladnosti trokuta, o srednjici trokuta, koriste¢i Pitagorin
poucak itd.).

B

Slika 5. Cetverokut upisan u kvadrat

Na Cetvrtoj razini, objekti miSljenja su odnosi izmedu svojstava jednog objekta ili medu objektima, a proizvod
misljenja je deduktivni aksiomatski sustav.

3.5. Razina strogosti (eng. Rigor)

Na ovoj razini misljenja ucenici mogu proucavati razlicite aksiomatske sustave i medusobno ih usporedivati.

UCcenici koji funkcioniraju na ovoj razini u stanju su shvatiti da postoje i drugi geometrijski sustavi osim
euklidskog, mogu vidjeti slicnosti i razlike tih sustava i medusobno ih usporedivati. Na primjer, iako vizualni
prikaz paralelnih pravaca u euklidskoj i neeuklidskoj ravnini (slika 6) moZe izgledati kao da se radi o razli¢itim
stvarima, na ovoj razini ucenici taj pojam mogu tumaciti s razumijevanjem u razli¢itim geometrijskim sustavima
te izvoditi odgovarajuce jednadZzbe i odnose.

£

Slika 6. Paralelni pravci u euklidskoj i neeuklidskoj ravnini

Tek na ovoj razini uenici mogu razumjeti znacenje konzistentnosti, nezavisnosti i potpunosti odredenog
aksiomatskog sustava.

Na petoj razini, objekti mi$ljenja su deduktivni aksiomatski sustavi, a proizvod misljenja su odnosi (izomor-
fizam) izmedu razlicitih sustava.

Osim prikazivanja samog modela procesa misljenja kroz pet razina, van Hiele je istaknuo i neke njegove
opce karakteristike. Te karakteristike su posebno vazne nastavnicima jer im mogu posluziti kao neka vrsta vodica
u fazi pripremanja materijala za nastavu.

4. Osnovne karakteristike van Hiele modela

Prije svega, opisani model razvoja miSljenja je hijerarhijski niz razina redoslijednog karaktera. To znaci da
svaki pojedinac razine misljenja mora savladavati navedenim redom kako bi napredovao do odredene zrelosti
miSljenja. Da bi netko uspjeSno funkcionirao na odredenoj razini, osnovni preduvjet je steéi znanja, vjeStine i
jezik prethodnih razina.

Na primjer, ucenici nisu u moguénosti samostalno izvoditi dokaze teorema, ako prethodno nisu savladali prve
tri razine. Prema van Hiele-u, potrebno je gotovo dvije godine kontinuiranog poucavanja kako bi ucenici iskusili
vrijednost dedukcije, a zatim jo§ dodatnog poucavanja kako bi shvatili znacenje njezinog koncepta (vidjeti [11],
str 213).
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Drugo, napredovanje iz jedne razine u drugu ili izostanak napredovanja ne ovisi o starosnoj dobi niti sazri-
jevanju ve¢ vise o nacinu ucenja, obrazovnom iskustvu, razumijevanju (vidjeti [10], [12]). Naime, neke nastavne
metode omoguéavaju ucenicima da preskoce razinu, neke ubrzavaju napredak dok neke usporavaju ili ¢ak spre-
Cavaju kretanje izmedu razina (vidjeti [4], str. 4).

Van Hiele je posebno naglaSavao trijadu: nastavnik - ucenik - tema, tj. vaznost prilagodavanja sadrzaja i
nacina poucavanja ucenicima jer u suprotnom ucenici ne samo da nece napredovati, ve¢ mogu ¢ak i nazadovati
(vidjeti [3], [13]).

Trece, proizvod misljenja tekuce razine postaje predmet proucavanja sljedeée razine (Slika 7).

5 Analiza i
usporedba
deduktivnih
sustava

4 Deduktivni
sustavi
3 Meduodnosi
svojstava
2 Svojstva
oblika
1 Klase
oblika
Oblici

pojedinacno
Slika 7. Prikaz razina prema objektima miSljenja

Dakle, ucenici najprije prepoznaju odredene oblike te ih na temelju globalnog izgleda razvrstavaju u grupe.
Zatim formirane grupe analiziraju i uocavaju njihova svojstva, a tek onda stvaraju veze medu tim svojstvima.
Opisana svojstva strukturiraju u dobro ureden sustav, a zatim taj sustav usporeduju sa sli¢nim sustavima.

Cetvrto, svaka razina ima svoj nadin izraZavanja (jezi¢no i simboli¢ki). Tako na primjer, na razini 2 dopusteno
je razlikovati kvadrate i pravokutnike, ali na razini 3 za kvadrat se moZe koristiti i naziv pravokutnik, romb ili
paralelogram.

Peto, ako se ucenici nalaze na jednoj razini, a nastava se provodi na drugoj, viSoj razini, Zeljeno ucenje
i napredak se neée pojaviti. Naime, ako se nastavnik sluZi jezikom (govornim ili simbolickim), primjerima i
sadrzajem koji nadilazi razinu misljenja njegovih ucenika, u€enici nece moci pratiti takav proces poucavanja.

Ni ucenici koji se nalaze na razli¢itim razinama razmisljanja ne mogu se razumjeti jer se koriste razli¢itim
jezikom i razli¢itim nacinima rjeSavanja problema te razli¢ito tumace iste rijeci ili situacije (vidjeti [12], str. 4).
Isto tako, kada nastavnik poucava sadrzaje i sluZi se jezikom koji nije prilagoden razini misljenja ucenika, prema
van Hiele-u, njegovi ucenici ga ne mogu razumjeti niti uspjeSno pratiti takvu nastavu $to dovodi do frustracija
i obeshrabrenja (vidjeti [4]). Stoga je jako vaZzno da nastavnici najprije ispitaju razinu miSljenja svojih ucenika
te na koji nacin interpretiraju odredene sadrzaje kako bi ucinkovito s njima mogli komunicirati. U suprotnom,
ako ucenici ne mogu pratiti sadrZaje koji se poucavaju, onda pribjegavaju uenju napamet, a takve sadrzaje brzo
zaboravljaju i nisu ih u stanju primijeniti (vidjeti [10]).

Na primjer, svaki nastavnik je vjerojatno u svojoj praksi dozivio da ucenik, nakon izracunavanja povrsine
pravokutnika po formuli P = ab (gdje su a i b duljine stranica pravokutnika), za racunanje povrSine trokuta
koristi formulu P = abc (gdje su a, b i ¢ duljine stranica trokuta). To je pokazatelj da je formula naucena
napamet, bez razumijevanja. Ako ucenici nisu iskustveno doZivjeli kako su odredene formule izvedene, ve¢ su ih
dobili kao gotovi alat koji trebaju primijeniti, oni ¢e te formule nauciti napamet, ¢esto ¢e u njihovim primjenama
grijesiti, a vjerojatno Ce ih i zaboraviti.

Od trenutka prijevoda originalnog rada na engleski jezik, sve do danas provode se brojna istraZivanja teme-
ljena na van Hiele-ovom modelu i to sa razli¢itim uzrastima. Neka od njih potvrduju navedene karakteristike, a
neka ih dodatno pojaSnjavaju i nadopunjuju.

Tako neka istraZivanja potvrduju da se razine moraju savladavati od prve pa na dalje bez preskakanja (osim
iznimno talentiranih u€enika) te da svaka razina ima svoj specifican jezik i posebnu interpretaciju istih sadrZaja,
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ali razine nisu diskretne, kako ih je razmatrao van Hiele na samom pocetku, ve¢ je moguce biti na prijelazu
izmedu razina (vidjeti [8], [12]). Osim toga, ako se nekim sadrZajima netko bavi viSe i detaljnije nego drugima,
onda razine miSljenja iste osobe za te sadrZaje mogu biti razliCite (vidjeti [1], [8]).

Osim procesom misljenja ucenika, koji je prikazao kroz petodijelni hijerarhijski model, van Hiele se bavio i
strategijom ucenja koja bi osigurala ucenicima napredak prema opisanom modelu, posebno naglasavajuéi vaznost
prilagodavanja sadrZaja i strategije poucavanja. Zato bi nastavne metode, strategija nastave, sadrZaji i nastavni
materijali trebali stalno biti u fokusu razmatranja svakog nastavnika (vidjeti [4], str. 5).

5. Faze ucenja

Za uspjesno napredovanje kroz navedene razine razmisljanja, van Hiele-ova teorija preporucuje proces ucenja
u pet faza: faza informiranja, usmjerenog vodenja, objasnjavanja, aktivnosti otvorenog tipa, faza povezivanja
(vidjeti [13]). Osim opisivanja pojedine faze procesa ucenja, u ovom radu se daje i odgovarajuéi primjer aktivnosti
radi ilustracije opisanog.

Faza pitanja i informiranja (eng. Inquiry/Information)

Postavljanjem ciljano odabranih pitanja, nastavnik ucenike uvodi u raspravu i aktivnosti o odredenoj temi.
Time se postiZze dvostruki cilj: kroz uvodnu raspravu, nastavnik otkriva $to ucenici znaju o odredenoj temi i
istodobno ih usmjerava na temu koja ¢e se obradivati.

Primjer aktivnosti: U¢enike uvodimo u raspravu postavljanjem pitanja: Sto je to kvadrat? Pravokutnik? Pa-
ralelogram? Romb? Po &emu su sli¢ni? Po ¢emu se razlikuju? Sto mislite, bi li kvadrat mogao biti romb? MoZe
li romb biti kvadrat? Itd. Nastavnik moZe imati pripremljene i modele ili slike odgovarajuéih likova.

Faza usmjerenog vodenja (eng. Directed orientation)

U fazi usmjerenog vodenja ucenici samostalno istrazuju svojstva pojmova prema pazljivo strukturiranim
zadacima: sami crtaju, mjere, izraCunavaju, povezuju itd. kako bi otkrili ili razjasnili odredene odnose koji im do
tada nisu bili poznati ili su im bili nejasni. Preporuka je da zadaci budu kratki s ciljem dobivanja to¢no odredenog
odgovora. Pri izradi programiranog materijala potrebno je voditi raCuna o razinama misljenja koje su ucenici do
tada savladali.

Primjer aktivnosti: Nastavnik mozZe zadati ucenicima da u mrezi ili na geoplo¢i nacrtaju/prikazu pravokutnik
sa susjednim stranicama jednake duljine, romb s jednakim dijagonalama, paralelogram s dva prava kuta itd.
Drugim rijecima, zadatke bi trebalo osmisliti tako da ucenike vode prema potrebnim zakljuccima, ali do kojih
trebaju samostalno dodi.

Faza objasnjavanja (eng. Explicitation)

Nakon §to su proveli zadane aktivnosti i izvrSili postavljene zadatke, ucenici svojim rijeCima opisuju ono
Sto su radili te medusobno razmjenjuju i objasnjavaju zakljucke do kojih su dosli. Vazno je da ucenici najprije
sami iznesu svoje zakljucke bez utjecaja nastavnika. Nastavnik bi trebao pozorno pratiti izraZavanje ucenika te ih
usmjeravati na koriStenje to¢nog i primjerenog nacina izrazavanja.

Primjer aktivnosti: Ako su uspjesno rijesili postavljene zadatke, do izraZaja bi trebali do¢i odnosi medu liko-
vima: pravokutnik kojemu su susjedne stranice jednake duljine je zapravo kvadrat, romb s jednakim dijagonalama
je takoder kvadrat, paralelogram s dva prava kuta je pravokutnik itd. Neki od ucenika ée moZda ve¢ u ovoj fazi
do¢i do zakljucka da je svaki kvadrat ujedno i romb, ali da svaki romb ne mora biti kvadrat.

Faza aktivnosti otvorenog tipa (eng. Free orientation)

Nakon §to su izveli odgovarajuce zakljucke, ucenici ih primjenjuju na rjeSavanje sloZenijih zadataka. U ovoj
fazi su dobrodosli zadaci s viSe klju¢nih koraka, zadaci koji se mogu rijesiti na viSe razlicitih nacina, posebno
zadaci otvorenog tipa. Cilj je da sami rjeSavaju zadatke na nacin koji je njima najprimjereniji, a za vrijeme dok
su oni okupirani istraZivanjem/rjeSavanjem, nastavnik ih moZe dodatno upoznati promatrajuéi njihove procese
rjeSavanja postavljenih zadataka.

Primjer aktivnosti: Sto moZete reéi o sjecistu dijagonala pravokutnika, kvadrata, romba, paralelograma? Us-
poredite kutove nastale presijecanjem dijagonala. Objasnite zasto se povrSina romba i kvadrata moze odrediti kao
polovica umnoska duljina dijagonala. Itd.

Faza povezivanja (eng. Integration)

Nakon provedenih aktivnosti izuzetno je vazno da ucenici razmotre i opiSu ¢ime su se bavili i do kojih
zakljuCaka su dosli. Potrebno je objediniti ono $to su istraZili i naucili te strukturirati jednu funkcionalnu mrezu
objekata i relacija (vidjeti [4], [10], [12] ). Nastavnik ih u ovoj aktivnosti vodi i usmjerava radi sveobuhvatnosti,
preciznosti i to¢nosti onoga §to objedinjuju i strukturiraju.
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Primjer aktivnosti: Nastavnik usmjerava ucenike prema klasifikaciji likova koji su razmatrani, u ovom slucaju
prema klasifikaciji paralelograma. Strukturiranje se moZe vr$iti na razlicite nacine, a posebno je koristan vizualni
prikaz, na kojem ¢e se istaknuti odgovarajuce veze (slika 8).

PARALELOGRAM

¥

™
PRAVOKUTNIK /mms/
¥

u

KVADRAT]|

Slika 8. Klasifikacija paralelograma

Kada rade na ovaj nacin, ucenici nemaju osjecaj da su ucili nesto novo, a ipak su razvijali nove procese
misljenja koji ¢e zamijeniti one stare, ¢ime ¢e zapravo doseci i novu razinu miSljenja prema van Hiele-u (vidjeti

(4], [13D).

6. Rezultati jednog eksperimentalnog istraZivanja

Eksperimentalno istraZivanje je obuhvatilo sve studente uliteljskog studija u Splitu i Zadru koji su u ljetnom
semestru 2014/2015. godine pohadali nastavu geometrije. Ukupno je sudjelovalo 90 studenata (52 studenata iz
Splita €inili su eksperimentalnu grupu, a 38 studenata iz Zadra kontrolnu grupu). Starosna dob studenata u Splitu
je izmedu 20 i 23 godine (srednja vrijednost je 21.8), a u Zadru izmedu 19 i 23 godine (srednja vrijednost
je 19.4). Dobna razlika izmedu eksperimentalne i kontrolne grupe je bila neizbjezna jer se u Splitu nastava
geometrije odrZava u 6. semestru, a u Zadru u 2. semestru preddiplomskog studija. IstraZivanjem je testirana
odredena strategija poucavanja pri ucenju euklidske geometrije kroz 13 tjedana. Jedan od instrumenata, koji se
proveo na pocetku i na kraju semestra, bio je van Hiele-ov test ucenja geometrije (dalje u tekstu VH test). VH
test je preuzet, uz dopustenje, iz rada Usiskin Zalman, Van Hiele Levels and Achievemnt in Secondary School
Geometry, CDASSG Project, 1982. by The University of Chicago. VH test se sastoji od 25 pitanja objektivnog
tipa s jednim to¢nim odgovorom, (prvih 5 pitanja za prvu razinu misljenja, sljedecih 5 pitanja za drugu razinu itd.
do zadnjih 5 koji se odnose na petu razinu). Test je baZdaren na 35 minuta. U ovom radu prikazuje se samo mali
dio istrazivanja koji se odnosi na temu rada.

Prije pocetka ucenja geometrije studenti su testirani VH testom radi ispitivanja postignutih razina misljenja
do tada, kako bi se u skladu s dobivenim rezultatima prilagodilo poucavanje planiranih geometrijskih sadrzaja u
eksperimentalnoj grupi. Usporednom analizom pokazano je da nema statisticki znacajnih razlika medu grupama
na pocetku semestra, §to znaci da se mogu razmatrati kao homogena cjeline.

Na slici 9. prikazana je raspodjela studenata po opisanim razinama misljenja, pri ¢emu stupac No fit predsta-
vlja one studente koji nisu rasporedeni ni na jednu razinu, $to znaci da se nalaze na prijelazu izmedu odredenih
razina (vidjeti [12]). Stupac O predstavlja one studente koji nisu dosegli niti prvu razinu.

Sa slike 9 se moze vidjeti da se dvije treine studenata nalazi na prve dvije razine, petina studenata na trecoj
razini, dok ih je na Cetvrtoj i petoj zanemarivo malo (po 1 student).

S obzirom da se euklidska geometrija na fakultetskoj razini poucava strogim aksiomatskim pristupom, za ove
studente to bi znacilo poucavanje bez uspjeha. Stoga su nastavne metode, strategija poucavanja i nastavni sadrZaji
u eksperimentalnoj grupi prilagodeni razini moguénosti njihovog praenja. Poucavanje u kontrolnoj grupi se nije
prilagodavalo.

Nakon 13 tjedana poucavanja (planimetrija i stereometrija, bez trigonometrije), studenti su ponovno testirani
istim testom s ciljem odredivanja je li i u kojoj mjeri je provedeno poucavanje i ucenje dovelo do napretka u
svakoj od skupina. Rezultati su dani na slici 10.

107



O razvoju geometrijskog misljenja u nastavi matematike prema van Hiele-ovoj teoriji

o 1 2 3 4 5 No fit

M Eksperimentalna grupa M Kontrolna grupa

Slika 9. Raspodjela studenata prema van Hiele modelu, po grupama na pocetku

50%
43%

M Eksperimentalna grupa M Kontrolna grupa

Slika 10. Raspodjela studenata prema van Hiele modelu, po grupama na kraju

Usporednom analizom utvrdena je statisti¢ki znacajna razlika rezultata eksperimentalne grupe u odnosu na
kontrolnu grupu ¢ime je potvrdeno da ciljano odabrana strategija poucavanja utjeCe na razvoj geometrijskog
misljenja prema van Hiele-ovom modelu.

43%

M Pocetak MKraj

Slika 11. Raspodjela studenata eksperimentalne grupe, na pocetku i kraju

Usporedujuéi samo rezultate eksperimentalne grupe (slika 11) vidljivo je da je veéina studenata nakon se-
mestra u€enja geometrije napredovala na viSu razinu geometrijskog misljenja te da se skoro polovica njih sada
nalazi na trecoj razini. Uvidom u detaljniji prikaz podataka mozZe se reci da nitko od studenata nije nazadovao,
Sto se ipak dogodilo u kontrolnoj grupi.
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7. Zakljucak

U radu je ukratko prikazan model van Hiele-ove teorije o procesu misljenja s primjenom na razvoj geometrij-
skog misljenja, osnovne karakteristike modela te preporucena strategija poucavanja u svrhu napredovanja prema
tom modelu. Ipak, najbolji nacin razumijevanja opisane teorije postiZze se upravo iskustveno, provodeéi opisano
u vlastitoj nastavnoj praksi, a ne samo Citanjem dostupne literature.

Upravo provedeno eksperimentalno istraZivanje potvrduje bitne karakteristike opisanog modela, posebno to
da razvoj geometrijskog misljenja ne ovisi o starosnoj dobi i sazrijevanju ve¢ prije svega o strategiji poucavanja,
prilagodenoj ucenicima, a time i porucuje da za ucenje geometrije i razvoj geometrijskog misljenja nikad nije
kasno.

Osigurati ucenicima da kroz opSiran i zahtjevan nastavni plan i program razvijaju i geometrijsko misljenje
nije nimalo jednostavan posao, ali jest zadaca svakog nastavnika matematike. lako ta zadaca pred nastavnike
postavlja zahtjevnu obvezu i odgovornost, ona se ipak moZe uspjes$no provesti, Sto potvrduju razna istraZivanja
utemeljena na van Hiele-ovoj teoriji, koja zasigurno u tom smislu ohrabruju i olakSavaju. Prema rijeCima van
Hiele-a: ,,Kada paZljivo njegujete geometrijsko misSljenje ucenika, oni €e biti uspjesniji u savladavanju i Euklidove
matematike” (vidjeti [13], str. 316).
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Arncrpakr. Yiora MHTepHETa Yy (YHKIUjU CTULNAKA, IHOLEJIe U YyBama 3HAma y CMUCIY HoOujama IpaBuX WHPOD-
Manuja o1 IPEeCyIHOr je 3Hauaja 3a MHOTE aCIeKTe caBpeMeHOr oOpa3oBama. Pa3Boj TexHoJsOruje u mojaBa AUTATAJHIX
BUIeO-KaMepa, copTBepa 3a ypebuBame Bumaeo Marepujana u MHTEpHETA IPY:KUIN Cy MOUyhHOCT jenHocraBHe U jed-
TUHE NPOAYKIVje U IUCTPUOyIHje BHOEO canpskaja. 300r Tora, BHAEO MarTepujaiau ce HaMmely kao m3yseraH amar 3a
yueme. Hampenak rexmosoruje mosehasa qocTymHOCT asiara 3a BUXOBY M3Paly YMMe Ce HACTABHUIMMAa oMoryhasa na
UX CaMOCTaJHO Kpeupajy, Ipuiarone norpebaMa HacTaBe U Ia ra IyTeM WHTEPHETa YYHHE NOCTYIHUM CBUMa. Y morpeba
BUEO MaTepUjaia y HACTABU MATEMATHKE MOKE 00OraTUTH HACTABY, YUMHUTH je 3aHUMJPUBOM U IUHAMIYHOM, & YUCHUKE
IOJATHO MOTHBHCATH Aa caMocTanaHo yde. llui pana je ma mpeacTaBu IHOCTYHIAK M3Pale 0OPa30BHUX BHAEO MaTepPUjaia
3a HacraBy Maremaruke. [lopen tora, y pany he xpo3 mpumepe 6uTy IpUKa3aHO Ha KOJU HAYUH CE, HUXOBOM IPUMECHOM
y HACTABHOM IIPOIECY, HACTABA MOXKe yHampeiuTu u ocaspemenmru. OcuM caMor mpomeca uspane, y paxy he Ourm
NpeACTABLEHN aJaTU Koju ¢y kopumhenu 3a muxoBy uspany. Taxkobe, 6mhe mpencrasibenn THoOBE OOPA30BHUX BUIEO
Marepujaja, IprKa3zaHe IPeAHOCTH BUXOBOI Kopumhema y HACTABU, KAO U MOIyNHOCTH BUXOBe maJsse ymnorpebe.

KipyuyHe peum: Buzneo Marepujaiy y HACTABA MATEMATHKE; NHOBAIM]a HACTABE MATEMATUKE.

1. YBon

I[IpaBo Ha jemmako m MOCTYIHO OOpa3oBame M BacmuTame 6e3 AUCKpUMUHAINI]E jefaH OI OC-
HOBHUX MPUHIUNA cUcTeMa obpasoBama u Bacnurama y Cpbuju, a medpurucano je 3aKOHOM O
OCHOBaMa cucTeMa ob6pa3oBama. 360T Ba:KHOCTU 0Opa30Bama 3a CBAKOT II0jeAUHIIA OCHOBHO 00pa-
30Bame je y Hamoj 3emipn obaBe3no. C 003MpoOM Ha CTEIeH pa3Boja JaHANImEr APYIITBA, HAYKE
1 TeXHOJOruje, a mMajyhm y BuAy ga (YHKIMOHAJIHA IMCMEHOCT IOJpa3yMeBa MHOI'O BUIIE O
[IO3HABAaKHA MUCMA U PAadyHA, OHO HUje NOBOJPHO 33 IHErOBO HOPMAJIHO (DYHKIMOHUCAIE Y CaBpe-
MeHOM ApymTBY. MebhyTuM, MHOTO je mpumMepa KOju MOKA3yjy Oa OBa] MPUHIUAN JOCTYITHOCTU
obOpa3oBama HUje 3aJ0BOJLEH Y MOTIYHOCTH, a IpeMa UcTpakuBamuMa Y Hecka y Cpbuju y 2013.
roauam 10.450 meme OCHOBHOIIKOJICKOT y3pacTta Huje noxabaso mkomay. ¥Y3pouu cy pa3imyuTa, a
Hajuemhu cy HemocTaTak HOBLA, HOCEDHO KOX POMCKe IOIlyJallje, eJeMeHTapHe HENorone, He-
MOCTYIHOCT 00pa3oBama IPUIMKOM XOCHuTaauzanuje u apyro [1, 2].

2. Y ora MHTEpHETA y CABPEMEHOM 00pa3oBamy

SaxBamyjyhiu wmHTEpHETY, mpomec 00pa3oBama je 3HAUYAJHO MNPOMEHEH Yy MOCHeNmhe IBe
nenenuje. Iberosa ymora y ¢yHKnuju crumama, IHOLele U UyBama 3Hama y CMUCIY nObujama
IpaBux MHGOPMAIMja OJ IPECyIHOI je 3Hadaja 3a MHOIe acCIeKTe CaBPEMEHOr 00pa3oBama.
WNurepner je mocrao mHajsehu pecypc mudopMamuja, amu mTO je joII Ba:KHUje, jeOHO O Ha-
jopsux cpencrBa kKoMyHukanuje. IIpenHocTu koje wmHTEpHeT Npyka y obJsacTu oOpa3oBama Cy
BUMIECTPYKe. Y UEHUNM, CTYAEHTW, Ka0 M Jella W OAPACIM BaH OOPAa30BHOI CHUCTEMa, MOTY Ia
IpOoIKUpe CBOje 3HAWmHE KOPUIINEmeM eJeKTPOHCKE JIUTeparype, eHIUKIONeqnja, PEeYHuKa, 0a3a
moIaTaka, KojuMa MOry OecCIUIaTHO Aa MPUCTYIEe IIyTeM MHTepHeTa, 3aTuM ma noxabajy ommaju
KypCeBe, YUECTBY]Y V 3ajeJHUYKUM IPOjeKTUMa C& YUYECHUIIUMA U CTYAEHTUMA U3 APYTUX IMKOJIA,
VHUBEP3UTETA, APKABA, OUCKYTYjy O Pa3IUUIUTUM OPOGIeMUMA Ca HBUMA WUTA. 3aHUMJIBUBO je
ncrahu na je mHTEpHET OCMMIILEH Ipe cBera panu yHanpebhema Hayke m oOpasoBama, a na je
KaCHUje IPOHAIIA0 IPUMEHY y CBUM CEIMEHTUMa CABPEMEHOr APYIITBA.
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Y moMeHy OCHOBHOI O0Opa3oBama y eIy KOJjU Ce ONHOCU Ha KBAJWUTET MIPOIEeca HACTABE
u yuewa Crpareruja passoja obpaszoBawma y Cpbuju mo 2020. romune npensuba ropumliene
IIPEJHOCTU MHPOPMAIMOHO-KOMYHUKAINOHNX TEXHOJIOTUja U PA3JIMUNTUAX OOJIMKA OHIIAJH yUeHma
1 HaJlaKe UCHUTUBame MoryhHocTy 1 ycinoBa 3a kopumheme HEeKUX BHAOBA HACTaBe HA JAJHUHY,
Ipe CBera 3a CHenuuUHe OKOIHOCTH [3].

36or moryhHOCTH KOje mpy:Kajy MH(GOPMAIMOHO-KOMYHUKAINIOHE TEXHOJIOTHUje, KA0 U ayAnO-
BU3yeJIHE METOJZe yUema, Kopullheme 00pa30BHUX BUAEO MaTeprjaja y HACTABU je jemaH Of
HauynHa yHampebheme HacTaBe.

3. N3pana oOpa30oBHUX BUOEO MaTepujajia

IIponec m3pame o6pa30BHUX BUIEO MaTepujasia OOMYHO Ce CACTOjUu O TPU KibyuHE dase:
IpHUIpEMa 3a CHUMambe, CHUMAabe BUIe0 MaTeprjaia u obpaga CHUMIEHOr MaTeprjata. KBamurerna
IpUIpEMa 38 CHUMAKbE je IPEeayCIOB 3a U3PaLy KBAIUTETHOr 0OPA30BHOT BUAEO MATEPU)jAJIa U IPE
CHUMAama je TOoTpeGHO n3abpaT HaMEeHy U IUJLHY TPYILY, CACTABUTH CIHEHAPUO (IUCAHY IPUIPEMY
3a BUIEO), omabparu coprBepcke ajare 3a o6paLy UTH.

IIpe camor caumama HDOTPEOHO je NPUIPEMUTH OINPEMY U IPOBEPUTU KBAJUTET CJIWKE U
TOHA. Y Ty CBPXY MO/KE C€ HAIPABUTU HEKOJUKO NPOOHUX CHUMAKA U IPOBEPUTU Oa JIU CY
3a0Bo/maBajyhier ksanurera. CHuUMame Ce BPIIM Y HAJBUIIO] PE30JIYIUjU CIMKE KOjy Kamepa
JONYIITa, & HAKHATHO Ce MOKE€ CMAmUTH Kako Ou ce 0Opa30BHU MaTepUjaJl IPUIATOIU0 3a IIy-
OJIMKOBA€ IIyTEeM WHTEPHETA.

3a cHMMame BUIeO MaTepujaiia moTpebHo je omabpary MpoCTOp U YPEOUuTH ra na Oy e Ipuro-
naH 3a Ty HaMeHY. HeonxonHo je oOpaTuTu nakimy Ha OCBETJHEHOCT IPOCTOPA, KAKO OU KBAJIUTET
BUIEO MaTepurjanga 6mo 00/pu, aau U Ha pedieKCcrje CBETIOCTH KOje MOI'Y HAPYIIUTU KBAJIUATET
CIIUIKE.

O6Gpa3oBHe Bumeo marepujajie je Moryhe cHuMuTu momMohy jemHocraBHUjuX (oroamapara u
y kyhHoM aMOujeHTy ITO HACTABHUNIMMA OJIAKIIABA MIPOLEC MU3PAaJe.

Hakon camMama Bumeo Marepwujasa, ciequ merosa oopana. CHUMIbEHM BUIEO MaTepUjaan
ce obpabyjy momohy paznuunTux COPTBEPCKUX ajaTa U CjeIUIYjy Ce Yy jeNHY KOMIO3ULIUjy Y
CKJIAIy Ca MUCAHOM IPUIPEMOM.

sle MNOgOUGIa.CAMPIO] s i

Electropulse -
Intro.mp3

D 4 4
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Ciukal. O6pana CHUMJLEHOT BUIEO MaTepujaja y nporpamy Camtasia Studio

Haxon m3pazne Bumeo mMaTepujanum ce MOr'y IOCTaBUTH Ha pasiumunte Buaeo kaxase (YouTube,
Vimeo, n cin.). Ha Taj maunn Guhe mocTymHM ydeHMIMMAa, aaud U APYTUM HACTABHUINAMA KOjU Ou
MOIJIA Ja UX KOPUCTE Yy pany.
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4. AsnaTtu 3a u3paay BHUJIEO MaTepHjajia

[Ipunurom wm3bopa asaTa 3a u3pamgy BUOEO MaTeprjaja NOTPEOHO je BOOUTUA padYyHA O
IUXOBOj PACIONIOKUBOCTU. Beguku Opoj mporpama KOju ce MOTYy KOPUCTUTHU 33 U3PALy BUIEO
JIeKIja cy KoMepuujaaHor tuna, MehyruMm un mMehy OecnnaTHuUM COPTBEPCKUM ajaTuMa IOCTOjU
IIUPOK CIEKTap KOPUCHUX U KBAJUTETHUX IIPOrpPaMa.

Iena co¢rBepa 3a obpanmy BHAEO MaTepHjasa He yTUYE NPECYNHO HU HA HETOB KBAJIUTET
HUTHY HA OCTBapeme HEeroBor muia. 1locToju Beauku 6poj GecrmiaTHuX TporpaMa moMony Kojux je
Moryhe CKpaTuTu CHUMAK 10 onpebherne BeauvuHe, TOAATH 3BYK MU HACIOBE, TIPUMEHUTH IPEIa3e
uiau crenujaiHe ederre, Te je mOoTpeOHO HANIPABUTU ONTHMMAJaH u300p ajara 3a m3pamy qobpor
BUIEO MaTepujaJa.

HacrapuummmMa je Ha pacmosaramy ¥ BeJIUKU OPOj KBAJIUTETHNX, KAKO KOMEPINjaJTHIUX, TAKO 1
OecmaTHUX TpOrpaMa 3a u3pany obpaszoBHUX BuAeo martepujana. Camtasia Studio je jemam Komep-
[UjaJial IpOTrpaM HaAMEHEH 3a U3paLy 0Opa30BHUX BUIEO MaTepUjalia, ajid Cé MOKE KOPUCTUTU U
3a He MHOTO 3axTeBHe obOpane Bumeo cumMmaka. OBaj mporpam omoryhaBa jeIHOCTABHO KUCEHNAHE
U 3yMUpambe BUAea, KOMOMHOBAMmE Ca CIWKOM, & IOocenyje 1 onuujy cauke y cawnu. [lopen Tora,
HACTABHUIIX MOTY KOPUCTUTU U OecIiaTHe mporpaMe Kao IITO cy Ha mpuMmep: Screencast-O-Matic,
Windows Movie Maker, VirtualDub, Wax, Avidemux, ZS4 Video Editor, Free Video Editor u maoru npyru [5].

OcuMm ocHOBHOr codTBepa 3a 00paay BHAEO MATepujaia 3a M3paldy OOpA30BHUX BUIAEO Ma-
Tepujasa jaBimahe ce moTpeba 3a KOpUmhemeM ¥ APYTUX OTpOorpama Kao IITO Cy Ha MPUMEP 3a
obpany ciavke miu 3ByKa, KOHBEPTOBAI€ ayAuo U BUAEO (PajroBa y pa3nudure GpopMare, a MHOI'O
je TakBux mporpama OecniaaTHO mocTynHo nyteM wuHTepHeta (IrfanView, AudaCity, Format Factory,
WUTH.).

5. TunoBu 06pa30BHUX BUIEO Marepujajia

[Tocroju Tpm Tuna 06pa3’OBHUX BUAEO MATEPUjasia: IpeaaBama CHUIMAHA KaMEpPOM, BUIEO Ma-
Tepujanu n3pabhenu kopumhemeM agara 3a CHUMame ekpana (Screencasting) m KOMOMHOBAHU BUIEO
MaTepujaau.

Hpe,ana&,a CHHMaHa KaMepoM

IIpenaBama cHUMaHA KaMepPOM Cy OOpPa30BHU BUIEO MaTEpPUjaINd KOjU Ce€ YBEK MOTY KOPUC-
TUTH, & KBAJUTET y HajBelioj Mepu 3aBUCH O KPEATUBHOCTU U YMEIIHOCTU CAMOL IIPEeAaBadva.

I[IpemunocTy ce ornemajy y TOMe na YyYEHWUIM MOTY BUAETH K3pa3 JINUIA IPenaBada, HECOBY
reCTUKyJIAaIunjy U mokpere pykoM. IIpemaBau Moxke y TOKy IpenaBama na nuie Ha Tabiu muim
u3BoaM ekcrnepuMmeHT. Takohe, kamepa MOke 3yMUPATHU HaA MPUMEp PYKe mpenaBada [OK IUIIe
unu upra Ha Tabau uiau Ha nanupy. CBe OBO maje BUOEO MaTepHUjay OUHAMUKY IITO AOIPUHOCY
KBaJUTETY CAMOT MaTepujaJa.

[IpunmkoM m3pame OBAKBUX BUAECO MaTepUjajia MOTPEOHO je oOpaTuTu maKikhy HA HEKOJIUKO
CerMeHTa, KOjU y BEJUKO] MepU yTWUy Ha KBajanTeT Mmarepujana. C o063upoM Ha TO na je HaC-
TaBHU IPOIEC BACIUTHO-OOPA30BHY IpenaBad ou Tpebaio ma ocuM 0Opa30BHUX IUJHEBA MOICTUYE
7 (QYHKIMOHAJIHE U BACIWTHE IUJbeBe. 10 ce MOACTWUYE NPABUIHUM HU3PaKaBameM, YIJIeTHUM W3-
IJIenoM U CJ. Y TEXHWYKOM CMUCIY, IOTPEOHO je BOOUTH padyyHa O HEroBO] yAaJbeHOCTH Of
KaMepe “ MUKPOQOHA, OCBETJ/LEHY U YPEOHOCTU IPOCTOPA y KOME Ce CHUMa BUIEO UTA. 300T
VOAJBEHOCTU MIPEeaaBava MOKE Ce NECUTU Oa je HeMOoryhe MPOYWTATH TEKCT UCIKUCAH Ha Tabau. Y
HEKVM CJIyJajeBUMa Ce TeJO WU PYKe IpenaBadva Mory Hahu Ha myTy OHOra mTO NOKYyIIaBa Ia
IIOKaKe UIU 0OjacHU.

Buneo marepujanu ndpabenu kopumhemem ajsiara 3a CHUMaB€ €eKpaHa

Buneo marepujanu nuspabenu kopumhemem anara 3a cHUMame ekpaHa (Screencasting) cy BUIeo
MaTepujaJu YMjU je calpykaj CHUMaK CBera OHOra IITO Ce NpUKa3yje Ha eKpaHy padyHapa
VEDYUYjyNu ayamo uiam BUIEO.

Jemna on majBehwmx mpemHocTH M3paje OBAaKBUX OOPA30BHMUX BUAEO MaTepHrjaja Oriela ce
y TOME ITO je MOTrylle KOPHUCTUTU OWMIIO KOjy AIIMKAIM]y 3a Kpeupame 0OPa30BHUX MaTepu-
jana (upesenranuje, annukanuje 3a obpanxy Tekcra, Tabeise, KAJKyJIaTOD, ajlaTu 3a IPaQUUKy
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Cuuka 2. O6pa3oBHE MaTepujaj 3a HACTABY MaTeMaTUKE

obpany, ajaTu 3a OpTame, UTH.). JeIHOCTABHO, MOKE C€ CHUMUTHU CBe IITO Ce IPUKa3yje Ha
€KpaHy padyHapa, a y3 TO NporpaMu Cy BPJIO jJeIHOCTABHU 3a MOAENIABAKE U KOPUIINeHme.

MebyTum, oBU Bumeo MaTepurjaan Cy OCPAHUYEHN HA OHO MITO CE MOKe IIOKA3aTH HA PAvYyHADPY.
[Tomepame uau OKpeTame HEKUX TPOAUMEH3NOHAJIHUX MOIEJa Ha padyHapy jé OrPAHUYEHO HOKpe-
TrMa Muiia. Bumeo marepujasnu ndpahenu Ha 0Baj HAYWH JIMUe HA CJIa) 1 IPE3EHTAIN]e U HeJOCTaje
M OUVHAMUKAQ.

KoMOuHOBaHM BUOEO MaTepUjaId

Kombunanujom nperxonHa ABa TUIA KOPUCTE CE€ BUXOBE IPEIHOCTHA W HAJOMEIITAjy Ce He-
OOCTanM, TAKO a OBAKBU BUIOEO MAaTEPUjad IPEICTABIHAjY HAjOOJbE DEleme 3a IPUMEHY y HAC-
TABHOM IIPOILECY.

6. JlocTynsau 0oOpa30BHU BUIEO MaTEPUjaId

O06pa3oBHe MaTepujajie, MOy HPUIPEMUTH CAMU HACTABHUIM, aJl MOIY ce Kopuctutu Beh
IpUIpeMbeHr 0OpPa30BHU MATEPUjaJIM KOJU Cy HOCTynHu myTeM mHTepHeTa. C 063upoMm Ha Be-
Juky O6POj MOCTYNHUX MaTeprjasia, pagu JaKIle IpeTpare M IPOHAJAKEHA KBAJIWTETHUX BUIEO
MaTepHrjasia Cliequ Iperyiel HEKOJUKO OHJIAjH Pecypca.

eBuneo

Beb cajr ,,eBuneo” (http://edusoft.math.rs/video) canp:xu 3Hauajan 6poj Bumeo mMarepujaa n3
MaTeMaTUKe 3a YYEHUKe O IeTOr IO OCMOr paspena ocHoBHe. CTaHmapau30BaH IPUCTYI U3PALe
BUIEO Marepujaia, yckaaheHOCT ca miaaHOM M IpOrpaMoM mpeamera MaremMaTnka IpONMCAHOT
on crpade MuHKCTApCTBa NPOCBETE je OHO IITO OBAj CAjT M3ABAja O OCTAJUX.

Bupryamua mkosna Pajak

um ,,Bupryenne mrone Pajak” (http://www.rajak.rs) je ma moMorse ydJeHUIIMA y Oa CABIALA]Y
rpaarBO MATEMATHKE 38 OCHOBHY INKOJY, CPEABY IMKOIY U (paryiareT. OcuM MaTEMATHAKE HA OBOM
cajTy uMa oOpa30BHUX MaTepHjasa 3a APyre HACTABHE IpeIMeTe Kao IITO Cy Ha IpuMep (GU3UKA,
OCHOBU €JIGKTPOTEXHUKE, MEXaHUKe, CTATUCTUKE, IPOTPAMUPAE UTI.

Canp:kaj cajra je OecmiaTraH 3a KOpUIINEmE W HA CaMOM IOYETKY pana OMO je HaMemeH
YUEHAIIIMA KOJU CY JKeJIeNU Ia YIOUIDYy Cpelhe mkoiae u parynarere. Caapkaju Cy TpPOIMMPEHN
MHOTUM BUIEO MATEPUjAIUMa U3 MATEMATUKE HAMEHEHUM YUYEHUIMMa OCHOBHE U CPEMe IIKOJIE.
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5.3.4 Cabupatbe 1 ogy3umarbe yrnosa — padyHcKn Merm

Hemara Jypuh O cajry

eB MNOE0 waremarnka

Sabiranje i oduzimanje uglova racunskim putem AyTopu
KoHTakt

[
e3bupka

3aBpLHK
ncnuT w

[ I« "

Cmuka 3. Cajr ,,eBuneo”

Maremarupame

Cajr ,,Maremarupame” (http://matematiranje.in.rs) je moueo ca pamom 2008. romuue. Ha cajry
cy Hajupe o0jaBJ/beHM HACTABHU MaTEPUjaJii KOjU IOMasKy CPEAHOMIKOJIIMA Ia Ce IPUIPEME 33
moJiararme IpPUjeMHOT UCIUTA U3 MaTeMaTUKe Ha skeJbeHuM paryareruma. C BDEMEHOM je, y CKIALy
ca 3aXTeBMMAa KOPUCHUKA, IIOCTABJ/HEHO MHOI'O MAaTepUjajia Cca IMMPUM I'PAIUBOM U3 MaTEMAaTUKE,
KaKO 3a Cpelihe MIKOJEe, TAKO U 3a (haKyJaTeTe Ha KOjUMa Ce CIIYIIa MaTeMaTUKA.

Haxkon yBoDema obaBe3HOr mojarama 3aBPUIHOI MCIUTA, OLHOCHO MaJjle MaType, Yy OCHOBHO]
MKOJU, CajT je MPOIIMPEH HOBUM OneshkoMm ,,Masa marypa” y KOMe Cy [OeTajbHO ITPUKA3aHA
pemerma 3aJaTaka Ca NOPETXOAHUX WCIUTa, a O0jaB/beHM Cy W BUIEO MaTepHUjadd Cca TUM
pememuma. Ha cajry ce moske Hahwy npeko 320 eleKTPOHCKUX MaTepHrjajaa ca JETAJLHO PEIIeHUM
3aJanuMa, ynorpebbuBUM KOMEHTaprMa U KPATKAM TEOPUjCKUM HallOMEHaMA.

Toun Munyn

[Mopran ,,Tourn Mwunyu” (http://tonimilun.com) je Hacrao mHa uHHUOUjaTUBY crymeHTa Hukose
Myjmmha rojeM ce momao mpucTymnadyaH HAYWH HA KOju meroB npodecop Tomm Mwunyn npenaje
MaTEeMaTUKy U TOHYIWO MYy Ia CHUMA BUAEO Jeknuje koje he objaBmusaTtu Ha WMutepuery. Bpio
O6p30 Cy ce IPOjeKTy HPUIAPYRUIN U APYTU NPOGEcOPU U BOJOHTEPU.

Cajr je cacraBibeH OX CKylla BUIEO JIEKIMja M3 MaTeMaTWKe 00jaBspeHrX Ha Youtube kaHay.
Hajupe cy ayropm o6jaBuau Bumeo Jjekmuje Ha Youtube KaHaJy, a 3aTUM Cy T€ CHUMKE pac-
MOpPEaUIIN, CEJIEeKTOBAJU Y HANPABUIU MMIIO3AaHTAH cajT. VHCOMpUCAHU CYy MHOTUM IPYIITBEHO
KOPUCHUM IPOjEeKTUMa, & sKeJba UM je Ja CHUME BUIACO MaTeprjajie M3 MaTeMaTWUKe U OCTAJINX
mpeaMeTa U IMOHY AUTU UX CBUMA, CBE Y3 MOTO: ,,3Hame Mopa OuTu 6ecrniaTHo U JOCTyIHO cBuMal”

OG6jaBibeH je Beauku O6POj JIEKIUja U3 MATEMATUKE 38 OCHOBHY, CPEIiby IIKOJY, KA0 U 34 BUIIE
mrousie u paxyarere. Illopen oBux snexuuja, y3 nomoh capanauka, Toru Munys je o6jaBuo Bumeo
JIeKIUje n3 Pu3mKe, MHPOPMATUKE U APYrux odsactu. VMako y cBOjuUM BHIEO JeKnUjaMa KOPUCTU
caMo (uun-yapr Tabiy ca manmpuma u (QioMacTep, HEeroBU BHUIEO MATEPUjATIN UMAjy BEIUKY
nocehenoct, mTO yKasyje Ha BUXOB KBAJIUTET U CBPCUCXOIHOCT.

Masa maTypa

,,Maima marypa” (http://www.mala-matura.com) je npojekar OeciiaTHe OHJIAjH IPUIPEMHE HAC-
TaBe 3a 3aBPIIHM WCOUT, HACTAO NOXA NOKpoBuTehcTBOM Cpenme mKoge 3a MHOOPMAIMOHE
rexnosoruje ITHS.

Cajr camgpku HU3 WHTEPAKTUBHUX, 3aHUMJBUBUX JIEKIMja W BUIEO MaTepHUjaia KOJU MOTY
moMohy na ydeme mocraHe Urpa. Y YeHWNU MOTY IHOYETU CA YUYEHEM O HyJle WU O AEeJ0BA KOju
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uMm Hucy jacuu. [locne cBake mpebene obGiacTu, 3HamE ce MOKE TIPOBEPUTU KPO3 MUHU TECTOBE,
a Ty je U cuMyJianuja 3aBPIIHOT TECTa, Ca 3aJaluMa KOjU CYy HAJWK OHUMAa KOJU Ce€ OUeKy]y Ha
3aBPIIHOM KCIATY.

7. 3aksmpyuak

Ilobap HACTABHMK HACTOjU na OyAe WMHOBATOD, AJM CE€ WHOBUPAIE HACTABE YECTO IIOUC-
ToBehyje ca ymorpeboM caBpeMEeHUX HACTABHUX cpencTaBa. HacTtaBHUK Ou Tpebasio na HEIpEeKU THO
yuanpebhyje HacTaBy IPUMEHOM MHOOPMANNOHO-KOMYHUKAIMOHNX TEXHOJIOTHUja, Il U IPUMEHOM
HOBUX HacTaBHUX Meromna. [lorpebHo je ma mpoHaJsa3u myTeBe 3a MOACTUIAMHE KPEATUBHOT TPUC-
Tyna pelmaBamy MPOOIEeMCKUX 3a0aTaKa, T€ MOBE3UBAKY PAHUje CTEUCHUX 3HAHKA U3 PA3IUUYUTUX
HACTABHUX O0OJACTU U HBUXOBOj alEKBATHOj] yHOTPEOU.

Nako ynorpeba ayamo-Bu3yeIHUX CPEACTABA Yy HACTABU HUj€ HOBU KOHIIENT, HALIDEIAK CaBpe-
MEHUX TEXHOJIOTHja W PAa3BOj MHTEPHETA JOMPUHOCU HUXOBO] IMUPOj M jeTHOCTABHUjO] YIOTPEOU.
IIpenrocT HACTABHUX MaTEepUjaia KOjU CE€ Y TUTUTATHOM ODJIUKY KPEUpPajy y JaHAIIMUM YCIOBUMA
je moryhiHOCT MHTerpamuje ca ApYyruM MEAUjUMa U je IHOCTABHE MUCTPUOYIMje IMyTeM MHTEPHETA.
Hampenak Ttexnonoruje moBehapa HOCTYHIHOCT aJjiaTa 3a HBUXOBY M3PALy YMME CE HACTABHUIIMA
omoryhaBa ma mx camMOCTAJIHO Kpempajy, npuiaromge morpebama HacTaBe U & ra IMyTeM WHTEep-
HETA yUWHE NOCTYIHUM CBUMa. 360r Tora, o6pa3oBHM BUAeO MaTepujatu ce Hamehy rao mohan
aJjlaT y HACTABHOM IIPOIIECY.
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Ancrpakr. Opn maeje ma ce TEKCT 'Ha HOBUHCKO] XapTuju’ npebamu y eJeKTPOHCKU JOCTYIAH TEKCT KOPUCHUKY IO
peaauzanuje Te uneje m npojekra ’ dururanusanuja cpruckux ciaykOernnx HoBuHa 1813-2013". 6mio je moTrpebHO MHOTO
eHepruje, 3HaMa U3 PA3INYNTUX HAyKa, BpeMeHa, bybasu u Hosna. [IpuMemena MaTeMaTura U IPOrPaAMUPALE Y IOCIE-
BUX IeIeCeT TOAUHA Cy CACTABHU AEO CBUX HAYYHNUX HUCTPaKUBama. Kako ce mpojerar 6a3mpa Ha IPETPAKUBALY TCKCTA
y3 3agare napamerpe Hama y JII Cuay:xbenu raacauk 6mo je morpeban oarosapajyhu omepaTuBHU CHCTEM, AITUKATUBHI
cepBep, 6a3a momaraka, CHUCTEM 34 IPETPAry M IPE3CHTANUOHHU AEO 3a CBAKU OJ ABA MEPUOLA — IEPUOM CIABEHOCPICKOT
(cnaBjamoCEepOCKOr) jesuka U HEPUOL CABPEMEHOT CPIICKOT jE3WKA.

JlururanuzoBasa 60a3a CpPICKUX CIy:kOcHux HoBuHa 1813-1944. u nururann3oBane ICPUOIUKE U3NAHA KOjuMa ce base
6ubamoTeke cy HOBU mM3BOp mH(popMmanmja y Pemy6mmnu Cpbuju (npse 6ase Cy TeK O Ipe HEKOIMKO IOIMHA NOCTYIHE
KOPUCHUIMMA) ¥ TEK 110 OBOM CKYILy [J€ Cy IPOMOBUCAHE U CJIUYHUM, CA3HAKY YUCCHUKA N MOCTOje U MPUKA3y KAKO MOTY
1a ce KOPUCTEe, MOYKE A Ce OUEKyje HBUXOBA yIOTPEOJLUBOCT y HAYYHUM UCTPAKABAMLAMA U HACTABU.

Kimyune peun: CnyxGeHe HOBUHE, IpeTpara, CPICKe HOBUHE.

HosuHe CEPBCKE, 1/13. aBrycra 1813.

Yo

HOBHMHHE CEPBCKE

"

UAPCTRYTOIECA IPAJA BIEHHE.
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1. ¥YBon
HururanuszoBana 6a3a nmogaraka OECIIATHO je MOCTYMHA KOPUCHUIMMA.
1.1. IIpucryn 6asm

IIpuctyn 6a3u moryh je ma ampecama

1. www.sluzbenenovine.rs

2. www.cay:kbeneHoBUHE.CPO

3. Cajr www.sluzbeniglasnik.com na Aprus cpnckut u jyzocao8enckus cayncherus uzdamna
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C. Anbujanunh

1.2. Ius JII CuaysxkbeHu rIacHUK U UJBEBU MOTEHIUJATHUX KOPUCHUKA

JII Cayacoenu enacnux je y momyxBaT OUTHUTANU3anUje ciy:kbeHnx umznama CpOuje u Jy-
rocaasuje ymao kesehim na omoryhiu mperpaskupBame MOmaTaka U3 CPICKE NPaBHE W KyJITypPHE
ucropuje y nperxonaux 200 roavna usiaskema HOBUHA U TUME UX YUUHU JOCTYIHUM CABPEMEHUM
KOPUCHUIIMMA, OTPTHE 01 3a00paBa U cadyBa.

Crpyunu ckyn mMa 3a Iui» yHanpebuBame HacTtaBe m moausame ONINITE KYJIType U 3HAMHA
KopumheneM IATUTAIN30OBAHUX CPICKUAX CIY:KOCHUX HOBUHA U IITAMIIE:

® I[IOAM3AIH€e ONIITE KYyJITYPE U 3HAKA yUECHUKA

e mupeme HHOOPMAIja O IOCTOjalkhy W HOCTYNHOCTU IUTUTAJIN30BAHE IMITAMIIE U
CcAy:KO€HNX HOBUHA

e CTPYYHO yCaBpIIaBame yUYeCHUKA y objacTtu oarosapajyhe HaydHe NUCHUIINHE,
MEeTOIUKE HacTaBe U 0Opa30BHE TeXHOJOTUje (IpUMeHe MaTeMAaTUKe U IPOrPaMUDAbA)

e [IPENOYABAKE YUYECHUIMMA HOBUX MOryNHOCTM 3a opranm3anujy daca (Kako MOICTUIATU
YUEHUKa [a CaBJIAJa HOBO I'PAAUBO MM npomupu nocrojehe kopumhemem
AUTUTAIN30BaHe IITaMIe Kao U CPICKUAX CJay:KOEHUX HOBUHA) KPO3 IprMepe U MoryhHoctu
ropumhema 6a3e 3a neo nepuon 1813-1944. 3a HacTaBHE mpeaMeTe CPICKU J€3UK U
KIBIDKEBHOCT, UCTOPUja, Ouosoruja, reorpaduja, acCTpOHOMUja, MaTEMaTHKa, COIMOJIOTH]a,
rpabancko Bacnmurame, MeIUIVHA, }KUBOTHA CpEAVHA, IPABO, EKOHOMUja, BepoHayka... O
CBeMy WITO ce 3uAaio (3xama, WKoJe, 3aLy:KOuHe...), IPaBUO YT, Pa3BUjaia KeJIe3HUIA,
3abpamuBaino (kau3zame Ha 3ageheHuM perkama, nameme nApseTa Ha KaseMmernanckoM
napky...), HabaBibaao 3a BOjCKy, kana cy ce pabanu Kpamesuhu, memase Buazne, morio
je ma ce umra y HOBMHaMa. Ty, y HOBUHaMa, je Tekao :kuBoT: ~HoBume cy ouwm, ymum u
OyIra cBakor Hapomna’ cy peunm ypenauka Srpskih novina Mwumoma ITonosuha.

1.3. 3 yria HOBMHapa

Henemuunxk BPEME o1 10.09.2015. 6poj 1288 mraMnao je texct o npojekry ” Iururanan3anuja
cprckux ciayskbenux nHoBuHa 1813-2013" mon mazusBom Ozaedaso spemena y KoMe Kaxke: ” Iluru-
TAJHI apPXUB CPICKUX U jYTOCJIOBEHCKUX HOBUHA 00jaBJ/pMBAHMX TOKOM IIOCJIENIba OBA BEKA, KOJU
je 'Cuy:kbeHU IIacHUK HAYMHUO U KOJU je OJHENABHO JOCTYIAH CBMMA, jelaH je ol HajOoJsux
M3BOpAa CPIICKE IP:KABHO-IPABHE TPAIUIMje, UCTOPUje U KyaTypHOr Hacaeba. .. lurnranuzamnuja
cprckux ciysxbenux HoBuHA 1813-2013° je mp:kaBHM KAOWUTAJIHU IPOJEKAT, MyT U HAUMH KaKO Ce
uyyBa U mupu uaeaTuTeT. Hema pasiora na oBa pedyeHuIa OuiIo KOM 3a3ByYu Kao IpasHa ¢ppasa.”

2. VI3 ncropujara mpojexra

Y rparamy 3a morogaum mnatymoM 3a mas JII Cay:xGenu rmacuuk, nouwto ce no 1/13. asrycra
kana cy Humurpuje Hasunosuh u Jumurpuje $pymuh 1813. uznanu nupsu 6poj Hoeuna cepberux
y Beuy. Ilo ycBajamy oBor garyma, Ciny:kO6eHOM I'IACHUKY Ce HAMETHYJIA BEJIUKA OATOBOPHOCT: Ia
Kao OamTuHUK ciay:kOenux HoBuHa Kueskesune u Kpamesune Cpbuje, Kpamesune Cpba, XpBara u
Cuosenana, Kpamesune Jyrocnasuje u connjanuctuure Jyrociasuje Kpo3 jelaH IPOjeKAT yUUHA
[OCTYyIHUM Oorary Ap:KaBHO-IPABHY TpaIunujy u KyaTypHo Haciaebhe. Jeman on Haj60mUX M3BOPA
3a TO Ouie cy yupaso ciy:kOene mopune. OmIydeHo je ma ce MOKPeHe MpPOjeKaT AUTUTAIU3AIN]e
ciysxOenux mouna y Cpbuju u Jyrocaasuju om Hosuna cepberur no 1945. u na oBako mobujeHa
b6aza Oyne apxmBcka y omHocy Ha 6aze Caymchenoz enacHura KOje ce ONHOCE Ha pa3nobibe mocie
1945. ronune.

IIpucrynuno ce ¢a3u nucama Opojekra U OP30 AOMIIO OO0 ca3Hama na npojexar ~ Iururas-
U3anmja CpICKUX ciy:kOerux HOBuHA 1813-2013” obyxBara nBa mepuona y M3IaBamy CPICKAX
ciy:xOennx HoBuHa. lIpBu, KOju 3axBara mepumon on 1813. mo 1868. romuue, OorpaHvdeH je HA
HoBune cpucke, koje cy mo 1868. uamasumie HA CIABEHOCPICKOM je3WKy W IITAMIAHE Cy TPEI-
BYKOBCKOM oprorpadujom. pyru nepuon (1869-2013) menumuuno obyxsara Hosuwe cpncke
mraMnage BykoBoM opTorpa¢ujoM, aau U HOTOHmE CIY:KOeHe HOBUHE KOje Cy MMAaJje Pa3InduTe
Ha3UBe.
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Hururanuzanuja cpuckux ciay:ko6ennx Hopuna 1813-2013

36or mpupone oprorpaduje M PA3NMKA Yy je3UKy, OBa IIEPUOJA Cy 3aXTeBaJla, Pa3IUdunTe
IPUCTYIIE Kaaa je y NUTamy HBUXoBa aururaiusanuja. llpojexkar 7 Jlururaaumsaiuja CpPICKUAX
caysk6enux nHosuna 1813-2013” nomemen je ma asa mornpojexra (1813-1868. u 1869-2013).

W rana, Ha mOYETKy peasm3anuje IPOjeKTa, OTIOUNEY IIIaAHUPAHU IOCJIOBU U HACTA]y HEKaIa

BUIJLUBU a HEKAIa HEBUIJLUBU, HEMPeABUheHu mpobiieMu Koje je Tpebaio

”y xony” pemuTu.

OnmTu nocIoBU 3a €0 IPOjeKaT CY:

IIpomanaskeme HOBUHA

Crenupame

OmuepoBame HOBUHA — IPOIUPAMCKO MPENO3HaBame rpademMa Tj. rpaduurux cuMboIa
(ucnuTrBame Ha y30DKY)

Iun¢dppupame ckeHOBA

3a CIaBEHOCPIICKU IMEPUOI:
IIpobaem: Kako omoryhuTtu caBpeMeHOM KOPUCHUKY Ia IPETPaKyje TEKCT:

nmucaH OpTOrpadujoM KOjy He IO3Haje !
JE3MKOM KOjUM HE BJIALA Y MOTIyHOCTHU!

Pemen,e: Omoryhinty KOpUCHUKY mpeTpary Tako mTo he:

nocTaBUTU ynutT (KILby4YHYy ped) Ha CABPEMEHOM CPICKOM je3UKY,

noBUTH CBe TEKCTOBE y KOjUMA Ce MOjaBibyje KibydHa ped (oapenHuna)

Kayuna peu mopa 6utu ompenHuIla, IMTO 3HAYMA 18 KOPIYC TEKCTOBA MOpa maa Oyme
JeMaTU30BaH (MU NeJUMUYHO JIeMaTU30BaH) KAKO KOPUCHUK He Ou HOOMO mpuMepe Koju
Hucy obyxBahenu ynurom.

JlemaTuzanuja mMeHUIIA je TPOIEC ¥ KOMEe Ce M3ABajajy: MMEHUIA Ha CABPEMEHOM CPIICKOM
je3uKy y HOMUHATHUBY, H-0j oAroBapajynu 3amuc peuu Ha CIABEHOCPIICKOM je3UKy U HUMa
ce IPUNUCY]y CBU ocTauu obaunu peun (je3uk je (IeKTUBAH, UMa NaIekKe).

[Ipormec o6pane CJIC TekcroBa ce omBujao y ciaenehum dazama:

IIpekyuaBame TekcToBa (HOBMHA) y3 HOMON amivkanuje 3a TACTATypPy CIABEHOCPICKUX
cJ0Ba U cUMOOJIa

T3. "ceueme crpanuna”’ (oBajame TEKCTA 10 HOBUHCKUAM CTpaHaMa y mocebaH BODI
dajn) u muppupame CBAKOr Pajiaa

YunapuBame IPEKYyLAHOI TEKCTa U TEKCTa Ha CKeHy (Iponec MHAEKCALMje — IPOrPAMCKA
allIMKaNrja 38 PYYHO MapKUpame TeKCTa Y BOPIA-Y W JeJia CKeHa ca oaroBapajyhum
TEKCTOM )

IIporpamepcka mpunpemMa 3a JeMaTU3ANNA]Y

Jlemaruzanuja Tekcra (0BIE caMo MMEHUNA)

Crpyuna penakTypa JgeMa

IIpaBmeme KOpUCHUYKE MaCKe

3a nepuon Bykose oprorpaduje dasze npojerra/mocaoBu kKoje je Tpebao ypamuru Cy:

HampasuTtu nucty moHOcuiana, OOpeIUTU KaTeropuje, BpCcTe NOKyMeHaTa, obiacTtu
KOjuMa MpUNanajy TEKCTOBU

Wszppumintu anorupame TekCcTOBa Kopucrehn e7en tabese — CBAKM HACJIOB j€ MMAO: CBOj
UIeHTU(GUKAIMOHN KOJ, Ha3UB IJlacuiaa, Opoj, HaTyM uM3nama, Opoj cTpaHe Ha KOjoj je
TEKCT—IOKYMEHT, PeIHU OPOj JOKYMEHTa Ha CTPAHUIU, HA3UB TEKCTa (aKO IOCTOjU, a aKO
HE IIOCTOjU IIPABJLEH je Ha OCHOBY CAAPKAja TEKCTa KOpUUIiemeM KJbYJYHUX pedl),
[oHOCHONA, KaTeropujy (3akoH, ocTasuo/oraac), BpCTy JOKyMEHTa, 00JIacT.

Crpyuna penakrypa (Koja ce paauia PYydHO)

WcnpaButu pyyHO CBE TEXHUYKM HACTAJIE TPEIIKe, Y3 TOMON mporpama kKoju ux ~xBara’ —
moJany O TEKCTY MOpa na OyAy HOTIyHO yCarJIallleHW na Ou ra amIuKanurja yYIuTaia y
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C. Anbujannh

6a3y (Hup. 6poj HOBHHA mae pacTyliuMm pemocsienoM, ka0 u cBu OpojeBn momohy kojux ce
TEKCT MO3UNWOHMPA Y HOBUHCKOM W3JAY WU HA CTPDAHU, U CIUIHO)

e Yunratu ypabeny tabeny u mudpupaHe CKEHOBE HOBMHA 3a oAroBapajyhy romaumy
nomohy oarosapajyhe annuramuje y 6a3y. To mOHOBUTU 3a CBaKy TOAVHY U3JIAKEHA
HOBMHA W TO MOCEOHO 32 pEeNOBHA M3NAaa, BAHPENHA U3Aama U IOJaTKE.

Csakry ox ¢a3a je Tpebasio KOHTPOJINMCATH Ja C€ IPeIke He OM HAaroMuIaBaJe.

3. Kopucauuka anamukamuja

OCHOBHU YCJIOB — Oa IPOCEYHOM KOPUCHUKY Oyze

® jenHOCTABHA U
® Da3yMJbUBA.

YBoaM HaC y ABa OABOjeHA AeJia MPOjeKTa IpeMa 3aluCy je3uKa, HAUWHY IpeTpare U HAUUHY
nobujama pesyarara.

APXWB

CPNCKMX U JYTOCNOBEHCKUX
CNYXBEHUX MACUNA

AVNMNTANIN30BAHE AWrNTANIM30BAHE
CNYXBEHE HOBUHE CPBMIE CNYXBEHE HOBWUHE CPBUIE U JYTOCNABIIE
1813-1868 L39)-1):00

N "V\\ﬁ 4 : \ | ,"w".'
//

O HOBIAMA CPNOOM NPOXEXAT M MTAMMIASOE WNPECM

Ilepuon 1813—-1868.

e IIperpara ce o6aB/ba IO KBYYHO] UM KOja ce yHocH (OOpeIHUNa UMEHUIE Ha
CaBPEMEHOM je3UKy) 1 u360py TOAWIITA WU ONCEry TOIWIITA.

e [Iporpam ropucuury " maje” 6poj npoHabheHMX TEKCTOBa ca CBUM PEUYMMa UCTOTA 3HAUEHA
a pa3IMYUTOr 3aIKCa, U COUCAK CBUX M3Nama Yy KOjUMAa jé TEKCT Ca TPAKEHOM PEYl.

e Crmcak camp:Ku: HaTyM U3Aama—0Opoj U3gama—CTPAHUILY HA KOjOj je TEKCT U €0 TEKCTa
rae ce 3anara ped "Bummn’ (MCTAKHYTA j€ W MPBEHOM GOjoM).
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Jlururanusanuja CpICKUX ciry:x0eHnx HoBuHa 1813-2013

e A onpma KopucHUYE OUPAj TEKCT KOJU sKEJIUNI & BUIUII U YUTAII!

AVTUTANIN3OBAHE CIYXBEHE S ot

HOBWHE CPBWJE oy

1813-1868 gV p> ‘,\:‘{:gf/ =

— AaTy®: 1013-08-01  690j: 001  Cvp: 0004 T L LT —
M3 CEPBIE | ¥3b CEPBIE. MOZCTEO, XO® € 080N 2472 viu Typasa «T™ d

A0 1600. senao

- paryw: 180130918 6poj: 038 cwp: 0159
OTh CEPBIE | Goorpana raacs CTwnwy, # mae, 23 Typuw wa Cepline €3 Cow CTDIHA YAIDIO; # A3 The

Coplinm €283 MOTMM TONMOR
= paryw: 1813-09-25  6po): 044 cwp: 0183
Oms Ceplie | nocTasamo. Ceplow co wa Gpery oaom. y X n O
" Watyy of, y

= paryw: 1813-10-10  6po): 057  cwp: 0244

MI% TYPOXE | Ll ¥ oAy ByRyTe 23 € boorpane #
A0 2303 CanT. roped. 10 JAepxe

— patyw: 1813-10-21  6po): 066  cwp: 0284

OTh TYPCXE | O Typuwna Kazs oy Typuw v Coplomh yann,

camo 20 Gypaam GapyTa, »

= paryw: 1813-10-22  6go): 067  cwp: 0289

PAIHE BACTH | o ofp €0 N0 WYMA W 2DY™ORM DAXYA. 1O MCTH FAICOSM
ety TYDUM HARCORE HACANR

— paryw: 1813-11-18  Gpoj: 089  cwp: 0392

OTh TYPCKE | /2773 Benvpn Toamamacih, Ave-Nlawa O CaHOr Y Oxr.
17/29¢8 20WH0 € » Cavrs

e l1360pom TekcTa mobuja ce:

— OpeKyllaHa Bep3uja ca 0DeIeKeHOM TPaKEHOM pPeYjy u
— CKeH opuruHaJiHe crpane HoBuna cepOCKUX ca 00eJIEKEHUM TEKCTOM.

AUTNTANTU3O0BAHE C/NYXBEHE

HOBWHE CPBMIE s
18131868 N

POSETE0, w0t € GRON% MTE win BeorDase rOOTvEN TyDaa
FRSAO, €CTh 20 1600, senmeo. Coplv Cy (0 =i 4 «aCTw DANIANN
00 Cy PO O WAy, B 200 O DAt Dpwen. B0 €8 ven y Copln
O Typuaw G, TyDuw Y 00W G0, o CIRO 20 5-0000 moah
ot (o et DION ywCn).

Tasnnssnin wbony anemy snsnh apeseatem peosein

.
PREP SO LAANPELARY - SR, A ———
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C. Anbujanunh

e Kopucuuk Moxke na nobuje u BpeMEHCKY (DYHKNIU)Y [10jaB/bUBAMHa TEKCTOBA Ca TPaKEHOM
pedjy.

(X}

Bpenencxas gynxumja

N

| N \
. \

1138163188183 178 188 19030508 0 TE 008 1904084 1040 54345008 54 11080 AgHE005 106205 30 ca s T4 La8L 10505

Ilepuon 1869—-1944.

[Tepuoxn 1869-1944. rox. je nepuoxn cayxberux HoBrHa CpOuje u Jyrocnasuje koju nperxonn
Beh mocrojehioj 6asu JII Cuy:xbenu raacuur — ciay:kbena m3mama 1945-2016. u nperpara je
ypabena Ha MCTM HAYMH IO TOJUINTY, IO OPOjy, IO 3aKOHCKOM AaKTY, OTJIACY WA OCTAJIO, TOHO-
CUOLY, BPCTU AOKYMEHTa UIU O0JIaCTH.

[Ipernen roaumra

d 1813-1944

Nperneg spuane Mpermepfpope Mpevpars Nowed Kowrasy Maepecyw

BpcTe poryvensts Romocmong Karersgem
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Jlururanusalyja CPICKUX CIIyxOeHnx HoBruHa 1813-2013

W us6op, wop. 1919. roauna

APXMBA
CPNCHMX M JYTOCNOBEHCKMX CNYMBENMX M3QAMA
1813-1944

Npernea spesse  Npernea Opoge  Nperpars  Nowoh  Kowvaer  Menpecyw

BpcTe aocymemats Litetcodes Karercoms Topmms

[
ms “paneacres Cpfa YoaTe N 8 M 180D
- (rmecsus
Cyntame sttmme
e panencres Cofa Xpears 0121919 1478 /- 10D
- (ronessws
(rymtams stemme
m paneacTes (ot poaTs B2 178 M 1N
- (rmesss
Crymtame sstme
m Ypaneacres Cofa XpeaTe e 178 M e
- (rosessss
(rryntams sttume
m paneacres Cota XpeaTs M2 T8 M MDD
- (raecsus
(rryatame otteme
m paneacres (ol XpoaTe 22w 147 M Mo
» (romesses
Cyntame soemme
" paneacres Cote XpeaTs w2 [ 1478 A 150000
- (rvmesss
(ryatame oiteme
" Ypaneacres Cote XpeaTs D2 08 P
- (rmessas
wr “saneecres (ofa XaeeTe PR L) Lis N M W

W npernen 6poja 80 3 1919. ako ce tpake 3axonu (pasBpCTaHM IpeMa TOHOCHUOLY ).

APXMBA
CPNCHAX M JYTOCNOBENCKMX CNYMBEHMX M3OAMA
1813-1944

Npernep spemsse Npernen tocs  Mpepars  Nowoh Koty Nuspecyw

Coywlons womems Kpanescrss Cpla. Xpeata » Cocossaus 8001919 | Qanym 1208 1919 | POF A |
-
ad e
723 & ofparcesmy Tpalmmencee Srgenste v Moeor Cady
- TRRN G EnOn hmend PO PeCADN
Vorene v 2oy Jaacems & WCTROKTEY Crdons
d Crrmwrens Apusacen)

- Nperonan 20. Pedtarcr CCTIeRD B ot Cofa, Xpmats w Cromemmis

ol Memecrapcrea (Apamecaa)
PRCTU - AT ATE Ll s Toumied mD SO AL O M) TOGT G
Pacrwe - "R tme pavend Jpuserens et ) fermeara ¢ famara

o THAesTeE 3 Fibes e TrER PR STEAL
CPaerrows 30 Jare Faguces ¢ jere M sage
Pacrud - ATrane MTaed FOeiiin 15 e besvn TEANIED ¥ SpAIYE (0 B TH
o
uomx
I Ocrane
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C. Anbujanrh

IIpermen 6poja 80 u3z 1919. ako ce tpaxku Ozaac nnum Ocmano

APXUBA
CPNCHMX U JYTOCNOBEHCKMX CITYIBEHMX MIQANA
1813-1944

Ppernep spusee  Npernen toops  Npenpars  Nowoh  Kownsey  Mumpecyw

Coyniawe sommes Kpaneecsa Cpta, Xpeata n Croseas 501919 | Raryw 12 08 1919 | POF A |

ul
V'
B ormee
O S—

i Cyacen ornace
" Qoo ormace
i os

e Swmancucan winew N

u Ocvamo

& tecre
O maatmt] 0°0m00s 3 Crmtstr Gy SR JAND Py
-
Jopama (prne re0me w (hogue v Temmanapy

hd BecTe 83 smod Tpanc e

" Paee - Nperseope Ca Byrapcuam

U majBume 3axTeBaH HauuMH nperpare je mo Pewu cadpxcane y nacaosy. Y OKBUpPY MoryhHOCTU
ammkamuje [Iperpara 3amajy ce pasauauTu KpuTepujymu (IPOMHUC/OCTANO, BPCTa MIPOMNUCA,

JOHOCH!JIAI, O6J'IaCT, TooVHa WJIN OIICer I‘O,ZII/IHITa,) n Ha Taj HaUMH CyyKaBa IIpeTpara TPpaskKeHUX
TEKCTOBA.

APXUBA
CPNCKMX M JYTOCNOBEHCKMX CNYNBENMX MIOANA
1813-1944

Ppernep spunse  NperreaGpol  Ngerpars  Mowed Kownant  Menpecyw

B T 2oy wemaTs S eran Carerogens
Ocrare - Coe - Con -
* rporece Craganw = gan - Mosso am
“rave Perery ow .- ey hprrmcer - Cromonnt ¢ rpwepess -
Dawom ot CoyPuutoms (g waced - Marwrens o Jprameo -
Fopsand M1 ¥ 20 o4 v Epop rracera

Prer Copmame y s2iret) Sy

BCTTEE e 0 [ Vims o

Haljewo Jo yynmo S Doy nTaTa NERTRAle.
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Hururanuzanuja cpuckux ciay:ko6ennx Hopuna 1813-2013

4. CrarucTUra

4.1. ITepuon cnaBeHocpuckor jeduka 1792-1794. u 1813-1868.

ITEPUO]] U3JIABHA
| oceIyjeMo ‘ HE TTOCEyjeMO
1792-
1795 208
beuku nepuoj 1209 4335
TIeproT
1813 n31axema
- HOBWHA Y
1868. | Cpouju 3126 =74% 1244 1452 1527
JIOIIY CKEHOBH 75 26,05%
30MPHO: 4335+1527=5862 100%

[Ipermemom Tabene mona3mMo nO ca3Hama na je 6a3y y OBOM MEPUOLYy HOTPEOHO MOIYyHUTHU
HOBUHCKMM m3mamuMa ca 26% romumra (1820, 1821,1844, 1861. n 1866—-1868. u roaumra Kana cy
HOBUHE n3ia3uie kao Bjemomoctu, rakobe Ha ciaaBeHOCPICKOM je3uky). Hamomenumo na HoBuHE
HUCy m3na3uie ox 1822. mo 1834. romuue.

4.2. Ilepron ByxoBe oprorpaguje 1869-1944.

YV 0a3u ce 3a 76 rogumra

Ha 1aH 9.7.2015. HajIasu HE HaJIa3u

penoBHUX 19 451 50 (1869-1938)

H3amka 526 (1939-1941)

JI01aTaKa 1381 40 (1869-1939)
~ 120 (19361 1940)

BAHPEAHUX 75 HEMAaMO y

H3amka 1930,19331 1935

3abasnuk (Kpd) 18 /

YKYIHO

H31aBa 20 925 =736

YV npoueHTuMma 96,58% 3,42%

Y Gasu ce 3a oBux 76 romumra Hawmaszu 20 925 Gpojesa cay:kxbenux uszmama Tj. 96,58% caux
n3nama (peroBHUX OpojeBa, mojaTaka ¥ BaHpenHux uznama). O6pabeno je 221 000 macsosa.
Hamomennmo ma cy y 6a3u cBa m3nama HOBuHA ca Kpda kao u cBux 18 6pojeBa 3abaBHUKA.

4.1. TIpobGiuemu
Yuanpebusame 6a3ze:

e Kommimerupame 6a3e ca m3gamuMa KOja HENOCTAjY
e OrrioHMTU TpOOIEME BEJIUKUAX M3OAHa
e l3pana moceOHUX MeHUA

1) TloceGuu MeHU 3a mperpary 3akKOHA
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C. Anbujanuh

2) IIperpara ycrasa

3) Ilperpara cBux Biazna

4) Tlperpara KEBWKEBHUX [eja 00jaB/LEHNX y CIY:KOEHUM HOBUHAMA

5) Ilperpara cBUX HAYYHUX DAmoOBa

6) Ilperpara HEKpOJIOra U YUTYIbA

7) W3pana xpoHOJIOmMEUX Tabauna ¢ raasBHUM gorabajuma m3 MOIUTUYKE U KyJITyPHE

HUCTOPHUje KOjU Cy IMOKPUBEHM y CIY:kOeHUM HOBMHaMa 3a mepuon 1813-1822, 1834-1918.

5. 3akspyuak

HOBWUHE CEPBCKE OB&J KOpInyC UTUTAJU30BAHNX HOBUWHAaA, KaoO NEJVHA, OPEn-
CTaBJba OIPOMAH TPE30D IOJATAKA U3 CPICKE U EBPOICKE Ky JI-
Type 1 IpaBHUX HOPMU. 3aTO je 0Baj MPOjeKaT CBEIOYAHCTBO
O Pa3BOjy CPICKEe KYJTYyPe U CPICKE IPKABHOCTU, KAO U O
penennuju 1 pa3Bojy npaBHux HopMu y Cpbuju. Cay:xbene
HOBUHE Cy ¥ HOCJIOBHO CBeIOIM emoxe, a momarak na y Cp-
6uju mocroju KOHTMHyUTEeT o mpeko 180 romuHa M3IaKema
oBakBux HoBuHa (npBe CuiykGeHe HOBUHE IOjaBbYjy ce y
Kueskesunu Cpbujn 1834. ronune. y Kparyjesiy) cam mo cebu
TOBOPU O 3HAUAjy OBAKBOI M3BOPA.

Bubauorpaguja

[1] Bopbe Kocruh. Kpanrurarusau onuc crpyrrype cpuckor jesura CPIICKU JE3UK O NN
IO MIBUNU BEKA (®pexsennujcku peunuk). JII Cayacoenu 2aacnux, 2010.
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YHUBEP3UTET Y BEOI'PALLY
MATEMATHUYKHA PAKYJIITET
U
CPIICKA AKAJIEMUJA HAYKA U YMETHOCTH

HECTH CUMITIO3UJYM ,,MATEMATUKA U TIPUMEHE”
HAIOMOHAJIHU CKYII CA MEBYHAPOJHHUM YUYEII'REM

ITPOI'PAM

1. JAH, IETAK 16. OKTOBAP 2015.

10:00 - 11:45

OtBapame ckyna:
Axanemuk JIparom LiBerkoBuh, cexperap onesberba CAHY 3a maremaTuky, Gu3uKy u reo-

HayKe

Muoapar MaresbeBuh, YauBep3uter y beorpany, Martematnuku (hakynaTeT, TOMUCHU YiaH
CAHY - Ilpenceanuk nporpamckor ogdopa Cummnosujyma

."HA3onepumempujcka nejeonakocm - cmapo u Hoeo"

3opan IlerpoBuh, Yuusepsurer y beorpany, Maremarnuku ¢axynarer

I pebnepoee baze - 00 mononozuje 00 anzedbapcke KomouHamopuke'




| CEKIHIMJA: MATEMATUKA U ITPUMEHE JAHAC

12:10 - 12:40
Buaagumup I'pyjuh, Yausepsuret y beorpany, Marematnuku akynrer

.Keazsucumempuune pynkyuje yonuumenux nepmymoeoapa’*

12:40 - 13:10
I'opan BankoBuh, Yausep3urer y beorpany, Matematnuku daxynrer

»Teopuja cnyuajuux mampuya u gpamunuja L-pynkyuja npuopyrncenux cumempuuHum
K8AOpamHum noou3aruma mooyaapuux gpopmu’

13:10 - 13:40
Ilerap Mapkosuh, VYHusepsuter y Hosom Cany, /[lemaptman 3a MaTeMaTuKy |
nadopmaruky, [IM® Hosu Can

,,Ccomputational complexity of the Constraint Satisfaction Problem, its significance and
a brief survey of recent results*

14:10 - 14:40
Musom ApceHoBuh, YHuBepsuret y beorpany, Maremarnuku ¢axynrer

»MHuoxcumenu xapmonujckux pynkyuja y suuie oumensuja‘

14:40 - 15:10
Bbpanucaas IlpBynoBuh, Yausepsurer y beorpany, Marematnuku dhaxkynrer

,,Modified Postnikov towers*

15:10 - 15:40
Mwban KuexxeBuh, Yausepsurer y beorpany, Maremarnuku dhakyiaTeT

,,Hyperbolic derivatives and its applications*

15:40 - 16:10
HNBan Apanhesnosuh, Yausepsurer y beorpany, Mammncku ¢akynrer
3opan MurpoBuh, Yausep3urer y bama Jlynu, Enexrporexunuku dakynrer

,,condensing KKM maps and its applications*




12:10 -12:40
®uann Mapuh, Yuausepsurer y beorpany, Matematnuku ¢axkynrer

."AHnmepaxmueno ookazusare meopema'*

12:40 - 13:10
Tartjana {aBunoBuh, Maremarnuju uncruryr CAHY, beorpan

,Onmumusayuja KojioHujom nuena y npeux nemuaecm 200una‘

13:10 - 13:40
Bojana MusiomeBuh, Yuusep3utet y beorpany, Marematnuku daxkynrer
Mapko O6panosuh, Yuusepsurer y beorpany, Maremarnuku ¢axkynrer

»lecmoeu excnonenyujannocmu  3achoéanu Ha  emnupujckum Jlannacoeum
mpancpopmayujama‘’

14:10 - 14:40
Auekcanapa Jdeauh, Yausepsurer y beorpaay, Maremarnuku ¢akynrer

»Ouena o0p3une Koneepzenuuje oughepenyujckux cxema 3a jeOHAYUHE AHOMATHE
oughyzuje ca Konyempucanum Kanayumemom'*

14:40 - 15:10
Jyman Onunh, Yausepsurer y beorpany, Marematnuku daxkynrer

,,ONn the continuum radio spectra of Galactic supernova remnants: New insights from
Planck*

15:10 - 15:40
Bpanko Manemesuh, Yausepsurer y beorpany, Enekrporexuuuku akynrer
Tatjana JlyroBan, YauBep3urer y beorpany, Enexrporexunuku dakynrer

wJeoan Oonpunoc aymomamckom O00Ka3Ueary HEKUX Kiaca aHAITUMUYKUX
HejeOnakocmu “

15:40 - 16:10
Hans Hartmann, Executive Vice President, OBJENTIS Software Integration GmbH, Vienna

,,Applied Mathematics and the Internet of Things”




2. JIAH, CYBOTA 17. OKTOBAP 2015.

| CEKIIUJA: MATEMATHUKA U ITPUMEHE JJTAHAC

10:00 - 10:30
Jymxo Jojuh, Yausepsurer y bawa Jlynm, [Ipuponno-marematnuku axynrer

.Komounamopna u mononowka ceojcmea HeKuUx 3aHUMbUBUX KOMNIEKca

10:35-11:00
CaaBko Monomwa, YHusep3utet y beorpany, Matematnuku daxynrer

. EKxcnan3uje nuneapuux ypehera‘

11:00 - 11:30
Tujana IlykunaoBuh, Yausepsurer y beorpany, Marematnyku ¢axkyiarer

.. eooesujcka exeusanenmnocm Jlopenyosux mempuka'

11:30 - 12:00

Munenko IMukyia, Yausepsurter y ucrousom CapajeBy
Baagumup Baagmuuh, Yausepsuter y ucrounom CapajeBy
Hcmer Kanuo, Yausepsutet y ucrounom CapajeBy

» O uneep3num npoonemuma ougepenyujainux onepamopa ca OmMKI0wLeHUM
apzymenmom

12:30 - 13:00
Heaa MujomeBuh, @akynreT 3a nHPOpMaIIMOHE CUCTEME M TEXHOJIOTH]E, Y HUBEP3UTET
Joma I'opuna, [Togropuna

.Komnnekc npecjexa uoeana“

13:00 - 13:30
Muoapar MaresbeBuh, YHausepsutet y beorpany, Marematnuku dakynrer
Munioby6 Anoujanuh, YHusepsurer Cunrungynym u @EOA

»Koneexcnocm u npumene”

13:30 - 14:00
Jparan CrtankoB, YHuBep3utet y beorpany, Pynapcko reomomku dakynrer

,,Distribution modulo one of the sum of powers of a Salem number*




10:30 - 11:00
Bpatucaa Upuuanun, Yausepsuret y beorpany, Enekrporexunuku ¢akynrer

. HeKu npumepu ekcnauyummnoz peuwiasaroa payuoOHaIHuUX OugepeHynux jeOnayuna u
cucmema payuoHaIHux oughepeHyHuUX jeOnauuna euuiez peoa’

11:00 - 11:30

Cphan Koctuh, UucTuTyT 32 Bononpuspeny ,.Japocnas Yepuu*, beorpan
He6ojma BacoBuh, Yausepsurer y beorpany, Pynapcko reosnomniku daxynrer
Kpuctuna TopopoBuh, Yuusepsuret y beorpany, ®@apmarieyTcku Gakyiarer

,.Delay and stochastic differential equations as models of seismogenic fault motion*

11:30 - 12:00
Munanen Buauh, CaoGpahajuu dakynrert, /1060j

SIIpumena cumempuyune eHKpunyuje 3a 6epmMuKainy aymopuszauujy y oazama
nooamaka“

12:30 - 13:00

Ouara Jakmuh, UBana Joknh, Musiom ®@pantiosuh, lana Bacusbesuh-Panosuh,
3opan Jakmmh, ITHM Centre of Microelectronic Technologies, University of Belgrade,
Serbia

»-Mathematical Modelling, Algorithms and Software for Investigations of Affinity
Based Bio-Chemical Sensors*

13:00 - 13:20
Tartjana bajuh, Bucoxka mkomna ctpykoBHUX CTyauja 3a Bacnutade, [1labair

,Moment matching discretization of a stochastic integral**

13:20 - 13:40
Ayumuna I'apuioBuh, MHCcTHTYT 32 OHKONMOTH]Y W paauoiorujy Cpowuje, Ilactepora 14,
beorpag

»Buwecmpykocmu y ouomeouyunu: Illpoonem unghnayuje ecpewixe I epcme u neka
peuwerva’’

13:40 - 14:00
Huxoxa IMepuh, Khaoticen, beorpan, Cpouja

»Mpesicno nnanuparse y oynkuuju esanyayuje npojekama‘




Il CEKOUJA: MATEMATUKA U UTHO®OPMATHUKA Y OBPA30OBABY

10:00 -11:00

Mmuoapar MaresseBuh, Marematnuku ¢axkynrer, YHusep3uter y beorpany

Joepuiuna, 3anpemuna u unmezpanu — enemMeHmapuu npucmyn’

11:00 -11:20

Nives Baranovié, Filozofski fakultet u Splitu
Maja Cindri¢, Odjel za izobrazbu ucitelja 1 odgajatelja SveuciliSta u Zadru

,,O razvoju geometrijskog misljenja u nastavi matematike prema van Hieleovoj teoriji

11:20-11:40

HNBana Kosauesuh, OIII ,,/Ip [lparan Xepuor”, beorpan

Ayman [Jamuh, ®akynrer oprann3zaiimoHux HayKa, Y HUBEp3UTET y beorpany
Caasuma Panosuh, I'eol'e6pa Llentap beorpan

Mupociaas Mapuh, Maremarnuku dakynrer, Y HuBep3uteT y beorpany

"AHpopmayuono-komynukayuone mexnonozuje u 00pa3oearse yueHUuKa ca pazeojHuUM
cmemmwana’’

11:40 -12:00

Baapumup baaruh, Marematnuka rumuasuja, beorpan

s Kopuuwiherwe nakema Mejnn y cpeormwowkonckoj mamemamuyu’”




12:30 - 12:45

Oausep IlerxoBuh, [Tokpajuncku cexkperapujaT 3a copt u omnnaauny, Hosu Can
Mupocaas Mapuh, Maremarnuku dakynrer, YHuBep3uteT y beorpany

»»Buoeo mamepujanu y nacmaeu namemamuxe”

12:45-13:00

Munopan llykosuh, OII ,,Cern CaBa”, Apanhenosait
3opan JloBpen, OIIl ,.Cretu CaBa”, Apanhenonai

»Mamemamuuko mooenuparwe. /luneapna pynkyuja’”

13:00 - 13:15

‘Byphuna Taxaum, [Ipupoano maremarnuku ¢dakynrert, JlenapTMan 3a MaTeMaTuKy U
nndopmaruky, Hosu Can

Banentuna Koctuh, ['mmuasuja [Mupot

Tama Cekynuh, Bucoka TexHruKa 1ikojia CTpyKOBHUX CTYIH]a, 3peHaHH

»Mamemamuuko mooenosarse npoodiema Kpemaroa y OUHAMUYKOM 8U3YETTHOM

OKpyJHcery”

13:15-13:30

Cuexana Komukymmh, @axynrer 3a ekoHOMH])y, GuHaAHCH]jE U aAMUHUCTpannjy — DEDA,
YuauBep3uter CUHTUIYHYM

Janujesa Musenkouh, @akynrer 3a ekoHOMH]Y, puHaHCcHje U anmMuHUCTpannjy — DEDA,
YuauBep3uter CUHTUIYHYM

Muo/byo Andujanuh, @axynrter 3a ekOHOMU]Y, GUHAHCH]E U aAMUHUCTpaljy — DEDA,
YauBep3uter CUHTUIYHYM

"Enemenmapna mamemamuxa y memooama oopauyna kamama’

13:30 - 13:45

Auaexcanapa Pocuh, 3aBos 3a BpeqHOBamb-e KBAJIMTETa 00pa30Bambha U BaCIHUTamba

»» YUbenuyu 3a mamemamuxy Hekao u cao”

13:45 - 14:00

Caetiana Anodujanuh, JII Coyx6enu rnmacauk, beorpan

WYAueumanuzayuja cpnckux cayycoenux nosuna’




14:30 — 14:45

Haraamja bygunckn, OcHoBHA U cpenma mkona ,,Ilerpo Kysmjak™, Pycku Kperyp

., Yno3naearse yueHuKa ca NPUMEHOM MAamemMamuiKkoz MoOeauparay mexnouioZujama
Jdobujarwa mamepujana’

14:45 - 15:00

Mapuja Munuh, [Tossonpuspennu daxkynrer, YHuBEep3uTeT y beorpamy
3opan BugoBuh, Yunrtesmcku pakynrer, YHuBepsuret y beorpany

,wHajuewhe cmamucmuuke epewike y ucmpaxcusaruma’

15:00 - 15:15

Tarjana CrankoBuh, Enexrporexnnuka mkona ,,Hukona Tecna”, [TanueBo
Jacna bomkoBuh, Enexrporexnnuka mxkona ,,Hukona Tecna”, [TanueBo

I pewu, pewiu, na pazpewu!”

15:15-15:30

Munan KuBanoBuh, Brucoka mikona cTpykoBHUX CTy/M]ja 32 00pa3oBame BacluTaua,
Kpymepan

sJeona ocoouna Xeponosux mpoyzioea 6e3 yenoopojuux eucuna”

15:30 — 15:45

3opuua MapunkoBuh, 3eMyHcKa rIMHa3Hja

swIlazu, opoju ce”

15:45 - 16:00

Bepuua Muanyrunosuh, @akynTer nenaromkux Hayka YHuBep3utera y Kparyjesiy

ssMooenosare namepe ynompeoe pauynapa y nacmagu mamemamuke Koo oyoyhux
yuumesna U HACMAGHUKA Mamemamuke”

16:00 - 16:15

Jeaena Xapu-Ilypuh, Marematnuku dakynrer, YHuBep3utet y beorpany

., Ynompeoa npozpamckoe jesuka JABA na makmuuerwuma u3z npozpamuparea-
apzymenmu 34 u IIPOTHUB”

16:15-16:30

Panoje Komanun, OII ,,Boxn Kapahophe”, Hum

swIlpojekmua nacmaea mamemamuke y 0CHO8HOJ WiKOU (npumep u3 npakce)”

16:30 - 16:45

Bepa UBkoBuh, OcMma Georpaicka ruMHa3uja

swMamemamuka u Kroudiceenocm’




111 CEKIlUJA: HAYYHOUCTPA)KNBAYKU U CTPYUHU PAJI CTYJAEHATA

10:00 - 10:20

®uaun KuBanoBuh, Marematnuku dakynrer, YHuBep3uter y beorpany

., Yueuthe na nemmoj wikoau mamemamuke y Amepuyu’

10:20 - 10:40

Baagumup Homosuh, Faculty of mathematics, Department of Astronomy
Bojan HoakoBuh, Faculty of mathematics, Department of Astronomy

,,Dynamical evolution of the Seinajoki asteroid family”

10:40 - 11:00

Bepa Muaep JepkoBuh, Enexrporexunuku dakynrer, YHuBep3uTeT Yy beorpamy
bpanko MasemeBuh

JIIpumena 610k penpesenmayuje Moore-Penrose-oeoz uneep3za mampuya Koo
JIUHeapHe OUCKPUMUHAHmMHe aHauze”

11:00-11:20

Mapuja Hene3uh, Enexrporexunuku dakynrer, YHusep3utet y beorpamy
Bojan bamwan, Enekrporexunuku axynrer, YHuBep3urter y beorpany

"Payuonanne anpokcumayuje Heke aHaATUMUYUKUX YHKYUja KOje ce Kopucme y
oucumannoj odbpadu cuznana’

11:20 -11:40

Musnna lBerkoBuh, Enextporxennuku ¢axynrer, YHusep3uter y beorpany

+Hymepuuka peanuzayuja cnpeznymux I'poc-Ilumaeecku jeonauuna 3a
HUCKOmemnepamypHe uecmuuye’’

11:40 -12:00

MNanja Cy6oruh, Matematnuku ¢akynrer, YHuBep3uter y beorpany

.,Hexe kapaxmepucmuune ocooune Grotzsch-oeoz Tomacenosoz u Xepwenosoz zpagha”




12:30 - 12:50

Joopuna hocuh, Enexrporexunuku dakynrer, YHuBepsuret y beorpany

"Ecmumayuja napamemapa bajecosux mpesica 3a cucmeme npenopyke’’

12:50 - 13:10

Mapuna HemoBuh, Tpeha 6eorpancka rumHazuja
JAymian Tommh, Maremarnuku daxynrer, YHuBep3urer y beorpany
‘Bophe Crakuh, Maremarnuku dakynrer, YHUBEp3uTeT y beorpany

wAnanuza ungpopmayuja uz ungpoxymuja cpnckux Kroudxiceenuka na Bukuneouju na
CDNCKOM je3uKy’”

13:10 - 13:30

Jumurpuje Huumunosuh, Matemarnuku daxyrer, YHuBepsurer y beorpany

,,Cmyoupamu (mamemamuxy)”

13:30 - 13:50

Boxunap PaausojeBuh, Maremarnuku dakynrer, YHUBep3uTeT y beorpany

,, Takmuuemwe ""Math Hackathon' euljeno ouuma opzanuzamopa’

13:50 - 14:10

Mwban Koauuh, Maremarnuku dakynrer, Y auBep3uteT y beorpany
CreBo Ileran, Marematnuku ¢akynter, YHusep3uter y beorpany

,, Duszuuke ehpemepuoe naanema u cameauma’




Onadpane gororpaduje ca VI Cumnosujyma ,,MaTremaTuke u npumene”’




 MaTemaTuuku
CP aKy.‘\'rE'r 1008

WL MAGF.DE.3C.TE
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