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HPEATIOBOP

Yersptu Cummnosujym7 ,,MATEMATUKA W TIPUMEHE”, naumonamHu ckyn ca
Mehynapoaaum yuemrhem, oapxkan je 24. u 25. maja 2013. y opranuzaimju MaremaTHUKOT
¢daxynrera YuuBepsurera y beorpany u Cpricke akanemuje Hayka U ymeTHocTH. Ckyn je
OJlp>KaH y3 MOJPIIKY MUHHCTApCTBa MPOCBETE, HAYKE W TEXHOJIOMIKOT pa3Boja PemyOmuke
CpOuje. AKTUBHOCTH Ha CUMIIO3UjyMy Omiie cy aeo MaHu(pecTanuje ,,Maj mecel MaTeMaTuKe
2013 y opranusanuju Llentpa 3a npomonujy Hayke.

Ha otBapamy Cummosujyma, yu4eCHHKE M T'OCT€ Cy MO3JpaBHIM akajgeMuk Hukoina
XajmuH, npeacenqauk CAHY, mpod. np Muonpar MaresmeBuh, ponucuu unan CAHY u
nekaH Marematnukor dakynrera, npo¢. ap Msanka IlomoBuh, mpopekTop 3a Hayky
VYuusepsutera y beorpany u mp Anexkcuupa [peuyn, mupkropka LlenTpa 3a mpomorujy
HayKe.

Hakon otBapama Cummnosujyma, IUIEHapHa IpelaBamba Cy OApXaiud mnpod. map
Mmuopapar MaresseBuh, np ®usoc Ilamagumutpuy u npod. ap Ilpeapar Janmuuh. [lame
akTUBHOCTH Ha CHMIO3MjyMy peau30BaHe Cy Kpo3 TpHU ceKiyje: ,,MaTeMaTuka u npuMeHe
— nmaHac”, ,,Marematuka W MHpOpMaTuka y obOpazoBawmy’ U ,,HaydHoucTpaxuBauku u
CTPY4YHH paJl CTyJeHara .

VY oxBupy cekinyje ,,MaremaTHKa W NpPUMEHE — JaHac” OJAp)KaHa Cy MHTEpEecaHTHa
npeJaBama Ha TEMY IIPUMEHA MaTeMaTHKe y pa3nuuuTiM obnactuma. Cekuuja ,,MaTemaruka
u uHpopMmaTuka y oOpa3zoBamy’ je OKYIHJIAa BEIMKH Opoj mpodecopa MareMaTHKE H
uHpopmatuke. IlpenaBaum cy CKpeHynH MNaxmby Ha akTyelHe mOpobieMe Yy HacTaBu
MaTeMaTuke M HMHPOpPMATUKE KOjU C€ TUYYy TIpolieca yduewa, yHampehema HacTase,
MOTHBaLMje yueHuKa, utA. CTyIeHTH CBUX HUBOA CTyIHja y3€lIM Cy aKTUBHO yderrhe y
tpehoj cexumju ,,HaydHOMCTpakMBAaYKu M CTPYYHHU paj CTyAEHATa” W MPEACTABUIMA CBOjE
Hay4YHE U CTPYYHE PaJoBe, Kao U pe3ylTare IpojeKaTa Ha KOjuMa y4ecTBY]y.

Ha Cumnosmjymy je Ouno oxo 240 yuecHHWKa HW3 OKO [JBajeceT  HAaydyHO —
UCTPAXMBAYKUX M OKO TesieceT 00pa30BHUX YCTaHOBA U3 3€MJbE U MHOCTPAHCTBA, a OJ TOra
113 ydecHuka je mpe3eHToBaIO CBoje pe3yaTare. Ca 3a10BOJHCTBOM MOXKEMO KOHCTAaTOBATH
7la Cy MCIIYEH-CHHU TJIaBHU [IUJBEBH OJ[pKaBama CKyIa, Kao IITO Cy caryefaBame nocrojehux u
OTBapame HOBUX MOTYNHOCTH MpUMEHEe MaTeMaTHKe Yy pa3IMuUTUM oOacTUMa, yHanpeheme
HAcTaBe MaTeMaTUKE M pauyHapCTBa M Pa3BOj HAYYHOT MOAMIIATKA.

IIporpamcku 0a100p cUMIO3UjyMa

Axanemuk npo¢g. np I'pagumup Munosanosunh, Maremarnuku uacturyr CAHY

npo¢. np Muoapar MaresbeBuh, nexkan Maremaruukor ¢axynrera, fonucHu wian CAHY
npo¢. np bomko JoBanoBuh, penosuu npodecop MaremaTuukor akynrera, med
Karenpe 3a HyMepuuKy MaTeMaTHKy U ONTHMH3ALU]y

npo¢. np 3opuna CranumupoBuh, mposaekan 3a HayKy MareMaTHuKor (akynreTa,
VYuusep3urera y beorpany

aou. Ap Mupociaas Mapuh, Marematnuku ¢dakynrter, YHuBep3utera y beorpany

Mapek CBetauk, acucteHT MaremaTnukor ¢akynrera YHuBep3urera y beorpany



Oprasu3amuoHu 0A00p CUMIIO3U]YMA

npo¢. np 3opuua CranumupoBuh, nmpojekan 3a HayKy MaTeMaTHukor Qakynrera
VYuusep3urera y beorpany

Mp Musban KuexeBuh, acucrent Matemaruukor akynrera Yausepsuteta y beorpany
Mapek CBetauk, acucteHT MaremaTnukor ¢akynrera YHuBep3urera y beorpany
‘Bophe Crakuh, Pauynapcka naboparopuja Matematudkor ¢axkynrera Y HUBEp3UTETA Y
beorpany

Cama KocanoBuh, Menarep 3a ogHoce ca jaHomhy Marematuykor ¢axkyarera
YHusep3urera

y beorpany

Kocana IIporuh, crynent Marematnukor ¢akynrera YHuBepsurera y beorpany

3axBajbyjeMO CBUM YYECHHUIIMMAa Ha YCIEUIHO] pealM3aluji CKyna M MOCTUTHYTUM
pesyaratuma U uaemo y cycper V Cumnosujymy ,,MaremaTnka u npumeHe”, koju he ce
onpxatu 17. m 18. okroOpa y opranuzanuju MaremaTHukor (akynrera YHHBEp3UTETa Y
Bbeorpany u Cpricke akajemuje HayKa 1 yMETHOCTH.

VY beorpany, cenrem6bap 2014.
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Simpozijum MATEMATIKA I PRIMENE, Matematicki fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2013 ,Vol. IV(1)

Fragmenti se¢anja na kompleksnu analizu u Beogradu (1968 - 1980) i Vojina Dajoviéa -
Izoperimetrijska nejednakost, Hardy-jevi prostori i Fourier-ovi redovi

Miodrag Mateljevic¢

Matematicki fakultet Univerziteta u Beogradu
e-mail: miodrag @matf.bg.ac.rs

Apstrakt. Pokusao sam kroz pri¢u da opiSem (i) studentske dane, magistarske i doktorske studije; (ii) kako sam se
zainteresovao za ekstremalne probleme u Hardy-jevim prostorima i povezao ih sa sa izoperimetijskom nejednakoscu; (iii)
kako sam se zainteresovao za prostore analitickih funkcija; (iv) rezultate beogradskog seminara (grupe) u periodu 1980-1990
(kao i pozadinu rezultata); i (v) ulogu profesora Dajoviéa (uloga profesora Aljancica je samo skicirana) u razvoju obrazovanja
i nauke. Kratak pregled teorije Hardy-jevih prostora, Fourier-ovih redova i izoperimetrijskog problema dat je sa preciznim

formulacijama stavova i skicama dokaza.

Kljuéne reci: Izoperimetrijska nejednakost; Hardy-jevi prostori; Fourier-ovi redovi.

1. Uvod

Godine 1968. prvi put sam prolazio putem koji je vodio uz Balkansku ulicu' da predam dokumenta za upis
na Prirodno-matematicki fakultet (PMF). (Tada nije postojala emisija ,,Balkanskom ulicom” 2; sudbina je htela
da prodem pored hotela Moskva, mada nisam znao gde je hotel Moskva i da je uspeh stié¢i do hotela Moskva 3).

Kasnije sam shvatio da Beograd ima nesto univerzalno i kako kaZe Kusturica da je ,,jedini grad na Balkanu
koji, kao velika raskrsnica naslonjena na dvije reke, ima protok ideja, ali i neku vrstu sposobnosti da prihvati
ljude koji odluce da se tu nastane, i to mnogo prije od Zagreba ili Ljubljane”.

Cesto sam prelazio Brankov most, na putu studentski dom - PMF i nazad, i mogao sam da vidim ceo grad od
Ratnog ostrva do Avale #. Beograd vas do¢eka, ne vidite ceo grad, ali imate utisak da je tu oko Kalemegdana, ceo
ispred vas. Odmah sam osetio ,,gravitaciju” i kosmopolitsku irinu Beograda. Zeleo sam da ostanem u Beogradu
i u pocetku je bilo najvaznije da znam put od studentskog doma do zgrade PMF-a i nazad.

Kao student pokazao sam interesovanje za analizu. Prvo sam trenirao Analizu 1 i Analizu 2 kod odli¢nih
asistenata M. Nikica i B. Mirkoviéa; reSavali smo zadatke iz Demidovic-a.

Knjiga profesora Aljan¢iéa [ 2], koja je i sa pedagogke tacke gledista odli¢an udzbenik °, uticala je na obrazo-
vanje naSih matematiCara i predstavlja kvalitativni skok u odnosu na ono §to se proucava u predmetima Analiza 1
i Analiza 2. Bio sam fasciniran svojstvima Riemann-Stieltjesovog integrala, Lebesgue-ovom merom i integralom,
¢injenicom da monotona funkcija ima izvod skoro svuda, Radon-Nikodym-ovim stavom, teoremama o reprezen-
taciji linearnih funkcionela, dualnim prostorima, ...

U pocetku mog rada, posle diplomiranja, pratio sam dva toka. U sekciji 2, koja se odnosi na prvi tok, razma-
trani su samo neki izabrani problemi minimuma i maksimuma u geometriji, simetrije i izometrije, izoperimetrija
u prostoru i za poliedre. U ovoj sekciji takode opisujem kako sam dosao do prvog rada, koji pripada geometrij-
skoj teoriji funkcija (gft). Drugi tok se odnosi na Hardy-jevi prostore. Kada sam profesoru Dajovicu rekao da me
interesuju teme gde se preplicu realna, kompleksna i funkcionalna analiza, ponudio mi je da prou¢avam prostore
analitickih funkcija. Pokazalo se da su Hardy-jevi prostori lepa i interesantna oblast. U sekciji 3 su navedena
osnovna svojstva ovih prostora, kao i neki pocetni rezultati dobijeni u Beogradu. U sekciji 4 prikazani su uglav-
nom polazni rezultati iz mog magistarskog rada [ 18] iz 1976. godine i doktorske disertacije [ 19] iz 1979. godine,
koji se odnose na izoperimetrijsku nejednakost i ekstremalne probleme u H' prostorima.

ITo se ponavljalo, samo ponekad sam koristio Kameni¢ku ulicu, kada sam se ponovo vracao u Beograd sa nekog puta.

2Emisija ,,Balkanskom ulicom” je portretska emisija u kojoj gosti - zna¢ajna imena istorije duha Beograda i Balkana, priznati umetnici,
sportisti, novinari, advokati, lekari... govore o trenutku dolaska sa Zeleznicke stanice uz Balkansku ulicu u Beograd, o snovima o uspehu u
velikom gradu i trenucima srece i tuge koji su im obeleZili Zivot.

3U umetni¢kim krugovima koristiti se metafora: ,,Dolasci u Beograd iz provincije i penjanje uz Balkansku ulicu do Terazija”, koja
oznacava uspeh.

4Ipak vec¢i deo mog bi¢a ponasao se u skladu sa izrekom ,,u matematici je ne samo lepota nego i najvisa istina”.

5T pored odli¢nih udzbenika u svetskoj literaturi, &esto se vracam na Aljancica.



U sekciji 5 se razmatraju osnovna svojstva Riemann-Stieltjes-ovog integrala i trigonometrijski redovi. Sadr-
Zaj ove sekcije je uglavnom pokriven i u knjizi profesora Aljanci¢a i ilustruje  kvalitet njegovog udzbenika
[ 2]. Ovde je izlaganje prilagodeno potrebama kompleksne analize.

U sekciji 6 se prvo kratko razmatraju stavovi Tauber-ovog tipa, Abel sumabilnost, Tauber-ova teorema, kao i
odgovarajudi rezultati do kojih su dosli Hardy, Littlewood i Karamata, a zatim i rezultati o prostorima analitickih
funkcija, koji su dobijeni u Beogradu u periodu 1980 - 1990.

Dvadesetpetog septembra ove godine bice 100 godina od rodenja profesora Dajovica koji je prvi u Beogradu
poceo da se interesuje za Hardy-jeve prostore. Imao je tezak put, ali i ogromnu volju i energiju. U svojim pre-
davanjima uvek je traZio primene i veze matematike sa drugim oblastima. Simpozijum ,,Matematika i primene”,
koji se odrZava pocev od 2008. godine na neki nacin predstavlja nastavak njegove vizije.

Sekcija 7 se odnosi na ulogu profesora Dajovi¢a u razvoju matematike u Srbiji i Crnoj Gori.

U podsekciji 7.5 se kratko razmatra i rad seminara za kompleksnu analizu.

Posle mog povratka iz SAD-a 1990. godine, grupa za kompleksnu analizu radi:

(1) u oblasti kvazikonformnih preslikavanja i Teichmiiller-ovih prostora, videti [ 22].
0Od 2000. godine ova grupa pocinje da publikuje:
(i) radove o harmonijskim i kvazikonformnim preslikavanjima, videti [ 23].

Moja istraZivanja (i grupe okupljene oko seminara) iSla su u smeru analize. Uspeli smo da dodirnemo:

(iii) izoperimetrijski problem za funkcije viSe promenljivih, ali smo zaobisli fascinantnu oblast poliedara. U
planu je i serija ¢lanaka o tackama (i)- (iii) i drugim temama pomenutim u ovom c¢lanku, u kojima ¢e biti dato
viSe detalja.

2. Gehring-ov problem (1975. godina), simetrije i izometrije, izoperimetrija u prostoru
2.1. Problemi minimuma i maksimuma

U ovoj podsekciji se razmatra nekoliko izabranih elementarnih problema, koji mogu koristiti ¢itaocu kao
uvod u probleme izoperimetrijskog tipa.

Primer 1. U temenu O tetraedra, tri ivice grade prave uglove. Ako su A, B i C povrsine tri trougla koji se srecu
u temenu O, naci povrsinu D trougla koji je naspram temena O.

ReSenje. Vazidaje D? = A2 + B2 + C?. A

U vezi sa prethodnim primerom je sledeéi izoperimetrijski problem: U familiji tetraedara za koje je zbir
povrsina strana jednak pg, gde je pg dato, odrediti optimalnu zapreminu.

Primer 2. Neka su a, b i ¢ duZine stranica trogla i x , y i z rastojanja tacke M od ovih stranica respektivno.
Odrediti minimum funkcije d = /22 + y? + 22.

Skica refenja. Neka je X = (z,y,2) i Xo = (a,b,¢) i P povr§ina trougla. Tada je d = |X]|. Ako je tacka
M (z,y, z) u trouglu, onda je 2P = ax + by + cz. Otuda je 2P < |X||Xo|. Kako se jednakost dostize u
prethodnoj nejednakosti, minimum je 2P/| Xy|. Napomena: jednakost vaZi ako i samo ako je X = sXo, s € R,
tj. 2P = s(a2 + b2 + 02), S = 2P/|X()|2; d= S|X()| = 2P/|X()| A

Primer 3 (Steiner-ovo drvo). Cetiri kuce nalaze se na temenima kvadrata Q° &ija ivica ima duZinu 1 km. Odrediti
duZinu najkraceg puta koji spaja kuce.

Resenje. Neka je tatka O° presek dijagonala kvadrata. Pogodno je pretpostaviti da je tatka O° u koordinatnom
pocetku. Homotetija Hy, (definisana sa Hy(z) = kz, gde je k > 0 dato) preslikava kvadrat Q° u Qy, ¢ija ivica
ima duZinu kkm. Homotetija H}, preslikava najkraéi put za Q¥ na najkraéi put za Q. Za nalaZenje reSenja
(izraCunavanje) pogodno je pretpostaviti da su ivice kvadrata duzine 2 km. Neka su temena kvadrata tacke A =
(-1,-1),B=(1,-1),C = (1,1)i D = (—1,1). Tacka O = (0,0) je presek dijagonala kvadrata. Neka je
1
E=(1,0,M=(2,0,0< z<lia=4«ECM.Tadaje |CM| = —, 1 — 2 = tga. Optimalni put
cos &
je simetri¢an u odnosu na koordinatne ose i sastoji se od duZi. Duzina dela puta koji spaja tacke B i C sa O je
l(a) = 2|CM| + z,0 < a < /4. Potrebno je odrediti minimum funkcije /(«) na intervalu I = [0, 7/4]. Kako
2 2sina—1
jel(a) =2|CM|+2=——+1—tga, dobijasedaje ! (a) = s1n+’ i stoga l’(«r) = 0 ako i samo ako
cos o cos? o
2sina — 1 = 0; a = 7/6 je jedino reSenje u intervalu 7. Otuda je zo = 1 — tg(7/6) = 1 — 1/1/3. Neka



je S1 = (—x0,0) 1 S2 = (x0,0). Optimalni put Py, koji je simetri¢an u odnosu na koordinatne ose, sastoji
se od duzi AS1, DS1, S152, SoB i S>C (slika 1).

D(-1,1) c(1,1)

A(~1,-1) B(1,-1)

Slika 1. Steiner-ovo drvo

Neka su p; i po dijagonale kvadrata. Put PY simetri¢an putu Py u odnosu na p; je takode optimalan. MoZe
se primetiti da je P° = S, (Py) = Sp, (o). A

Interesantan je analogon Steiner-ovog problema (drva) u prostoru: Odrediti minimalanu povrs§ razapetu po-
mocu skeleta kocke. Ako skelet (skup ivica) kocke stavimo u sapunicu (rastvor sapuna) nastaje minimalana povrs
razapeta pomocu skeleta (slika 2).

Slika 2. Skelet kocke i sapunica

Primer 4 (Bazen®). Bazen u obliku kvadrata Q = ABCD stranice duZine a sa topolama u temenima proSiriti
tako da je novi bazen R kvadratnog oblika i topole ostanu na ivicama R.

(a) Konstruisati sva resenja.
(b) Odrediti R (reSenje) za koje se dobija maksimalna povrsina.

Resenje. Neka je O srediSte duzi DC, K polukruznica sa srediStem u O, polupre¢nika a/2, P € K, cid
poluprave sa pocetkom u P koje sadrze C'i D respektivno. Dalje, neka normala a iz A na d see d u S i normala
biz B nacsele cu Q. Ako je R presek pravih a i b, treba dokazati da je R = R(P) = PQRS kvadrat. Neka je P’
presek normale p iz P na DC i neka je h = h(P) duZina duzi PP’. Tada je povrsina bazena A(R) = a? + 2ah.
Maksimalna vrednost hg za h = h(P) kada P € K dostiZe se za P = Py, gde je P, srediste luka K i hg = h(FPp)
je a/2. Otuda maksimalna vrednost Ay za povrinu (R(P) dostiZe se za P = P, i jednaka je 2a°.

Tacka P = Py je tacka na K koja pripada simetrali s duzi DC’; s sadrZi O i ortogonalna je na DC; s je skup
taCaka podjednako udaljenih od C'i D (M € s ako i samo ako M C = M D). A

6U problemu se ne razmatra plivanje.



Primer 5. Povrsina kupe je P = nrs, gde je s duZina izvodnice, a v poluprecnik. Zasto se kupa moZe razrezati
a zatim ,,razviti” u ravni u kruzni iseCak duZine luka | = 27tr i poluprecnika R = s ?

Resenje. U analizi 2 definiSemo povrSinu povrsi, na primer, u R3. Neka je povr§ S zadata jednacinom z =
f(z,y), (z,y) € D, gde je D dopustiva oblasti f € C1(D). Tada je

P(S):/D\/l—i—pQ—i—qumdy,

gde je p = 0f/0x i ¢ = Of/Jy. Na primer rotacijom duzi z = kz, 0 < x < r, oko z-ose dobija se kupa
z = ky/2% + 2, (z,y) € B,, gde je B, krug &iji je centar 0, a polupre¢nik 7. Ako je h visina kupe, a s duZina
izvodnice, dobija se h = kr, s> = r2 + h%, V1 + k2 = s/r,i /1 +p? + ¢ = V1 + k2 = s/r. Otuda

P8 = /B V1492 + @dudy = m/1+ k2% = 7rs.

Primer 6. Povrsina zarubljene kupe je P = 7w(r + R)s.

Resenje. Neka kupa K7 sa temenom A ima izvodnicu duZine s; i polupreénik R i neka kupa K5 sa temenom A,
koja je deo kupe K, ima izvodnicu duZine so i poluprecnik r i neka je Py = mRs1, Po = mrsse, s1 = § + So,
is;/ss = R/r = k.Otudas = (k—1)sg, Rs; = k?>rsqi P = P, — Py = w(k®> — 1)rsg = w(k + 1)rs =
w(r + R)s. A

Torus (slika 3) lako definiSemo u parametarskom obliku. Na primer, ako kruZnicu K u yz— ravni ¢iji je
centar (0, R, 0), a polupre¢nik r, < R, rotiramo oko z—ose nastaje torus:

x(u,v)

y(u,v)
z(u,v) = rsinv,

(R + rcosv)cosu,

(R + rcosv)sinu,

gde su u, v parametri (u intervalu [0, 27) ). MoZe se primetiti da je R rastojanje od srediSta cevi torusa do sredista

Slika 3. Torus

torusa a r poluprecnik cevi torusa. Torus se moze razrezati po kruZnici koja rotira i ,,ispraviti” u valjak V, tako
da su zapremina valjka i povrS§ina omotaca jednake zapremini i povrsini torusa. Formule za zapreminu i povrsinu
torusa mogu se izvesti elementarno. Navedimo op§tiji rezultat.



Prvo Pappus-Guldin-ovo pravilo:

Povrsina povrsi nastale rotacijom ravanske linije oko ose koja leZi u ravni linije, a ne preseca liniju, racuna
se kao proizvod duZine linije i obima kruZnice (ili duZine kruznog luka) po kojoj se kreée teziste linije pri toj
rotaciji. Otuda za povrsinu torusa P vazi: P = 472 Rr = (277) - (27 R).

Drugo Pappus-Guldinovo pravilo:

Neka je D oblast koja leZi u nekoj ravni «. Zapremina tela koje nastaje rotacijom oblasti D oko ose
koja lezi u ravni «, a ne preseca oblasti D, raCuna se kao umnoZzak povrSine oblasti D i obima kruznice
(ili duz ine kruznog luka) po kojoj se krece teZziste linije pri toj rotaciji. Otuda za zapreminu torusa V' vazi:
V =2n?Rr? = (nr?) - (27R).

Zaput v u R? definigimo C(v; 1) = UseB(a, 7).

U vezi Gehring-ovog problema (videti podsekciju 2.2) razmatra se sledece:
(A) Za fiksirano r u familiji ' = F'(lo) svih krivih duZine [y odrediti krive za koju je V' (C'(v; r)) optimalno, gde
V' oznaCava zapreminu.

2.2. Gehring-ov problem

Po zavrsetku fakulteta 1973. pokuSavao sam da pronadem neku oblast matematike koja bi me posebno zain-
teresovala. Se¢am se da je profesor Marjanovié¢’ drzao kurseve Analiza na mnogostrukostima i kasnije Morsovu
teoriju. U oblasti analize jedino je B. Mirkovi¢ drzao poslediplomske kurseve vezane za funkcionalnu analizu i
linearne topoloske prostore. U to vreme nisam znao ta¢no kako su formirane doktorske studije u SAD-u, Sta je
matematicka Skola i naucni rad.

Profesor V. Mi¢i¢ dao mi je knjigu sa konferencije odrzane u Canterbury -ju u kojoj sam nasao neke probleme
(videti podsekciju 7.4). Imao sam malo znanja i traZio sam neki problem ¢iju formulaciju mogu razumeti. Tako
sam nas$ao Gehring®-ov problem.

Zatvorene krive 7 i 7o su ulanane ako 7o nije homotopno tacki (nuli) u R3 \ v*.

Formulacija problema:
Ako su v i 7 ulan¢ane krive u R? na rastojanju 1, dokazati da je duZina svake od ovih krivih najmanje 27.

Pokusavao sam da konstruiSem cilindre oko krivih, ali se problem stalno ,,otimao”. OtiSao sam u Sid da se
malo odmorim i posetim porodicu’. Razgovarao sam sa domadéinom, ali Gehring-ov problem je stalno bio u glavi.
Domadin je ponudio da probamo domace vino i iznenada, kao iz anegdote o Banach-u, slika reSenja se pojavila'®.
Video sam materijalne tatke kako se kreéu i opisuju krive'!. Zamislio sam tatku Ay na jednoj krivoj npr. 7o i
tacku A koja opisuje ovu krivu (krece se duz krive); duzi AgA opisuju neku ,,povrs” Sy. Tacka B koja opisuje
krivu +y ,,probija” povr$ Sy u nekoj tacki By. Kriva v nema tacaka unutar sfere S(By, 1) (slika 4).

Projekcija na sferu S = S(O;r) je preslikavanje koje tacki M dodeljuje tatku M’ koja je presek poluprave
OM isfere S.

Projekcija I" krive 7o na sferu pripada jedini¢noj sferi S(By, 1) i sadrzi antipodalne tacke sfere. Ako su
geodezijske linije na sferi lukovi velikih krugova, onda je duZina krive I' najmanje 2.

Pokusao sam da se setim kursa diferencijalne geometrije. Nisam odmah video dokaz, ali intuitivno sam
osecao da je to tacno. Ostalo je da proverim da se duZina ne povecava pri projektovanju na sferu; video sam u
glavi jednakokrake trouglove na sferi.

2.3. Simetrija

Pojam simetrije provlaci se kroz celu istoriju ljudskog kreativnog stvaralastva.

Ako je tacka M srediste duzi AA’ kaZemo da su tacke A i A’ simetri¢ne u odnosu na M. Ako za telo B
postoji tacka O tako da za svaku taCku A € B postoji tatka A’ € B tako da su A i A’ simetri¢ne u odnosu na O,
kazemo da je telo B centralno simetricno telo i da je tacka O centar simetrije tela B.

7Roden 1931. godine, akademik, redovni ¢lan SANU od 1991. godine.

8F. W. Gehring (1925 - 2012). Bio je ¢lan National Academy of Sciences (od 1989. godine) i dobitnik nagrada ,,Order of the White
Rose of Finland” (1986), ,,Onsager Medal” (1995) i ,,Steele Prize (2006)”.

90zenio sam se Andelkom 1974. godine, nasa prva éerka Natasa rodena je 1975. godine.

10U kuéi domaéina Lj. Maukovi¢a u §idu, dok smo pijuckali domace vino; moZzda je u vinu istina - ,,In vino veritas”.

"Mozda je vino uticalo.



Slika 4. Gehring-ov problem

U resenju Gehring-ovog problema ucestvuju sfera i kruZnica, najsavrSenije figure u svojim klasama. Sfera je
simetri¢na u odnosu na svaku ravan kroz njen centar.

Klasifikacija kristalnih struktura svela se na klasifikaciju grupa simetrije kristala. Osnovno svojstvo kristala
je pravilnost rasporeda strukturnih elemenata u simetri¢nu trodimenzionalnu formu koja se periodi¢no ponavlja u
prostoru. Kristali se sastoje od manjih strukturnih jedinica pravilno rasporedenih u 3D mreZu ili kristalnu resetku.
Idealan kristal ne moZe postojati - Sto zbog prisustva defekata, Sto zbog same njegove povrsine koja ne moze biti
beskonacna.

Stari Grci su simetriju povezivali sa Univerzumom iz jednostavnog razloga: smatrali su je lepom. Polazeci
i najsavrsenijim oblikom, zakljucio je da Zemlja ima oblik lopte (i otuda njena povrs upravo oblik sfere).

Danas znamo da zemlja nije savrSena lopta i da ima oblik elipsoida (geoida). Posto Zemlja rotira, najveca
sila je na ekvatoru, te izgleda kao koSarkaSka lopta kad neko sedne na nju. Takav oblik nazivamo spljoStenim
sferoidom.

Interesantno je pratiti kako teorije evoluiraju i razmatrati neke zablude velikana: Npr. Pitagora je, takode,
pretpostavljao da se Zemlja okrece oko neke ,,centralne vatre”, zajedno sa Sest planeta poznatih u to vreme.
Narodi starog veka voleli su simetriju i osim sfera oni su upotrebljavali i pravilne poliedre (svaki pravilni poliedar
je ograniCen povrSima istog oblika, pravilnim poligonima).

Tako su ustanovili interesantnu ¢injenicu, koju je dokazao Euklid, da postoji samo pet konveksnih pravilnih
poliedara, mada postoji beskonacno pravilnih poligona; 3-gon, 4-gon, ... . Dakle, ne postoji analogija izmedu
pravilnih poligona i poliedara.

Prva uCenja Pitagorejaca o pet pravilnih poliedara kasnije je opSirnije opisao Platon, tako da su oni u mate-
matici poznati kao Platonova tela.

Ideja simetrije koristi se u raznim naukama i u matematici. Ipak u realnom svetu ne postoji idealna simetrija
kao u matematici. Npr. kocka nije reSenje izoperimetrijskog problema u klasi poliedara sa v = 8 temena, mada
izgleda prirodan kandidat. Npr. indirektne transformacije kocke su: 6 ravanskih refleksija definisanih u odnosu na
bisektralne ravni unutrasnjih diedara i 3 ravanske refleksije zadate medijalnim ravnima ivica.

Krug je u osnovi simetri¢an geometrijski lik, gde je osa simetrije bilo koji prava koja prolazi kroz centar
kruga i pripada ravni u kojoj se krug nalazi (simetrican u odnosu na bilo koji precnik kruga). Svaka tacka kruga
¢e se preslikati u ,,naspramnu” tacku u odnosu na bilo koji svoj pre¢nik. Krug je i centralnosimetri¢na figura u
odnosu na centar kruga. Svakodnevnim jezikom bismo rekli da je ,,veoma simetrian”. Jezikom geometrije krug
ima beskonacno osa simetrije.

U ravni, rotacije oko koordinatnog pocetka mogu se zapisati u obliku R(z) = €!®z, o € R. Kvadrat, s druge
strane, ima manje simetrija od kruga. Ako kvadrat Q = ABC'D (pozitivno orjentisan) rotiramo za 90° oko tacke
O (presek dijagonala kvadrata), temena ciklicno menjaju mesta, ali se skup @ kao celina ne pomera. Ako je O
koordinatni poCetak, rotacija za 90° u pozitivnom smeru data je sa R(z) = iz. Kompozicija dve rotacije za 90°
oko tacke O daje rotaciju za 180° oko tacke O; vazi (Ro R)(z) = i(iz) = —z.



Stavige, ako kvadrat rotiramo za 90° ili 180° u bilo kom smeru, pri éemu je centar rotacije presek dijagonala
kvadrata, preslikani kvadrat e izgledati isto. Ako kvadrat ¢ija je jedna ivica paralelna sa z-osom, rotiramo za
45°, njegove dijagonale bice paralelne sa koordinatnim osama; izgledace drugacije, kao dijamant.

Kvadrat je centralnosimetri¢na figura. Centar simetrije jeste presek dijagonala. Kvadrat ima Cetiri ose sime-
trije: dve dijagonale i dve prave koje prolaze kroz sredine naspramnih stranica. Ovim preslikavanjima svaka tacka
kvadrata menja svoj poloZaj, ali krajnji oblik figure ostaje neizmenjen.

2.4. Poliedri

Politopi (konveksni) su figure koje se definiSu kao konveksni omotac¢i kona¢nog broja tacaka u euklidskom
prostoru R™. Ako je n = 2 nazivamo ih poligonima, a ako je n = 3 poliedrima. Pravilni poliedri su pravilni
konveksni poliedri Cije su zajedniCke karakteristike:

Svaki pravilni poliedar je ograni¢en povrs$ima istog oblika.

Ove povrsi su pravilni mnogouglovi.

1z svakog temena jednog pravilnog poliedra polazi jednak broj ivica.

Jedan pravilni poliedar se ne moZe dobiti spajanjem vise drugih.

Ovih geometrijskih tela ima svega pet: tetraedar, heksaedar (kocka), oktaedar, dodekaedar i ikosaedar. Ogra-
niceni su respektivno sa 4 pravilna trougla, 6 pravilnih kvadrata, 8 pravilnih trouglova, 12 pravilnih petouglova i
20 pravilnih trouglova (slika 5).

Slika 5.  Pravilni poliedri

Za strane poliedra koriste se i nazivi pljosan ili lice.

Teorema 1. Ako imamo triangulaciju proste zatvorene poligonalne linije u ravni sa t temena (Cvorova), i ivica i
s trouglova tada je na osnovu Euler-ove formulet — 1 + s = 1.

Ako je t = v broj temena (Cvorova), i = e broj ivica i s = f broj lica (strana) konveksnog 3-dimenzionog
poliedra P, tada je x(P) =v —e+ f = 2.

Euler nije prvi dao korektan dokaz ove formule. Danas se Euler-ova formula (ubraja se u 10 omiljenih i
najuticajnijih teorema) posmatra u opstijem kontekstu povezanog grafa (struktura koja se sastoji od tacaka i
segmenata koji ih spajaju tako da formiraju jedan deo).

Pravilan poliedar kome lica imaju po m stranica, a rogljevi po n ivica ima red r grupe simetrija koji se moZe
izraziti jednakostima: r = 2mp + 2nt = 44, gde su p broj lica, ¢ broj temena, a ¢ broj ivica tog poliedra.

U tabeli 1 su date neke numericke karakteristike pravilnih poliedara.



Tabela 1. Pet pravilnih poliedara

Ime tetraedar | heksaedar (kocka) oktaedar dodekaedar ikosaedar
Strane 4 trougla 6 kvadrata 8 trouglova | 12 petouglova | 20 trouglova
Broj ivica/ temena 6/4 12/8 12/6 30/20 30/12
Broj ivica u temenu 3 3 4 3 5

Euklidski prostor E™ se naziva n- dlmenzmnalnl prostor R™ u kome je uveden skalarni proizvod: (z,y) =
Z 2k Yy 1 otuda rastojanje de (z,y) = ( Z (zr — yx)?)"/2. Svaku bijekciju I prostora na sebe nazivamo izome-

k=
tI‘l_]SkOl’n transformacijom ili izometrijom akOJe de(A,B) = d.(I(A), I(B)) za svaki par tacaka (A, B), tj. ako
je slika svakog para tacaka (A, B) njemu podudaran par taaka (1(A), I(B)).

Ako izometrijska transformacija I prostora ima Cetiri nekomplementarne invarijantne tacke, onda je I = Id
(koincidencija, odnosno identitet).

Neka je p prava u kompleksnoj ravni C. Neidenticku izometriju prostora kojoj je svaka tacka prave p invari-
jantna nazivamo simetrijom u kompleksnoj ravni sa osnovom p i oznacavamo sa .S,.

Neka je p ravan u euklidskom prostoru E™. Ravanskom refleksijom ili ravanskom simetrijom prostora sa
osnovom p zovemo neidenticku izometriju prostora kojoj je svaka tacka ravni p invarijantna. ObeleZavamo je sa
Sp. Ravan p zovemo osnovom ili ravni refleksije.

Vazno je napomenuti da ravanska refleksija van ravni p nema invarijantnih tacaka.

Neka je, Sg(z) = Z simetrija u odnosu na R, p prava odredena tatkama 0 i e*®, o € R. Tada je Sp,(w) =
e Sg(ew) = e22w i (S, o Sg)(2) = €z, gde je f = 2a. Dakle, kompozicija dve refleksije je rotacija i
obratno, svaka rotacija se moZe napisati kao kompozicija dve refeleksije.

Neka je S izometrija kompleksne ravni. Tada preslikavanje A(z) = S(z) — S(0) je izometrija kompleksne
ravni i A(0) = 0. Ako je A(1) = €', tada je A(z) = e'®z. Dakle, svaka izometrija kompleksne ravni je
kompozicija najvise dve refleksije. Sli¢no vazi i u prostoru. Preciznije, vazi sledeca:

Teorema 2 (Euler, 1776). Svaka izometrija prostora moZe se predstaviti kao kompozicija najvise Cetiri ravanske
refleksije prostora.

Euler-ova teorema o rotaciji tvrdi da je, u trodimenzionalnom prostoru, bilo koje kretanje krutog tela, tako
da jedna tacka krutog tela ostaje fiksna (nepokretna), rotacija oko neke ose koja prolazi kroz nepokretnu tacku.
To znaci da je kompozicija dve rotacije takode rotacija. Stoga skup rotacija ima strukturu grupe, poznatu kao:
rotaciona grupa tela.

U teoriji grafova, graf je reprezentacija skupa objekata gde su neki parovi objekata povezani. U matema-
tickom apstraktnom smislu povezane objekte interpretiramo kao tacke i zovemo temena (vrhovi), a veze koje
povezuju neke parove vrhova nazivaju se ivicama. Tipi¢no, graf se prikazuje u obliku dijagrama kao skup tacaka
u kome su neka temena povezana linijama ili putevima. Grafovi su jedan od predmeta proucavanja u diskretnoj
matematici.

Interpretacija grafa:

Neka je dat skup V i neka je I C V x V simetricna relacija koja ne sadrZi dijagonalne elemente. Skup
G = (V, I) nazivamo neorijentisan graf ili samo graf, elemente skupa V' nazivamo temena, a elemente skupa I
ivice. Ako je skup V' konacan onda kazemo da je graf G = (V, I) konacan. Niz temena vy, vs, . .., v, grafa G
nazivamo put ako (vg,vg4+1) € T zak = 1,2,...,n — 1, a put nazivamo kontura ako je v; = v,,. Konacan graf
koji je povezan i koji ne sadrZi konturu nazivamo stablo.

Za a € V, broj elemenata skupa {v € V' : (a,v) € I'} nazivamo stepen temena i oznacavamo obi¢no sa d ili
dj.. Ako postoji 1-1 preslikavanje skupa V' na V; tako da (a,b) € I ako i samo ako (fa, fb) € I, kaZemo da su
grafovi G = (V,I) i Gy = (V4, I1) izomorfni.

Poliedru P pridruzujemo graf G = G(P) = (V, 1), gde je V skup temena poliedra i (a,v) € I ako je [a, v]
ivica poliedra.

Poliedri P i P’ su kombinatorno ekvivalentni ako su grafovi G(P) i G(P’) izomorfni. Graf je planarni (u
ravni) ako se moZe realizovati u ravni tako da se njegove ivice ne seku.

Teorema 3. Konveksnom 3-dimenzionom poliedru pridruZuje se planarni graf (u ravni).

Skicira¢emo dva postupka:



a) Isecite jedno lice duz ivica koje ga ograniavaju i ispravite poliedar bez odstranjenog lica tako da leZi u
ravni i tako da odstranjeno lice bude neograni¢ena komponenta nastalog grafa P’. Kako se neograni¢ena kompo-
nenta ne uratunava u broj poligona grafa P’, nalazimo x(P) = x(P’') + 1.

b) Zamislite da posmatrate konveksan poliedar P iz tacke izvan poliedra koja je blizu nekog 2-dimenzionog
lica Fy. Ako je ovo lice providno (npr. od stakla), videCemo sva ostala lica (i ivice) poliedra (kroz lice Fy).
Preciznije, neka x° bude unutra$nja tacka lica Fy i tacka x izvan poliedra blizu x° tako svaki interval [0, V],
gde je v teme poliedra P koje nije teme 2-dimenzionog lica Iy, se€e Fj u nekoj unutra$njoj tacki. Neka je 7p,
radijalna projekcija iz tatke zo na ravan, koja sadrZi lice Fj. Projekcije temena i ivica poliedra P formiraju
planarni graf G(P), koji zovemo graf poliedra P. Projekcije preostalih 2-dimenzionih lica poliedra P formiraju
podelu Fy na kona¢no mnogo poligona. U vezi pristupa b) videti npr. [ 36].

¢) Pretpostavimo da konveksan poliedar P nema zajednickih tacaka sa xy—ravni. Ako su vi,vs,...,0,
temena poliedra P, tada postoji tacka vy tako da vy ne pripada nijednoj ravni koju odreduju bilo koja tri temena
poliedra (specijalno, poluprave voug, k = 1,2, - - - , n, nemaju zajednickih tacaka izuzev tacke vg) i da poluprave
voUE, k = 1,2,--- ,n, nisu paralelne sa xy—ravni. Neka je 7"° radijalna projekcija iz tacke vy na xy—ravan.
Projekcije temena i ivica poliedra P formiraju odgovarajuéi graf G'. Temena ovog grafa su tatke v}, koje su
presek poluprave vguy, sa xy—ravni. Da li je G’ planarni graf?

2.5. Izoperimetrija u prostoru

O izoperimetrijskom problemu za poliedre videti u [ 4]. Izoperimetrijski koli¢nik () za poliedar P definise
se kao Q(P) = S3/V2, pri ¢emu je S povrsina, a V zapremina poliedra P.

U literaturi se koristi i reciproc¢na definicija.

Neka su zapremina i povrSina poliedra P redom jednake V' 1.5, neka je ry poluprecnik lopte Cija je zapremina
jednaka V' i neka je rs poluprecnik sfere &ija je povriina jednaka S. Tada vazi V = 4713, /31 .S = 4nr. Ako je
Ry =1} i Rg = r% definise se

Q= Q(P) = Ry, /Ré = (3V/4r)? - (47/S)* = 36mV? /S5,

U nastavku teksta Ce biti koriS¢ena prva definicija izoperimetrijskog koli¢nika.

Steiner je 1842. godine postavio pitanje: Da li pravilni poliedri imaju minimalan izoperimetrijski koli¢nik u
svojoj kombinatornoj klasi?

Zna se da je odgovor pozitivan, izuzev za ikosaedar za koji je pitanje joS uvek otvoreno.

Za fiksirano f; (broj lica), ozna¢imo sa Pfqcc(fo) (pogodno je koristiti i kra¢u notaciju Py ( fo)'2ili P(fy))
skup poliedara koji imaju fj lica.

Za fiksirano f Minkowski je 1897. godine pokazao da postoji optimalni poliedar u P(f). Oktaedar (f = 8)
i ikosaedar (f = 20) nisu optimalni u Py (8) i Ps(20).

Teorema 4. Za svaki poliedar sa f lica vaZi

A3JV? = 54(f — 2)(4sin® wp — 1) tg? wy, 1)
gde je
__nf
TS -2

Jednakost vaZi samo za pravini tetraedar, kocku i dodekaedar.

Dokaz (1) je teZak i prvi dokazi su bili nekompletni.
Dakle pravilni tetraedar, kocka i dodekaedar su optimalni u Py(4) , Pr(6) i Py(12) respektivno.

Hipoteza 1. Za poliedre sa v temena vazi

Ay s TV o), — 1), @

gde je
™
6(v—2)

Wy =

12 f oznatava da se radi o broju lica.



Jednakost vaZi za tetraedar, oktaedar i ikosaedar.

Za fiksirano vy oznac¢imo sa P, (vo) skup poliedara koji imaju taéno vy temena. Poznato je da kocka (v = 8)
i dodekaedar (v = 20) nisu optimalni u P, (8) i P,(20) respektivno. Ako je hipoteza tacna, tetraedar, oktaedar, i
ikosaedar su optimalni u P, (4), P,(6) i P, (12) respektivno.

2.6. Resenje Gehring-ovog problema. Dokaz
Sada ¢e biti naveden formalni (matematicki) dokaz.
Za tacku x i skup A se uvodi oznaka

(e, A)={te+(1—-t)y:0<t <1,y A}.

Dokaz se sastoji iz nekoliko tacaka:

a) Dokazati da je za svako © € v*, c(z,v*) N & # 0;
b) Nekaje z, € v*iyo € c(x«,7*) N~. Tada postoji y. € v*10 < t < 1 tako da je

Yo = txs + (1 — t)y,. DefiniSimo I' = f o, gde je f(y) = yo + Hy;yo;
Y=Y

c¢) Dokazati daje |T'| < |7];

d) Zatvorena kriva I pripada jedini¢noj sferi S(yo, 1) i sadrZi antipodalne tacke f(z.) i f(y.) sfere
S(yo, 1). Kako su geodezijske linije na sferi lukovi velikih krugova, otuda sledi da je duZina krive I’
najmanje 27.

Kompletno reSenje ovog problema, koji je postavio Gehring, dato je u [ 17]. O ovom i drugim problemima
u kompleksnoj analizi videti u [ 3]. U drugom delu ¢lanka [ 3] dat je pregled lekcija Hayman-a, o progresu o
problemima postavljenim u dva prethodna ¢lanka.

L. Milin'3 je odmah rekao da je reSenje korektno, profesor Marjanovié je pogledao detaljnije i saglasio se da
je dokaz tacan i da treba pisati Gehring-u. V. Mi¢i¢ je dobio odgovor u kome Gehring kaze da je i jedan njegov
student takode doSao do reSenja.

Rukopis sam predao u Matematicki Vesnik. Recenzent S. Mardegi¢'* je pohvalio rezultat (kaZe da je dokaz
ispravan) i predlaze da se tehnicki rad dotera; ako se seCam traZio je da se pretpostavi da su krive rektificibilne.
Smatrao sam ako nisu rektificibilne da moZemo smatrati da imaju beskonacnu duZinu; moZzda je profesor S.
Mardesi¢ video nesto vise. M. Edelstein i B. Schwarz kasnije, daju dokaz [ 9] ali ne citiraju moj rad. Israel J.
Math je ugledan Casopis i ovo pokazuje kako je odnos izmedu Casopisa relativan.

U toku pisanja ovog rukopisa dosao sam do sledece generalizacije Gehring-ovog problema:

Neka je ¢ put u R3. Za x,y € R? definigimo r(z, y) = sup{d.(z,tr(c)) : 2z € [z,y]} ir(c) = sup{r(z,y) :
z,y € tr(c)}, gde d. oznalava euklidsko rastojanje. Tada je |c| > 27r(c).

Na osnovu reSenja Gehring-ovog problema, izabran sam za asistenta na Institutu za Matematiku PMF-a 1975.
godine.

3. Hardy-jevi prostori
3.1. Neke definicije, stavovi i primeri

Ako se sa z obelezi kompleksan broj onda se realni i imaginarni deo kompleksnog broja z obi¢no obeleZavaju
sa z 1y, odnosno vazi z = x + 4y. Ovaj zapis se naziva algebarski zapis kompleksnog broja. Osim algebarskog
zapisa Cesto se koristi i eksponencijalni zapis kompleksnog broja. Ako se sa 7 i 6 obeleze modul i argument
kompleksnog broja z onda vaZi z = re® i ovaj zapis se naziva eksponencijalni zapis.

Uobicajeno je da i neki podskupovi skupa C imaju standardne oznake. Tako

Jedini¢ni disk, {z € C : |z| < 1}, se obelezava sa D;
Jjedini¢na kruzZnica, {z € C : |z| = 1}, se obelezava sa T;
gornja poluravan, {z € C : Tm z > 0}, se obelezava sa H.

13Imao je medalje sa olimpijade i vaZio je za talentovanog matematicara.
14Roden 1927. godine, akademik, redovni ¢lan HAZU, od 2013. godine Fellow of American Mathematical Society
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Neka je f : Hl — C. Familija funkcija f, : R — C, y > 0 se definiSe na slededi nacin f,(z) = f(z) =
flz +1iy).

U kompleksnoj analizi, Hardy-jevi prostori (ili Hardy-jeve klase) H? su prostori analitickih funkcija na jedi-
ni¢nom disku ili gornjoj poluravni. Uveo ih je F. Riesz 1923. godine [ 33], a dobili su ime po G.H. Hardy-ju, zbog
Clanka [ 12]. U realnoj analizi Hardy-jevi prostori, real — HP, su odredeni prostori distribucija na realnoj pravoj
R, koje su (u smislu distribucija) grani¢ne vrednosti holomorfnih funkcija iz kompleksnih Hardy-jevih prostora.
Preciznije, distribucija g na R, pripada real — H? ako postoji f € H?(H), tako da f, teZi g u smislu distribucija
kada y — 04. Povezani su sa LP prostorima koji se proucavaju u realnoj i funkcionalnoj analizi. Za 1 < p < o0
realni Hardy-jevi prostori su odredeni podprostori LP prostora. Za p < 1, L? prostori imaju neka ,,nepozeljna”
svojstva, dok su Hardy-jevi prostori mnogo pogodniji za proucavanje.

Za funkciju f : D — C definiSe se

fr(eie) _ f(rew)

f.(0) = (") = 711_13 f(re'), ako taj limes postoji.

Za funkciju f : T — C, definise se f(6) = f(e*®). Umesto f koristi se i oznaka f,.

Klasa svih holomorfnih (respektivno harmonijskih) funkcija u oblasti D se obelezava sa H (D) (respektivno

sa h(D)).

Neka je 0 < p < oc. Za funkciju f : D — C definiSe se

1/p
My(f /|f re't|Pdt , akoje0 <p< oo

Moo (f;r) = sup |f(re™)], ako je p = oo
te[0,27)

Il = Tim A, (f;7)
Klasa HP (respektivno h?) sastoji se od svih f € H (D) (respektivno svih f € h(D)) za koje je || f||, < oo.

Za dato f € HP, p > 0, radijalni limes f*(e'?) postoji za skoro svako 6 i f* € LP(T). Prostori LP(T) i
LP(0,27) se identifikuju na prirodan nacin tako Sto se funkciji g € LP(T) pridruZi funkcija g € LP(0, 27).

Ako g € L*(T) onda se Fourier-ovi koeficijenti funkcije g oznacavaju sa g(n) ili g,,. Sli¢no ako je funkcija
f holomorfna u okolini 0, Taylor-ovi koeficijenti funkcije f se oznaCavaju sa f (n) ili fn i u tom slucaju piSe se

f(z) = Zf()

=0
Sa H P(T) se obelezava podskup skupa L?(T) koji se sastoji od svih grani¢nih funkcija f* kada f pripada

H?.Zap > 1vazi
g € H? (T) akoisamoako ¢ e€ LP(T) ig(n)=0zasvakon < 0.

Ako g € LP(T), p > 1 onda je f = PJg] harmonijska funkcija na D; f € H? ako i samo ako g € H?(T).
Ako g € HP(T), ondaje g(n) = 0 zasvakon < 01 f(z) = Plg](z) = >_ §(n)z", zasvako z € D.
n=0
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DefiniSe se

it
S(t,2) = =, <1, 3)
1 27
Slgl = — S(t,z)g(t)dt, 4)
2m Jy
1—72
B0 = et ! ®
1 2
Plvl=5- [ Pouo ©

Ako f € HP,p > 1,ondaje f = S[Ref*] + ¢Im f(0).
Funkcija
142

A(z) = 5(0,2) = 7—.

lz| <1,

. 0 .
pripada H?, zap < 1injena grani¢na funkcija je data sa A* (¢?) = i ctg <2) . Treba podvuéi daje Re A, (e') =

P.(t). Kako je Re A* jednak nuli, sem u jednoj tacki, ne moZe se rekonstrusati A pomoéu Re A*. Ako je ¢ test
27 27

funkcija na T, onda /Re An(eM)p(e)dt = /Pr(t)go(e“)dt — 2mp(1), kada r — 1—. Otuda, grani¢na
0 0

vrednost funkcije Re A kada r — 1 postoji u smislu distribucija i jednaka je ¢é gde je § Dirac-ova distribucija u
z=1ic=2m.

Za 1l < p < oo, realna funkcija na jedini¢noj kruznici pripada real — HP(T) ako je realni deo te funkcije iz
HP(T).

Zap < 1, realna distribucija pripada real — HP(T) ako je grani¢na vrednost (u smislu distribucija) funkcije
iz HP. Dirac-ova distribucija ¢., gde je z tacka sa jedini¢ne kruznice, pripada real — H?(T) za svako p < 1.

3.2. Nejednakost Petrovi¢a, Karamate, Smirnov-a i Kolmogorov-a
Neka je Ly = {re?t € C: [t| < 0} iz, = rie* € Ly.

1
T je 1. Ako j 2), ' < ,
vrdenje ko je 6 € (0,7/2), onda je Z |2k | p—"z ZRe 2k

Tvrdenje 2. Ako 0 € (0,7/2)i f : [a,b] — Lg neprekidna (opstije integrabilna) funkcija, onda je

b b
/\f(t)ldt< ﬁRe/f(t)dt.

Prema Mitrinoviéu (videti [ 30]), tvrdenje 1 (za slucaj § = 7 /4) se prvi put pojavilo u Petrovi¢evom ¢lanku
iz 1917. godine. Petrovi¢ je dokazao opsti slucaj tek 1933. godine. Tvrdenje 2 je navedeno u Karamatinoj knjizi
[13].

Jedna verzija tvrdenja 2 koja se pripisuje Smirnov-u (1928) i Kolmogorov-u koristi se za dokaz sledeceg
tvrdenja (videti [ 31], strana 93).

Tvrdenje 3. Ako je f : D — Ly holomorfna, onda | € HP, gde je 0y = pf = /2.

1

) Re F(0). O

2m
Dokaz. Neka je F' grana funkcije fP. Kako F' : D — Ly, , sledi / |F(t)|dt <
0

12



4. Izoperimetrijska nejednakost

U dogovoru sa profesorom Dajoviéem odlucio sam da prou¢avam ekstremalne probleme u H? prostorima.

Dosao sam na ideju da ovu temu poveZem sa izoperimetijskom nejednakos¢u koja je jedan od najznacajni-
jih problema geometrije; polazne rezultate objavio sam u magistarskom radu, [ 18], 1976. godine i doktorskoj
disertaciji, [ 19], 1979. godine.

Moze se reci da je problem izoperimetrijske nejednakosti star koliko i matematika uopste. Medutim njegovi
detaljni i korektni dokazi su ipak relativno novijeg datuma. Izoperimetrijska nejednakost se najéesée formuliSe
kao nejednakost izmedu povSine A i obima L neke prosto-povezane ograniene figure u ravni i ta nejednakost
glasi:

L2
S 4’
Figure istog obima nazivaju se izoperimetrijske figure.
Moguce formulacije izoperimetrijskog problema:

(N

(A) Izmedu svih zatvorenih izoperimetrijskih n-touglova, odrediti n-tougao koji ogranicava najveéu
povrsinu.
(B) Izmedu svih zatvorenih krivih u ravni, date duzine L, odrediti krivu koja ogranicava najvecu povrsinu.

Vazi sledece:

Tvrdenje 4. Izmedu svih zatvorenih krivih u ravni, date duzine L, kruznica duZine L ograni¢ava najvecu povr-
Sinu.

U nekom smislu je vrlo zadovoljavajuée da je krug (kruzZnica) reSenje problema (B). Krug ima jedinstven
oblik, simetri¢an je u odnosu na svaku pravu u njegovoj ravni koja sadrzi njegov centar. Krug je ,,savrSen”, a time
je dobar kandidat za reSenje problema (B). Poligoni su, moZe se reci, ,,manje savrSeni” nego krug. Ipak u svakoj
familiji poligona postoji onaj koji je ,,manje nesavrSen” (pravilan poligon) od ostalih. Zanimljivo, i u njihovim
familijama taj ,,manje nesavrSeni oblik” je reSenje problema (A).

Na primer vaZzi:

1) Od svih trouglova jednakog obima jednakostrani¢ni trougao ima najveéu povrsinu.

2) Od svih ¢etvorouglova jednakog obima, kvadrat ima najvecu povrsinu.

3) Specijalno, medu svim pravougaonicima jednakog obima, kvadrat ima najvecu povrsinu (ova Cinjenica
je ekvivalentna sa nejednako$éu izmedu geometrijske i aritmeticke sredine).

4) Medu bilo kojim konacnim brojem pravilnih poligona jednakog obima, onaj sa najveéim brojem strana
ima najvecéu povrsinu.

5) Od svih n-touglova (n fiksirano) jednakog obima pravilan n-tougao ima najvecu povrsinu (ovo je
poznato kao Zenodorus teorema, videti [ 35] , str. 11-15.).

6) Svaki od navedenih stavova ima ekvivalent u kome je navedena povrsina.

A1) Steiner je uveo metod pravog ugla. Prvo navodimo elementarni metod pravog ugla. Neka je o ugao
kod temena M trougla AM B, a = |AM|ib = |BM]|. Tada je povrSina trougla AM B, P = absin a.. Ako se
pretpostavi da ugao AM B nije prav, sprovodi se slede¢i postupak:

1) Rotira se duz BM oko M tako da tatka B prede u tacku B*, duz BM u duz B*M iugao AM B* bude
prav. Na ovaj nacin definiSemo jedno preslikavanje R koje je rotacija oko M. Ako je P povrSina trougla AM B*,
tadaje P < P.

U primenama se koristi slede¢a forma:
2) Neka je c¢ kriva koja spaja tacke B i M i nema drugih zajednickih tacaka sa trouglom AM B i neka je A
figura koju ograni¢avaju duzi M A, AB ikriva c. Ako je ¢* = R(c) i A* figura koju ogranicavaju duzi M A, AB*

i kriva ¢*, onda je area(A) < area(A*) (sa area je obeleZena povrsina).

A2) Neka je duz AB duZzine d, [ > d i k kruZnica koja sadrZi tacke A i B tako da je jedan od lukova kruZnice
k, recimo luk kg, na koje tacke A i B dele krug k, duzine /. Oznacimo drugi luk sa k; i neka je ¢ kriva duzine [
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koja spaja tacke A i B, i G oblast koju ogranicavaju k; i c. Neka je D oblast koju ogranicavaju duz AB i kriva c,
a Dy oblast koju ograniavaju duz AB i luk kq. Na osnovu izoperimetrijske teoreme sledi area(G) < area(k) i
stoga area(D) < area(Dy).

A3) Ako je duz AB duZine d tetiva kruga k i [ duZina manjeg od lukova na koje tacke A i B dele krug k,
tadaje ! < wd/2.

A4) Ako je y Jordan-ova zatvorena kriva i D = Int(vy) konveksan skup, tada je L < wds, gde je L duZina
krive 7y i do dijametar skupa D.

Otuda vazi:

Tvrdenje 5. Medu svim ravanskim krivim fiksne duZine i sa fiksnim krajnjim tackama A i B, kruzni luk zatvara
maksimalnu povrsinu izmedu njega i duZi odredene tackama A i B.

Ako je dat n— tougao oko kog se ne moZe opisati kruZnica, onda se moze konstruisati n—tougao ¢ije su stra-
nice jednake stranicama datog n—tougla i oko kog se moZe opisati kruznica. Sledeca teorema (teorema Cramer-a)
tvrdi da je povrSina tako konstruisanog n—tougla veéa od povrSine datog n—tougla.

Teorema 5 (Cramer). Od svih n— touglova sa datim stranama a1, az, . . . , a, najvecu povrsinu ima n— tougao
oko koga se moZe opisati krug.

Dokaz u [ 14] koristi teoremu o izoperimetriji: Od svih krivih date duZine najveéu povrsinu ogranic¢ava krug.
Postavlja se pitanje da li se dokaz moZe izvesti na osnovu Steiner-ovog metoda pravog ugla?

Neka kriva v ogranicava figuru G povrSine S i neka tacke A i B dele krivu y na dve krive ~; i 2 jednake
duZine. Duz AB deli G na dve oblasti G; i G5 povrsine S i S3; neka je na primer .S; > Ss.

Neka M € ;. Oznacimo figure ogranicene lukom AM (B/Z\\l ) krive vy i duzi AM (BM) respektivno sa Ay
i A (slika 6).

Mo AMB ~ o6

Gy

G =G UGy
TEnUr

72

Slika 6. Metod pravog ugla

Slika 7. Metod pravog ugla

Ako ugao AM B nije prav, rotirajmo figuru As oko M tako da tatka B prede u tacku B*, luk BM u luk
B*M i tako da ugao AM B* bude prav. Neka se kriva 7 sastoji od lukova AM i B*M i njima simetri¢nih u
odnosu na AB* i nekasu Si L respektivno povrsina oblasti G=1I nt(¥) i duzina krive 7 (slika 7). Kona¢no,
vaziS < SiL=L.

Dali je prethodnim razmatranjem dokazana izoperimetrijska nejednakost? Ostaje da se dokaze da u familiji
svih krivih date duZine postoji kriva koja ograni¢ava najvecu povrsinu.

Razmotrimo prvo dokaz za mnogouglove (videti [ 18]). Mnogougao P, je konacan niz tacaka My, Mo,...,
M, M, +1 = M, ne obavezno razlicitih, ali cikli¢cnih. Mnogougao je ravnostran ako su duzZi My My 1, k =
1,2, ..., n, jednake duZine. Ravnostran mnogougao je pravilan ako se moZe upisati u krug i ako duzi My Mj. 1,
k =1,2,...,n nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka.

Izaberimo u ravni pravougli koordinatni sistem. Neka je O koordinatni poCetak; M; i M, dve tacke sa
koordinatama 1, y1 i 2, yo. Orijentisana povrsina trougla O M7 M5 definiSe se na sledeéi nacin:

P{OM M} = (5812/2 — Y172).
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Ako M pripada x— osi, geometrijski smisao je jasan. Povrsina je pozitivna ako se temena O M; M5 obilaze
u pozitivnom smeru.
Neka je M;, Mo,..., M,,, M, +1 konacan niz tacaka i neka tacka My (k = 1,...,n,n + 1) ima koordinate

Tk, Yk Orijentisana povr§ina mnogougla sa temenima O, My, Ms,..., M,,, M, 1 definiSe se na sledeéi nacin:
P{OM M5 ... M, M, 1} ®)
= P{OMi My} + P{OM;Ms} + ...+ P{OM, M, 11} ©
1 n
~ 9 Z(wkykﬂ — YkTh+1) (10)
k=1

Pretpostavimo da je M,, 1 = M;. Tada orijentisana povrsina ne zavisi od izbora koordinatnog pocetka O.
Definisimo P{MlMg NN Man} = P{OMlMQ NN MnMn+1}.

Lema 1. Neka je zbir brojeva a i b konstantan i jednak s. Proizvod ab je maksimalan ako je a = b = s/2.
Najveca vrednost proizvoda je s* /4.

Dokaz. 1z 4ab = (a+b)? — (a—b)? sledi da je proizvod ab veci, pri konstantnoj sumi a + b = s, §to je apsolutna
veli¢ina njihove razlike manja; proizvod ab je maksimalan ako je @ = b = s/2 i maksimum je s2/4. O

Prethodni kriterijum maksimuma moZe se uopstiti na proizvoljan broj ¢inilaca :

Tvrdenje 6. Ako je data suma s = a1 + as + ... + a, proizvod p = ajas...a, dostiZe maksimum, ako je
s

a1 = a3 = ... =04y = —.
n

Neka je A proizvoljan neprazan podskup ravni ili prostora. Najmanji konveksan skup koji sadrzi skup A se
naziva konveksan omota¢ skupa A i obelezava se sa con(A).

Lema 2. Ako je A prost mnogougao koji nije konveksan, tada je obim con(A) manji od obima A.

Teorema 6.

a) Ako je A nejednakostranicni n— tougao koji ogranic¢ava povrsinu S, onda postoji jednakostrani¢ni n—
tougao jednakog obima A, koji ograni¢ava povrsinu S, tako da je S < S..
b) Od svih izoperimetrijskih n— touglova najvecu povrsinu ima pravilni n— tougao.

Skica dokaza. Neka je T, (L) familija prostih n— touglova u ravni C, obima L. UC" za Z = ¢ = ((1,...,Cn)

n
sa |Z]1 = Z |Ck| zadaje se norma. Neka je A € T,,(L) i neka su 21, 22, . .., Zn, Zn+1 = 21, temena n— tougla

k=1
n

A. Ako uvedemo oznaku (; = 241 — 2 onda vazi Z Ck = 0. Dakle, svakom n— touglu dodeljujemo ¢ € C" i
k=1

obratno svakoj tacki ¢ € C™ dodeljujemo poligon A = A(() odreden sa z, gde je z1 = 0i 2z = (1 + ... + Cp—1,

1 < k < n+ 1. Za orijentisanu povrsinu n—tougla A vazi: S = S(A) = S(¢) = 1/2 3} (TkYk+1 — YTht1)-

Kako su |(j| duZine stranice n— tougla A sledi L = Z |Ck |-
k=1
Neka je S, sfera polupre¢nika L u odnosu na normu || i V skup tadaka Z € C" zakoje vazi _,_, ¢ = 0.
Funkcija S je neprekidna na kompaktnom skupu Vo = Sz NV i dostize maksimum u nekoj tacki ¢, 0 € Vb; neka
je Ap odgovarajuéi mnogougao (ponovimo z; = 0). MozZe se prvo pokazati da je Ay jednakostani¢ni mnogougao,
a zatim kombinujudi Steiner-ov metod pravog ugla i da je upisan u krug i otuda pravilan. O

U [ 24] je dat elementaran pristup za sluajeve n = 3in = 4.
Ako su p, i 5, obim i povrsina pravilnog n—tougla, onda je

1 5 ¢ T
= —p°ctg —.
" 4np” gn
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Koeficijent pravilnog n—tougla, K,,, se definiSe na sledeci nacin:

Sn
Kn == 7
Pn
i stoga vazi:
1
K, =—ctg—
an e
; P 1
Lema 3. K, je rastuciniziteZi ka =
s
Dokaz. Neka je o(z) = x ctgz. Tadaje ¢'(z) = w <0zaz > 0. O

sin” x

Tvrdenje 7. Od svih izoperimetrijskih n— touglova najvecéu povrsinu ima pravilan. Ako su py, i S, respektivno,
obim i povrsina proizvoljnog zatvorenog prostog n— tougla ‘P, tada je

1
< —petg -, (11
4n, n
1
Sy < —p2. (12)

47

Na osnovu teoreme 6 dobija se (11); aiz (11), na osnovu leme 3, sledi (12).
Granica n— tougla koji ima tacke ,,samopresecanja” moze se podeliti na proste zatvorene poligonalne linije
na koje se moZe primeniti nejednakost (12). Otuda se dobija

Teorema 7 (Izoperimetrijska nejednakost 1). Neka je P zatvoren orijentisan mnogougao (koji moZe imati i tacke
samopreseka) i A(P) orijentisana povr§ina i £(P) duZina granice mnogougla P. Tada je

A(P) < —((P)%
(P) < - 4(P)
Teorema 8 (Izoperimetrijska nejednakost 2). Neka je v neprekidna, rektificibilna, zatvorena kriva (u opStem
slucaju sa tackama samopreseka). ObeleZimo sa S orijentisanu povr§inu oblasti G = Int(v) i sa L duZinu krive
~. Tada vazi
L2
E .
MozZe se konstruisati poligonalna linija (specijalno ravnostrani mnogougao A sa parnim brojem stranica) tako
da se njegov obim L, i povr$ina S, proizvoljno malo razikuju od L i S, §to je kontradikcija sa Teoremom 7.
Ako bi bilo L? — 4 7S < 0, moglo bi se odrediti A, tako da je L? — 4 7S, < 0 $to protivure¢i nejednakosti
za ravnostrane mnogouglove.

1S <

4.1. Izoperimetrijska nejednakost, dijametar i kapacitet

Neka je vy zatvorena Jordan-ova kriva klase C'! definisana na intervalu [a, b]. Neka je G = Int(y), A(G)
povrsina oblasti G i neka je

b

AG) = ¢ / (ady — yda) = | / = / ()7 Bt (13)

gl v a

Ako je v pozitivno orijentisana (ako se neki objekat kreée po zakonu +(t) onda oblast koju ograni¢ava trag
krive ~y ostaje s leve strane) onda se kao posledica Green-ove teoreme dobija
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Ako je ~y negativno orijentisana, onda vazi

A(G) = —A().
Neka je -y zatvorena Jordan-ova kriva u C. Trag krive vy, tr(~y), dopusta dve orijentacije. Ako sa vt nazna¢imo
da je kriva ~y pozitivno orijentisana, a sa v~ da je negativno orijentisana, onda vazi A(y~) = —A(y™).

Neka je -y proizvoljna kriva definisana na I = [0, 1] (moZe imati i tatke samopresecanja).
Ako sa v~ oznalimo suprotno orijentisanu krivu, v~ (¢) = (1 — t) i ako je y ograniCene varijacije, tada
vazi A(yv7) = —A(y).

Primer 7. Nekajey =~ U~y U~g Uvy, D1 = Int(y), Dy = Int(vy ), D3 = Int(v5) i Dy = Int(vyy)
(slika 8 ). Tada je

Slika 8. Kriva sa tatkama samopreseka

too . R
Nekajea = 0,b=2minekajey(t) = Y. Are’**. Formalno, v/, = ik4y, pa koriséenjem Parseval-ove
k=—oc0
formule dobijamo

—+oo
Ay =7 Y kAl (14)
k=—o00
Interesantno je da formula (13) definiSe orijentisanu povrSinu ako je v samo neprekidna, rektificibilna, za-
tvorena kriva (u opStem slucaju sa taCkama samopreseka) i da vaZzi (14) (specijalno red u formuli (14) konvergira
u obi¢nom smislu).
Kako je v neprekidna, rektificibilna kriva niz {k9% } je ograni¢en odakle sledi konvergencija reda u formuli
(14) (moZe se dokazati pomocu Abel-ove i Tauber-ove teoreme).
Ako je v apsolutno neprekidna tada vaZi formula (13).
Izoperimetrijska nejednakost za Jordan-ove oblasti moZe se dokazati pomocu teoreme o povrsini, videti[ 20].
NekajeE={z € C: |z| > 1}.
KaZemo da F' € ¥ (F' pripada klasi ) ako je univalentna na E i ako je

b b
F(z) =2+ — 4 d = oo (15)
z z

Teorema 9 (Area theorem). Ako F' € ¥, E* = C\ F(E) i A(E*) povrSina oblasti E*, onda
—+oo
a) Y klbg* < 1;
k=1

b) A(E*)=m (1 - +zm/qbk?).
k=1
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Teorema 10 ([ 19, 25], Izoperimetrijska nejednakost 2). Neka je v neprekidna, rektificibilna, zatvorena Jordan-
ova kriva. Neka je S povrsina oblasti G = Int(v) i L duZina krive ~y. Tada vazi

2w cap(G) < L i S < m(cap(@))> (16)

Otuda
478 < L2 (17)

Dokaz. Nekaje G = Ext(y). Na osnovu Riemann-ove teoreme postoji konformno preslikavanje F' oblika

b1 by
F(2) =M\ + — A
(2) =Xzt — 4t T+

koje slika E na G. Neka je r > 1, K,.(0) = re?, (8 € [0,27]), y» = F 0 K, i G, = Int(v,).
Primenom teoreme o povrsini dobija se

area(G,) < w|A*r? (18)
Kako je
F'(z 17 ,
- F/ 0 1
o / o / (re*”)do (19)
sledi ol
1 (" ; 1 |y
< _ / 10 - T
[Al o /_ﬂ|F (re*”)|do Sy (20)
pri ¢emu je |v,.| duZina krive ;..
Na osnovu (18) i (20) dobijamo
1
Gr) < —|y % 21
area(G).) 47r|'y | (21)

Kori$éenjem poznatog rezultata iz teorije Hardy-jevih prostora sledi |y,| — |y| kada » — 1+. Otuda dobi-
jamo (17).
Kako je |\| = cap(G) na osnovu (18) i (20) dobijamo (16). O

Akoje f' € H', tadaje f neprekidnana D. Otuda za f' € H' moZemo da definiimo krivu v say(t) = f (%),
0 < t < 2. Funkcija v je apsolutno neprekidna funkcija na [0, 27|, videti [ 7]. Oznacimo sa L duZinu krive v, a
sa A povrsinu figure koju ogranicava . Dokazuje se da je A = // |f'(x + iy)|*dzdy i L = 27| f'||;.

D
U [ 18, 19] dokazana je H' verzija izoperimetrijske nejednakosti:

Ako je f' € H', onda je // |f'(x + iy)|2dedy < || f'|3.
D
Navedimo specijalni slucaj nekih rezultata iz [ 19].

Tvrdenje 8.

a) Akoje f € H', ondaje/ |f(z +iy) |Pdazdy < || f|3.
D
b) Akoje® € (0,7/2)i f: D — Lg, onda je cos® 9// |f(z + iy)|Pdzdy < m(Re f(0))%

Kako je

[ 11+ inPasdy - i /()
| =
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iz a) sledi

>h SO < e

Poslednji rad iz ove oblasti objavio sam sredinom osamdesetih godina. Nakon toga, radio sam u drugom pravcu.
Iznenada, moj ucenik M. Markovi¢ [ 16] je pre par godina oZiveo problematiku vezanu za izoperimetrijsku
nejednakost.

5. Riemann-Stieltjes-ov integral i trigonometrijski redovi

5.1. Riemann-Stieltjesov integral

Iz pedagoskih razloga definiSemo prvo funkcije ogranicene varijacije na kona¢nom intervalu, a zatim na
celom R.
Neka je realna funkcija f definisana na kona¢nom intervalu [a, b] i neka je

Pia=xg<z1<..<zHp =0

podela tog intervala. U ovoj situaciji kaZemo da je podela P definisana tatkama {xzg, 1, ..., Zp}.

Definicija 1. Ako je
V() = V() =sup S 1f (@) — Fl@u)l,
v=1

gde se supremum uzima po svim podelama P intervala [a, b], konacan broj kazemo da je f ogranicene varijacije
na [a, b]. V2(f) je njena totalna varijacija. Klasu funkcija ograni¢ene varijacije oznadavamo sa BV = BV[a, b].
Na isti nacin definiSu se ovi pojmovi i za kompleksnu funkciju.

Primer 8. Ako je f monotona na [a,b), tada je f ogranicene varijacije na [a,b] i V2(f) = |f(b) — f(a)|.

ReSenje. Neka je, na primer, f neopadajuca i neka je podela P definisana takama {xg,z1,...,z,}. Tada je

f(xy) = fzy—1)istoga |f(x,) — f(wy_1)| = f(z,) — fzr_1)i

n n

S @) = fae) =D (@) = fx-1) = F(b) = f(a).
v=1 v=1
Otuda je V2 (f) = |f(b) — f(a)l- A

Neka su realne funkcije f i g definisane i ograni¢ene na kona¢nom intervalu [a, b] i neka je P podela tog
intervala
a=xg <11 < ...<xTp =0

Neka &, pripadaju podintervalima [z, _1, z,]. Ozna¢imo sa m(P) najveéu od duZina podintervala podele P i

definiSimo
n

o(P)=o(f,:P) =Y [(&)(g(xs) = g(ws-1))-

v=1

Definicija 2. Ako postoji broj I( f, g) tako da svakom £ > 0 odgovara ¢ > 0, tako da za svaki izbor tataka &, u
[x,—1, 2] i nezavisno od uolene podele P

m(P) <6 = lo(f,g:P) = 1(f,9)| <e,

kaZzemo da je I(f,g) Riemann-Stieltjes-ov infegral funkcije f u odnosu na funkciju ¢ na intervalu [a, b].

Riemann-Stieltjes-ov integral oznacavamo sa

b
/fdg.
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b
Kada postoji | f dg kaZzemo da je f integrabilna u odnosu na g, ili da je f R, integrabilna na intervalu [a, b).

y [a]
Primer 9. Ako je f neprekidna na [0,al], (0 < a < 4+00), tada je / f(z)d[z] = Z f k).
0 k=1

Najjednostavnija teorema o postojanju Riemann-Stieltjes-ovog integrala kaze: Ako je f neprekidnai g ogra-
ni¢ene varijacije na [a, b], tada integral postoji. Funkcija ¢ je ogranifene varijacije ako i samo ako je razlika
dve monotone funkcije. Ako g nije ograniene varijacije, onda e postojati neprekidna funkcija koje se ne moze
integraliti u odnosu na g (tj. f nije integrabilna u odnosu na g na intervalu [a, b]). U principu,

(i.1) integral nije dobro definisan (ne postoji), ako

(ii.1) f i g imaju zajednic¢ku tacku prekida.

Vazi da je (ii.1) dovoljan, ali ne i potreban, uslov za (i.1).

S druge strane, klasican rezultat Young-a iz 1936. godine kaze da je integral dobro definisan ako je f a-
Holder neprekidna i g 8-Holder neprekidna, pri ¢emu je o + 8 > 1.

I kada g ima izvod u svakoj tacki, Riemann-Stieltjes-ov integral moZze biti razli¢it od Riemann-ovog integrala
funkcije f¢’ datog sa

/bf(fv)g'(fﬂ) dx,

na primer, ako je izvod funkcije g neogranicen. Ali ako je izvod neprekidan, integrali imaju jednake vrednosti.
Ovaj uslov je zadovoljen ako je g (Lebesgue-ov) integral svog izvoda; u ovom slucaju kaze se da je g apsolutno
neprekidna.

Funkcija f ima prekid prve vrste (skok prekida) u tacki xg ako su limesi sleva i zdesna u toj tacki konacni i
razliciti.

U praksi se pojavljuju sluc¢ajevi da g ima prekid prve vrste; ili g ima izvod nula skoro svuda dok je jos§ uvek
neprekidna i monotona (npr. Cantor-ova funkcija). U ovim slu¢ajevima Riemann-Stieltjes-ov integral se ne moze
izraziti pomocu izvoda funkcije g.

Riemann-Stieltjes-ov integral dopusta parcijalnu integraciju u obliku

b b
/ F(@) dg(z) = F(B)g() — F(a)gla) — / o) df (),

pri cemu postojanje jednog od ovih integrala povlaci postojanje drugog.

Teorema 11. Neka je f neprekidna, a g apsolutno neprekidna funkcija na |a, b). Tada je

/b fdg = /b fg'da. (22)

Neka je f ogranicene varijacije, a g apsolutno neprekidna funkcija na |a, b, tada takode vazi (22).

Dokaz. Nekaje P :a =z < 21 < ... < &, = bpodela intervala [a, b] i o odgovarajuca suma koja dovodi do
Rimann-Stieltjes-ovog integrala. Iz apsolutne neprekidnosti funkcije g, sledi
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Iz ove formule, sledi

n

o(P)=0o(f,9:P) =Y F(&)(9(xs) — g(wr—1))

v=1
=Y f&) / @)z =3 / 1) o (x)d. 23)
v=1 To_1 u:lajL/71

Otuda je

b n T
c=lo- / foda) =Y / (&) - F(@)] ¢ (@) da). 24)

b
Kako je ¢’ integrabilna, Iy = [ |¢'(z)|dz < +oc. Neka je (,0) par iz definicije uniformne neprekidnosti

funkcije f na [a,b]. Ako je podela P takva da je m(P) < 4, tadaje |f(¢,) — f(z)| <ezaz,_1 <z < z,,ina
osnovu (24), sledi

<> [ 1) - r)llg @) de
V:le71

<y / elg’(x)ldx<82/ ¢/ (2)] da.
V:le71 v=1

T Xy

Otuda, sledi € < 1. Kako € moZemo birati proizvoljno malo, sledi da je € = 0, tj. tvrdenje. O
Teorema 12. Ako su f i g apsolutno neprekidne na [a, b, tada vaZi formula za parcijalnu integraciju.
Dokaz. Dokaz sledi iz teoreme 11 i formule za parcijalnu integraciju Riemann-Stieltjes-ovog integrala. 0
U praksi se Cesto primenjuju i sledeci stavovi.

b b
Tvrdenje 9. Ako postoji integral / fdg, tada postoji i integral / gdf.
Tvrdenje 10. (al) Pretpostavimo da je [ neprekidna i g ogranidene varijacije na |a,b, tada je (i.1) f
R 4—integrabilna na [a, b].
Tvrdenje 11. (b1) Pretpostavimo da su | i g ogranicene varijacije na [a, b] i da im se tacke prekida ne poklapaju,
tada je (ii.1) f Rq—integrabilna na [a, b].

b

Tvrdenje 12. Ako f i g ispunjavaju uslove (al) ili (b1), tada je /fdg < MVP(g), gdeje M = sup |f(z)].

a<z<b
a

Tvrdenje 13. Ako je f je neprekidna na |a,b] i g,, niz funkcija uniformno ogranicene varijacije na |a, b] koji

b b
konvergira ka g, tada /fdgn — /fdg, kad n — oc.

Tvrdenje 14. Neka je f neprekidna, a g ima na [a,b] R—integrabilan izvod. Tada je

b b
/ fdg = / f4de. 25)
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Tvrdenje 15. Ako g ima na [a,b] R—integrabilan izvod tada je g apsolutno neprekidna funkcija na [a, b).

Tvrdenje 16. Ako je f neprekidna (ili ograniene varijacije), a g apsolumo neprekidna funkcija na [a, b tada
takode vazi (25).

5.2. Trigonometrijski redovi

U ovoj podsekciji se razmatraju prirodna pro$irenja rezultata sa R na C.
U realnoj analizi razmatraju se Fourier-ovi koeficijenti u odnosu na trigonometrijski sistem. Analogno, mogu
se definisati Fourier-ovi koeficijenti u odnosu na sistem {ex(x) = e™** : k € Z}.

Fourier-ovi koeficijenti funkcije f € R([—, 7] ) u odnosu na sistem { ex(x) = ** : k € Z} izrazavaju se
formulom

= J(k) = (f,en) / flw)e ™ da. 26)
Fourier-ov red funkcije f je
> fk)ets 27)
k=—oc0
i njegove parcijalne sume su
Su(x)= > flk)e™, n=0,1,2,... (28)
k=—n

Dirichlet-ovo jezgro, preciznije, n—to Dirichlet-ovo jezgro D,, definiSe se na sledeci nacin:

1
n sin (n + 2) t
Dn(t)= > M =—> =2

k=—n sin =t
2

Jednostavno se proverava (u kursevima analize) da je

Sn( —t)dt.
- / 7(6) Dalz 1)
Ako je F' funkcija definisana na jedini¢noj kruznici T i f definisana na R sa

f(t) = F(e"), (29)

tada je f periodi¢na funkcija sa periodom 27. Ovo znadi da je f(t) = f(¢ + 27). Suprotno, ako je f periodi¢na
funkcija sa periodom 27, tada postoji F' tako da vazi (29) . Dakle, moZemo identifikovati funkcije na T sa
27-periodi¢nim funkcijama na R i, ponekad, da uprostimo notaciju, piSemo f(¢) umesto f(e'!), ¢ak ako je f
definisanana T.

L?(T) je klasa kompleksnih, Lebesgue merljivih, 27 - periodi¢nih funkcija na R takvih da je

p

1 ™
= { 5 [1r0lar ) <oc.

Umesto LP(T), ponekad, piSemo i kratko LP.
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Za f € L*(T), Fourier-ovi koeficijenti funkcije f u odnosu na {e?** : k € Z} definidu se formulama

. 17 A
ar = f(k) = b / f(z) e da, keZ. (30)
T
1z Bessel-ove nejednakosti dobija se: Ako f € L?(T), tada

n 1 7T
> P < 5 [P

k=—n

Trigonometrijski polinom je kona¢na suma oblika

To(x) =agp + Z(ak cos kx + by, sin kzx).
k=1

Na osnovu Euler-ove formule moZe se pokazati da je

T (x) = z”: cpe'™®.

k=—n

Skalarni proizvod u L?(T) se definige sa:

(f.9) = 5= [ fO g at @

Skup {ex(t) = e’** : k € Z} &ini ortormiran sistem vektora u odnosu na skalarni proizvod (31) i obi¢no se
naziva trigonometrijski sistem.

5.3. Kompletnost trigonometrijskog sistema

Skup A je gust (kaZe se i svuda gust) u B ako je B C A.
Teorema 13. Jednostavne funkcije (respektivno neprekidne) na T su guste u LP, 1 < p < oo.

Dokaz. Pretpostavimo da je f > 0. Postoji niz s, kao u Beppo-Levi-jevom stavu (aproksimacija jednostavnim
funkcijama). Kako je 0 < s, < fiotuda |f — s,|P < |f|P, na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji,
sledi ||f — sn|lp — 0 kada n — oo. Dalje treba pokazati da se merljivi skupovi aproksimiraju elementarnim i
otuda da se jednostavne funkcije aproksimiraju (u LP-metrici, 1 < p < 00) jednostavnim funkcijama definisanim
pomodu intervala. U realnoj analizi pokazuje se da se jednostavne funkcije definisane pomocu intervala dobro
aproksimiraju neprekidnim funkcijama. Opsti slucaj (f kompleksna) sledi iz ovog. O

Postavlja se pitanje:
Pitanje 1. Da li prethodna teorema vaZzi za L°° ? Odgovor je negativan.

Teorema 14. Sistem
{ep(t) = ' . k € 7}

je kompletan u LP, 1 < p < oo.

Dokaz. S obzirom na drugu Weierstrass-ovu teoremu (videti [ 1], teorema 8.3.1), trigonometrijski polinomi su
gusti u C(T). Otuda dokaz sledi na osnovu teoreme 13. O
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Na osnovu (30), svakom f € L*(T) pridruzuje se funkcija f naZ.
Kako je L?(T) C LY(T), sledi da (30) vazi i za f € L?(T). StaviSe, vazi Parseval-ova formula:

(F9) = 5= [ fO0de= > F0)300, (32)

k=—o0

za svako f,g € L?(T).
Red na desnoj strani formule (32) konvergira apsolutno i ako je S,, definisano kao u (28), tada je

lim [|f — Sull2 =0, (33)
n—oo
jer, na osnovu specijalnog slucaja formule (32), nalazimo

1= Sall3 = D 1ful (34)

|k|>n

Podvucimo da, na osnovu formule (33), sledi: svako f € L?(T) je L? granica parcijalnih suma svog Fourier-ovog
reda; tj. Furier-ov red funkcije f konvergira u L? smislu. Konvergencija tacka po tacka je teZi problem (videti
[ 32], [ 38]).

Primer 10. Ako je A C [0,2] i A merljiv, tada [ cos nzdx teZi nuli kada n — co.
A

Tvrdenje 17 (Lema Riemann-a). Neka je f : (a,b) — R apsolutno integrabilna (bar u nesvojstvenom smislu) i
b

I\) = [ f(z)e*®dz, A € R. Tada I(\) — 0, kada X\ — <.

Skica dokaza. Pomocu parcijalne integracije dokazati lemu ako je f glatka funkcija. Integrabilne funkcije aprok-
simirati neprekidnim, a neprekidne polinomima. Za kompletan dokaz videti [ 38]. O

Ako je poznato da f € Ro([—m, 7] ) tada, na osnovu Bessel-ove nejednakosti, sledi

/ f(x)e™dx — 0

kadan — oo, n € Z.
Ova diskretna varijanta Riemann-ove leme je u osnovi pocetnih ispitivanja klasi¢nih Fourier-ovih redova.

Pitanje 2. Da li lema Riemann-a vaZi ako f € L'(a,b)?

Ako je f neprekidna i ako su njeni Fourier-ovi koeficijenti apsolutno sumabilni, onda njen Fourier-ov red
ali ne i uniformno (videti [ 39]).

U primenama, korisno je imati ocenu za veli¢inu Fourier-ovih koeficijenata. Ako je f apsolutno neprekidna
funkcija onda vazi:

~ K
OIES=
‘ n
gde konstanta K zavisi samo od f.
Ako je f ograniCene varijacije (videti [ 34]) onda vazi:
7 V(f)
< ——.
‘f(”)‘ = 27|n|
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Problem da li Fourier-ov red neprekidne funkcije konvergira skoro svuda postavio je N.Lusin 1920. godine.
Fourier-ov red bilo koje funkcije iz LP (za p > 1) konvergira skoro svuda. Dokaz za p = 2 dao je Carleson'
1966. godine a kasnije je Hunt dokazao opsti slucaj (p > 1). Kolmogorov, kada je imao 21 godinu, konstruisao
je primer funkcije u L*, ¢iji Fourier-ov red divergira skoro svuda. Dakle, u odnosu na neka svojstva prostori L?,
zap > 1, potpuno su razli¢iti od prostora L'.

6. Redovi i prostori analitickih funkcija

6.1. Abel sumabilnost, Tauber-ove teoreme, Hardy, Littlewood i Karamata

Neka je a = {ay, : k > 0} niz realnih ili kompleksnih brojeva i neka je

F.(z) = Z apz”.
k=0

oo
Pretpostavimo da red Z ay, konvergira. Tada
k=0

lim F,(z) = Zak,
k=0

z—1—

pri ¢emu je promenljiva z realan broj, ili opstije, pripada nekom Stolz-ovom uglu, koji se definiSe kao oblast
jedini¢nog diska, pri Cemu je |1 — z| < M(1 — |z]).

Teorema 15 (Abel). Neka je
> a (35)
k=0

zadati red, neka su
Sp=0a0 + -+ Qn, n €N,

odgovarajuce parcijalne sume i neka je f(r) odgovarajudi stepeni red definisan kao gore.
Ako red (35) konvergira u obicnom smislu (s, — L kada n — o), onda red konvergira i u Abel-ovom
smislu i vaZi: f(r) — L kadar — 1—.

Standardan primer divergentnog reda koji konvergira u Abel-ovom smislu je:

(o)
> (=)™
n=0
Odgovarajudi stepeni red je
1 oo
_ —1)" n'
1+7r nZ:o( )T
Kako vazi
! — ! kad —1
= ada -,
1+r 2 "
1

red konvergira u Abel-ovom smislu ka 5

Opsti obrat Abel-ove teoreme je netadan, kao $to gornji primer ilustruje'®. Medutim 1890-tih godina Tauber
je dokazao sledeéi delimican obrat.

SDobitnik nagrade ,,Abel prize” 2006. godine (za temeljne i iskonske doprinose harmonijskoj analizi i teoriji glatkih dinami¢kih
sistema).
16To je i bila Zelja; Ideja je da opiemo metod sumiranja odredenih divergentnih redova.
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Teorema 16 (Tauber). Pretpostavimo da je red ", a,, Abel sumabilan i da na,, — 0 kad n — oc. Tada je > ay,
konvergentan u obicnom smislu.

Dokaz ove teoreme nije tezak. Hardy i Littlewood su oko 1910. poceli seriju istraZivanja inspirisani Tauber-
ovom teoremom. Njihova ¢uvena saradnja trajala je preko 35 godina.

Littlewood je pokazao da obrat Abel-ove teoreme vazi ako je niz na, ogranic¢en. Dokaz je mnogo tezi od
Tauber-ove teoreme i sadrZi sofisticirane detalje. Karamata ' je nasao elegantan dokaz pomodéu Weierstrass-ove
teoreme.

6.2. Prostori analitickih funkcija i rezultati beogradskog seminara u periodu 1980-1990

Planiramo da napiSemo poseban ¢lanak o uticaju ovih rezultata na razvoj matematike u Beogradu'®. Ovde
¢e biti navedeno samo nekoliko rezultata, koji imaju veliki broj citata i znaCajnu ulogu u proucavanju prostora
analitickih funkcija.

Neka su A i B dva izraza koja zavise od nekih promenljivih, na primer z, y i z.

Ako postoji odgovarajuéa pozitivna konstanta ¢ = c¢(y, z) takva da je A(x) < ¢B(z) za svako = (x € M)
pisSemo A < B (na M).

1
Ako postoji odgovarajuca pozitivna konstanta ¢ = ¢(y, z) takva da je —B(z) < A(z) < ¢B(z) za svako x
c
(x € M) pisSemo f =~ g (ili f < g) (na M).

o0

Tvrdenje 18 ([ 26]). Nekajea > 0,p > 0,a, 20, f(z) = > ana™i A, = > a. Tada postoji konstanta c
n=0 ke,

koja zavisi od p i « takva da je

“+ o0

/1(1 ) (e Y 2 AR,
0

n=0

Tvrdenje 19 ([ 27]). Za analiticku funkciju f(z) = Y. apz¥, definisemo A, f(z) = 3. apz®, e, =
ke,

exp(2mi /2" 1), f(n, k) = An(el), fo = 272/Pf(nk), k € I, i T(f) = (fx). Tada za 1 < p < oo
vaZi:
T je izomorfizam BP na IP

/ / FE)Pdady =~ 3272 S | fn, k)P~ S k2 F (R
]D) n

kely k

Neka su A i B dva vektorska prostora nizova. Niz A = {\,,} se naziva mnozilac iz A u B ako {\,a,} € B
za svako {a,,} € A. Skup svih mnozZilaca iz A u B se obelezava sa (4, B).
Analiti¢ka funkcija g : D — C pripada B ako i samo ako sup(1 — |z|)|¢'(2)| < oo.
z€D

Za lokalno integrabilnu 27— periodi¢nu funkciju g definiSemo
|9l = st}p/ lg — grldt,
1

gde se supremum uzima po svim intervalima I i

n/
gr =77 [ gdt.
1]

I

Kaze se da je g ogranicene srednje oscilacije, g € BMO, ako |g|. < oo.

17]. Karamata (1902 - 1967) jedan od najveéih srpskih matemati¢ara dvadesetog veka.
181zgledalo je kao da su se Hardy i Littlewood preselili u Beograd.
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Prostor H1(0) = {zf(z) : f € H'} ima dual L>/H>.
C. Fefferman'® je pokazao da je dual prostora Re H;(0) prostor BMO.

Vazi i: f € BMOA ako i samo ako postoje analitiCke funkcije f1, fo : D — C takve da su Re f1 i Re f5
ograniCene i f = f1 + fo.

Tvrdenje 20 ([ 28]). (H', BMOA) = B, gde je B Bloch-ov prostor:

7. Profesor Vojin Dajovi¢ (1914-1993)

Nadam se da mi necete zameriti $to ¢u pisati na popularan nacin i prema seCanjima. Za sistematske ¢lanke
videti [ 8] i [ 29]. Naves¢u prvo samo nekoliko detalja u vezi sa ulogom profesora Vojina Dajovi¢a u razvoju i
popularizaciji matematike.

7.1. Otvaranje novih smerova i razvoj primenjene matematike

Uprkos Cinjenici da su radovi Mihaila Petrovica, osnivaca beogradske matemati¢ke Skole, bili preteca ki-
bernetike, postojali su otpori razvoju racunarstva i primenjene matematike u Beogradu. Vojin Dajovi¢ je uspeo
da savlada ove prepreke. Inicirao je prvo razvijanje numericke matematike (formiranje Numerickog instituta) u
okviru svoje katedre i doprineo da Matematicki institut 1965. godine nabavi racunar koji je smeSten u prostori-
jama PMF-a i tako su studenti matematike prvi put poceli da koriste racunar u nastavi. Na osnovu njegove studije
,,Uloga i znacaj matematike i nastave matematike u Jugoslaviji” 1962. godine je doneta ,,Preporuka odbora SIV-a
za unapredenje matemati¢kog obrazovanja”. Pre donoSenja preporuke na matematiku se nije upisivalo vise od 20
studenata. Poredenja radi, za upis na Matematicki fakultet u junu 2014. godine prijavilo se 1019 kandidata od
toga viSe od polovine na raCunarstvo i informatiku. Tradicija racunarstva predstavlja krupnu vrednost beogradske
matematicke Skole i oZivljava duh Mihaila Petrovica, a broj kandidata na prijemnom ispitu u junu 2014. godine
pokazuje da je Vojin Dajovi¢ imao ispravnu viziju.

7.2. Obrazovanje i popularizacija matematike

Profesor Vojin Dajovié je uCestvovao u reformama nastave matematike i fizike na svim nivoima. Boravio je
u Moskvi od marta 1963. do februara 1964. godine. Proucavao je organizaciju naucnog rada i stvaranje nau¢nog
podmlatka. Na osnovu njegovog elaborata Odbor za prosvetu Savezne skupstine doneo je odluku o uvodenju
poslediplomskih studija. Prva generacija se upisala na poslediplomske studije na PMF-u §kolske 1960/61. godine.

Idejni je tvorac Matemati¢ke gimnazije, $to govori u prilog njegovoj viziji. Osnivac je Drustva matemati¢ara
i fizicara Republike Srbije, a uCestvovao je i u osnivanju Saveza matematicara i fiziCara Jugoslavije. Savez je
organizovao skupove (na osnovu incijative generalnog sekretara Vojina Dajovi¢a) na kojima su ucestvovali i neki
od najznacajnih matematicara: Choquet, Soboljev, Aleksandrov, Kolmogorov, Serpiniski, Nevanlinna i drugi.

Stalno je vodio rauna i o razvoju nastave matematike. Na primer, u septembru 1960. godine Jugoslovensko
udruZenje matematicara i fizi€ara u saradnji sa ICMI (International Commission on Mathematical Instruction) je
organizovalo simpozijum ,,Koordinacija nastave matematike i fizike”. Organizacioni odbor su ¢inili: D. Kurepa
(predsednik), M.H. Stone i V. Dajovié. Zbornik radova je objavilo Jugoslovensko udruZenje matematicara i fizi-
Cara.

Organizovao je i tri internacionalna simpozijima ,,Kompleksna analiza i primene” - Arandelovac 1984., Bu-
dva 1986. i Herceg Novi 1988. godine.

Profesori Vojin i Milica Dajovi¢ preveli su Courant-ove knjige: Kurs diferencijalnog i integralnog racuna I
i Kurs diferencijalnog i integralnog racuna II. Na spomen tabli Courant-ovog instituta u Njujorku, u spisku
Courant-ovih saradnika je i ime Vojin Dajovic.

Gradio je veze medu strukama i podrZao objedinjavanje ne samo matematike, fizike i astronomije nego i Sire
drustvenih nauka i filozofije sa prirodnim naukama.

Uticao je da profesor Buro Kurepa (1907-1993), koji je imao ve¢ veliki ugled u svetskim matemati¢kim
i nau¢nim krugovima i dubok naucni trag, prede u Beograd (Skolske 1965/1966. godine) na mesto redovnog
profesora PMF-a. Pre prelaska u Beograd, jo§ 1952. godine Kurepa je kao gostuju¢i predavac, odrzao izuzetan
seminar tada mladim, a kasnije i nasim poznatim matematicarima. Smatrao je da ,,obrazovanje mora biti aktuelno,

19Dobitnik nagrade ,,Fields medal” 1978. godine.
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posebno, moramo uzimati u obzir nove pristupe nastavi, kao i primene, koji se ponekad gube pedantnim pristupom
i logickim finesama preterano dugackih i kompleksnih dokaza” (videti [ 15]).

Kako kaZe Sibe Mardesi¢, profesor Puro Kurepa je izuzetna licnost, velike radne energije, zanesen u svoje
misli i ideje. Z. Mijajlovi¢ je nadahnuto opisao njegovo stvaralastvo, na skupu posveéenom njemu, a tom prilikom
sam istakao da je u Beogradu postojala potreba za stvaranjem ,,malih mitova” i oaza, koji su prema posebnim
merilima, kriterijumima i vrednostima (ponekad i lokalnim) podizani na pijedestal svetskih velikana. Profesora
Kurepu voleli su studenti i doktoranti, imao je harizmu i moZe se re¢i da je zajedno sa M. Petrovi¢em i J. Kara-
matom najbliZi ovoj ,,mitskoj” ulozi (ovde se ne razmatraju matematicari koji trenutno stvaraju). Na neki nacin,
ako matematiku shvatamo kao ideal kome teZimo, moZda sam i sam u ucenju i popularisanju matematike teZio
stvaranju oaze u kojoj se stvarnost preplice sa ,,mitskim” elementima.

7.3. Naucni i strucni rad profesora Vojina Dajovica

Doktorsku disertaciju ,,Egzistencija grani¢nih vrednosti nekih klasa analiti¢kih funkcija” profesor Vojin Da-
jovié¢ odbranio je 1956. godine. Njegovi naucni radovi vezani su za egzistenciju grani¢nih vrednosti nekih klasa
analiti¢kih funkcija klase H”.

U nameri da formuliSemo teoremu 17 (deo A je rezultat Dajovica, videti i [ 5]) prvo dajemo potrebne defini-
cije.

Ako je funkcija h definisana na segmentu I = (rge®, e't), 0 < rg < 1, piSemo h*(t) = lir{l h(re') ako

r—1—

taj limes postoji.

[ee] oo o0
Za f(z) = . apz¥ig(z) = 3 brz* definiSemo Hadamard-ov proizvod: F(z) = > apb2".
k=0 k=0 k=0

Teorema 17.

A) Neka je
1 1
feH? Regeh? gdejepg>1 i —+4+-=1 (36)
P q
Tada vazi
Hadamard-ov proizvod funkcija f i g je ogranicena analiticka funkcija u D. 37
B) Neka je
1<p<oo, feHP i Regeh. (38)
Tada vazi
Hadamard-ov proizvod funkcija f i g pripada prostoru HP. (39)

Dacemo nekoliko napomena. Komentari (a) i (b) su preuzeti iz [ 11], a za (c) videti [ 31].
Na osnovu rada Dajovica [ 5], Whiteman [ 37] je dokazao obrat teoreme 17 (deo A). Sovjetski matematicari
V.I1.Gorbaichuk and V.I.Kuzminch [ 11] uopstili su Whiteman-ov rezultat.

Neka je fo(r,t) = f(r, e @),

1 27 ) )
a) Qiu Hua-Ji je koristio F(z) = — / w(r,t) f(r, O dt + co, gde je z = pe'®, p=12,0 < p < 1,
T™Jo
) 1 2m
g(r,et) = u(r,t) +iv(r,t), F*(0) = = / u*(t) fg (t)dt + co 1 co konstanta. Kako je || fz|l, = || f*
m

0
fo e LPiu* € L9, F* € L, sledi da (37) vaZzi.

p»

b) Tumarkin je primetio da ovaj postupak ne daje dokaz dela B) teoreme 17.
¢) Ako f € H?, p < 1,ondaje |f(n)| = o(n%_l).

Dajovi¢ je razmatrao i pretpostavku:
Za f € HP, postoji 6 > 0 tako da je | f| = 6. (40)

Ako je 0 < p < 1 uslov (40) definiSe podklasu klase HP.
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S obziromdazap > 1, | fn| — 0, kada n — 0o u ovom slucaju moZemo pokusati da uslov (40) korigujemo
na slede¢i nacin:

Za f € HP,p> 1, postoje &, > 0 tako da je nT/9|f,| > 4. 41)
7.4. Udzbenici i studenti

Profesor Dajovié je objavio udZbenik [ 6] iz koga navodimo jedan interesantan detalj koji se odnosi na dokaz
Principa maksimuma modula (PMM) pomoc¢u teoreme o srednjoj vrednosti.

Teorema 18. Neka je funkcija f holomorfna na krugu D(zo,10) i neka vaZi
| f| dostiZe lokalni maksimum u zo. (42)

Tada je f konstantna funkcija.

Sledi skica dokaza iz [ 6]:
Na osnovu Cauchy-jeve formule, za 0 < r < rq vaZi

1 2m )
f(z0) = s flzo +re™)dt
i stoga kako je
1 2 )
PGl <200 = 5 [ G+ relde < |F(z0)l @3)
0

dobijamo kontradikciju.

Napomena 1. U dokazu je preutno koriS¢eno da vaZi:
postoji » > 0 takvo daje |f(z)| < |f(#0)| za neko z € K (z,7), (44)

gde K (2o, ) oznacava kruZnicu sa centrom z, i polupre¢nika r. Pretpostavka da | f| dostiZe lokalni maksimum
u 2z znadi da postoji 1 > 0 takvo da je (i): | f(z)| < |f(z0)| za z € D(zg,r1). Fiksirajmo r, 0 < r < r1. Otuda
za z € K(z,r) vazi | f(z)] < |f(z0)|ili | f(2)] = |f(20)|- Ako postoji z € K (zg,r) tako daje | f(z)| < |f(20)l,
onda s obzirom na (i) i neprekidnost funkcije |f(z)| na K (zq,7), sledi I(r, f) < |f(z0)|. Dakle na osnovu
formule (43) dolazimo do kontradikcije. Otuda prvo nalazimo | f(z)| = |f(z0)| za svako z € K (zo,r) i stoga:

postoji konstanta ¢ takva da je | f(z)| = ¢ za svako z € D(zg,71). 45)

Dakle, ako pri pretpostavci (42) ne vazi (44) onda vaZzi (45). Postoje razni nacini da se dokaZe da iz (45) sledi da
je f konstanta ( videti na primer [ 21]).

Opstiji stav glasi:

Tvrdenje 21. Ako je f holomorfna u oblasti D i |f(z)| = ¢ za svako z € D, gde je c konstanta, tada je f
konstanta na D, tj. f(z) = e*“cna D, gde je o realna konstanta.

Dokaz. Navescemo jednostavan dokaz. Ako je ¢ = 0, onda je jasno da je f = 0 na D. Pretpostavimo da je ¢ > 0.
Kako je f holomorfnatoje f, =0naD.lz ff =c,sledi0 = f.f+ ff, = f.fiotuda f. = f' = 0. Ako je
B = D(zg,r) C D krug, na osnovu Taylor-ovog razvoja oko zy, sledi f(z) = f(z0), z € B, i otuda, na osnovu
Teoreme jedinosti, f(z) = f(z0) na D. O

Kao $to i ovaj primer pokazuje, profesor Dajovi¢ je imao veliko pedagosko iskustvo, davao je kratke i pro-
zrane dokaze i izbegao preteranu strogost.

U udzbeniku [ 6], dao je i interesantan prikaz Abel-ove teoreme 2°.

Kroz sledeci primer Zelim da ilustrujem odnos profesora Dajovi¢a prema ruskim matemati¢arima.

20 Abel-ova teorema je bila omiljena tema profesora Dajovica.
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Student na ispitu iz Kompleksne analize dobija pitanje ,,Princip maksimuma modula” (videti teoremu 18).
Niki¢ na predavanjima za dokaz principa maksimuma modula?' koristi teoremu o otvorenom preslikavanju. Stu-
dent na konceptu ispisuje dokaz pomocu teoreme o otvorenom preslikavanju. Profesor Dajovi¢ nije zadovoljan
i vraéa studenta da popravi dokaz. Student kaze da je radio po predavanjima profesora Nikica. S obzirom da je
Niki¢ bio ucenik Dajovica i da je tek postao docent, asistent shvata da je student nespretno odgovorio. Asistent
se snalazi i diskretno kaZe profesoru da je dokaz ,,iz Sabat-a” i situacija se menja. Profesor Dajovi¢ je na visini
zadatka i kaZe studentu zaSto ste tako nesigurni, hteo sam samo da vas proverim. Trebalo je da se suprostavite i
zato minimalna ocena Sest.

Koristio je poslovice i kao da ga vidim kako, kada neko postavi nerealne ciljeve, govori ,,Mnogo je macku
goveda glava”; ili, kada neko previSe Zuri: ,,Ne treba se izuvati pre vode” ili ,,Nije Secer pao u vodu”, ,,Kada
nema macke misevi kolo vode”. Drzao se Zmajevog nacela ,,Ako dajes malo, i ne moZes vise, mnogo ti se pise”. U
Sali je govorio ,,Matematicari ili umiru kao apsolventi, ili dugo Zive”. Voleo je da Koristi i poslovice ,,Po poruci
vuci meso ne jedu”, ,,.Sve Sto je brzo to je i kuso”, ,,Svaki je majstor najbolji u svom selu”, ...

Tako je zasluzan za stvaranje mlade naucne elite, profesor Dajovi¢ je bio antielitista (npr. podrzavao je i birao
asistente i iz radnickih i seoskih sredina). Ponekad je bio duhovit. Kada je Lazar Milin doSao kod njega u vezi
sa poslom rekao je prvo sedi Lazare, a onda ustani Lazare. Kada je Lazar ustao, rekao je: ,,Mislio sam na pesmu
Ustani care Lazo od Srbije glavo .

7.5. Beogradski seminar za kompleksnu analizu

Ponovimo, profesor Dajovi¢ je posebno cenio sovjetske matemati¢are. Voleo je da spomene Kolmogorov-a,
Sabat-a, Privalov-a. .. Dao mi je da prou¢avam knjigu [ 31] Privalov-a. Tako sam se zainteresovao za Hardy-jeve
prostore. Podrzao je ideju Mili¢i¢a da se iz Gimnazije u Cacku dovede M. Pavlovi¢. Uticao sam na Pavlovica da
se zainteresuje za ovu oblast 2.

Shvatio sam da treba kao bibliju da prouavam i Sabat-ove knjige [ 40]. Jednom prilikom profesor Dajovié
me je pozvao u njegov stan. Na njegovoj ogromnoj polici za knjige sam naSao i knjigu [ 10] Goluzin-a. Bio
sam odusevljen geometrijskom teorijom funkcija (gtf) i Grotzsch-ovim argumentom. Zamolio sam profesora
Dajovic¢a da mi pozajmi knjigu Goluzin-a. Pitao me je Sta ¢e mi ta knjiga, verovatno je mislio da je dovoljno da
proucavam knjigu [ 31] Privalov-a, a i knjiga Goluzin-a ima ,,teSkih” delova. Ahlfors,?} jedan od oceva teorije
kvazikonformnih (qc) preslikavanja, je boravio u Beogradu pre Drugog svetskog rata, a njegov mentor Nevanlinna
posle Drugog svetskog rata 4. Naime, Vladimir Miéi¢, uenik profesora Zori¢a 2> i Dajoviéa, kao §to sam na
podetku pomenuo, dao mi je knjigu sa konferencije odrzane u Canterbury-ju®® u kojoj sam naSao Gehring-ov
problem. Tako je pocelo moje interesovanje za kvazikonformna preslikavanja.

Po odlasku profesora Dajovica u penziju, grupa za kompleksnu analizu (M. Mateljevi¢, M. Pavlovi¢, M. Jev-
ti¢, M. Obradovi¢) razmatra probleme vezane za prostore analitickih funkcija i polako stice medunarodnu reputa-
ciju. Posle mog povratka iz SAD-a 1990. godine, po¢eo sam da radim sa N. Laki¢em u oblasti kvazikonformnih
preslikavanja. Laki¢ ubrzo odlazi u SAD i dobija znacajne rezultate iz oblasti Teichmiiller-ovih prostora. Semi-
nar za Kompleksnu analizu ima medunarodnu reputaciju, govori se i o beogradskoj $koli*’. Izgledalo je da je
kompleksna analiza u Beogradu dostigla najviSu tacku. Ali iznenadenja se nastavljaju. Na seminaru se pojavljuju
V. Markovi¢ i V. BoZin (smatram ih svojim ucenicima). Zajedno sa Laki¢em reSavamo Teichmiiller-ov problem
ekstremalnih dilatacija 28. V. Markovi¢ ? je svetski lider u teoriji qc preslikavanja i 3-dimenzionalnoj topolo-
giji i geometriji i profesor na Cambridge-u *. D. Kalaj i D. Sari¢ sti¢u medunarodnu reputaciju. Na seminaru

21K 40 §to je to uradeno u mnogim savremenim udZbenicima.

22Tako smo dobili ,,srpskog” Hardy-ja; neki si govorili da se prvo ,,u Beogradu pojavio” Littlewood (Hardy-jev koautor u mnogim
radovima).

23Dobitnik nagrade ,,Fields Medal” 1936. godine.

24Tako da se i ,,njihov duh pojavio na ovim prostorima i izgleda potisnuo Littlewood-a”.

25Vladimir A. Zorich je istaknuti profesor matematike na Univerzitetu u Moskvi. Regio je problem globalnog homeomorfizma za
prostorna kvazikonformna preslikavanja $to je omogucilo dalekoseZne generalizacije. Autor je izvanrednih knjiga Matematicka analiza I i II.

26Proceedings of the Symposium on complex analysis: Canterbury 1973.

27Na konferencijama: Reich, Krushkal, Cazacu, Stanojevi¢ i drugi, a posebno Olli Martio prilikom gostovanja u Beogradu 2009. godine.

28 Ahlfors-ov duh je ponovo u Beogradu”.

292014. godine izabran za ¢lana Britanskog (engleskog) kraljevskog drustva (engleski Royal Fellow of the British Royal Society).

30Sadlerijan profesor na Univerzitetu Cambridge; ovu poziciju imao je i Hardy.
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su poceli i D. Vukoti¢ 3! i N. Se$um 2. Trenutno na seminaru aktivno udestvuju M. Markovié, M. KneZevi¢,
M. Svetlik, N. Mutavdzié, B. Karapetrovi¢, P. Melentijevi¢. Za seminar (ili za grupu iz kompleksne analize) su
vezani i M. Jevtié, M. Pavlovié¢, M. Arsenovié, S. Stevié, I. Anié, M. Laudanovié, O. Mihié 33, V. Manojlovié 34
N. Babacev, A. Abaob, A. Shkheam, D. Purci¢, S. Nikcevi¢, V. Gruji¢ kao i studenti koji su izlagali na izbor-
nim predmetima: M. Milovi¢, N. Lelas, M. Lazarevi¢, V. Stojisavljevi¢, S. Gajovi¢, F. Zivanovié, D. Kosanovié,
D. gpadijer, Z. Golubovi¢ i S. Radovié. U rad seminara ukljucivali su se i D. Kecki¢, R. Zivaljevié, D. Milinkovié,
D. Joci¢, b. Mili¢evi¢, D. Damjanovié, D. Rankovi¢, V. Balti¢, N. Jozié (Baranovi¢) i M. Albijanié¢ 35, Ipak, moze
se smatrati da klica svega toga potice od profesora Dajovica.

7.6. Alas-Tadija-Vojin

Mihailo Petrovi¢ je doktorirao pred komisijom u kojoj su bili Hermite, Picard i Penleve. Profesor mu je bio
i Poincaré. Misao koja se namece odnosi se na matematicare koji su gradili matematicku vertikalu. Veliki Gauss
kaze: ,,Matematika je kraljica nauka” i nadahnuto nastavlja: ,,Pored jezika i muzike, matematika je jedna od
glavnih oblasti stvaralastva. Prava matematika je lepa i istinita. Najznacajniji rezultati u matematici su trijumf
ljudskog uma, i sadrZe ne samo istinu nego i najvecu lepotu”. O lepoti matematike Hardy kaze: ,,Matematicar
je kao i slikar ili pesnik, kreator modela... Matematicki modeli, kao i slikarski ili pesnicki, moraju biti lepi”. U
tom duhu Hardy je vaspitavao svoje ucenike i naslednike. Za Poincaré-a kaZu da ga niko u lepoti pisanja jo§
nije nadmasio, a imao je naroCitu sposobnost da na jednostavan nacin predstavi matematiku drugima. Kod nas,
podsticaj mladim ljudima, koji Zele da Sire znanje i samostalni rad, nesumnjivo je dao Mihailo Petrovi¢. On
je kreator Beogradske matemati¢ke Skole koju ¢ini plejada matematicara koji su doktorirali kod Mike, a zatim
nastavili matematicku vertikalu.

Dajovicev mentor je Tadija Pejovi¢ (1892 - 1982), a Tadiji je mentor bio Mihailo Petrovi¢ Alas (1868 -
1943)%. Alas je dao doprinos u odredivanju prirode nula i polova reSenja linearnih jednacina u oblasti koja se po
njegovom mentoru Penleve-u, naziva Penleve-ovi transcedenti i Penleve-ove jednacine. Mozda ima smisla lanac
iz naslova prosiriti na Penleve - Alas - Tadija - Vojin - Miodrag - Vladimir.

Ponovimo, profesor Dajovi¢ je roden 1914. godine i kao i drugi koji su rodeni te godine vezan za znacajnu
godinu i dogadaje iz novije srpske istorije. Te godine su Mihailo i Tadija presli albansku golgotu i stigli na Krf.

Dozvolite mi, s obzirom na vaZnost ove godine, da napravim malu digresiju.

Godine 1914. 1 2014. Pre tacno 100 godina, 28. jula 1914., Predsednik srpske vlade Nikola Pasi¢ je u jednoj
niskoj kafani procitao poruku da je Bec objavio rat Srbiji: ,,Austrija nam je objavila rat. To je njen kraj. Bog ¢e
nam dati pobedu.”. Srbija je, zavisno od procena, izgubila izmedu 1 100 000 i 1 300 000 stanovnika; 60% muske
populacije. Milutin Boji¢ je posvetio pesmu ,,Plava grobnica” drugovima koji su ostali u vodama na ostrvu Vido.
Pesma pocinje stihovima: ,,Stojte, galije carske! Sputajte krme mocne! Gazite tihim hodom! Opelo gordo drZim
u doba jeze nocne nad ovom svetom vodom.”. Od 2014. godine vise fizicki nije sa nama jo$ jedan Milutin (nas
profesor analize, Dostanic).

Mozemo reéi da u fizickom nestajanju postoji besmrtno ili kao $to kaze Rostan: ,,Vidi se da se poraz ko uspeh
pokaze kada postanete slave sin; Vidi da lepota puna bleska stupa, Kad najdostojnije vecnost slavom kupa.”.

Ipak, vreme je 1914. podsticalo vizije Zivotnog besmisla, prolaznosti i konacnosti svega $to postoji.

U avgustu 2014. posetio sam Vido, ali jo§ uvek me pohode Bojievi i Disovi stihovi: ,,Nocas su me pohodili
mrtvi. Nova groblja i vekovi stari; Prilazili k meni kao Zrtvi, Kao boji prolaznosti stvari’. Disova pesma ,,Nasi
dani” iz 1910., kao da je danas pisana: ,,Umrli su svi heroji i proroci. Razvilo se crno vreme opadanja. Buducnosti
zatrovasmo sve izvore, A poraze proglasismo za pobede. Na visoko podigli se sutereni, Svi podmukli, svi prokleti
i svi mali Postali su danas nasi suvereni.”.

Godine 2014. ekonomska kriza i katastrofalne poplave zahvatile su Srbiju, koja se ponovo bori za opstanak.

31profesor na Universidad Auténoma de Madrid, Espaiia.

32Profesor na Univerzitetu Rutgers - State University of New Jersey New Brunswick, NJ., pozivno predavanje u sekcji ICM2014, Seoul,
Korea.

33Uspostavila saradnju sa Shamoyan-om.

34Intenzivirala je saradnju sa finskom $kolom koju sam zapo&eo; dovela Villani-ja (dobitnik nagrade ,,Fileds medal” za 2010. godinu) u
Beograd.

35Kao direktor Zavoda za udzbenike i urednik za matematiku dao zna¢ajan doprinos u publikaciji matemati¢ke literature, izdao veliki
broj knjiga profesora Matematickog fakulteta.

36Mihailo Petrovié¢ (Mika Alas) je bio uticajan srpski matematicar i pronalazag. Bio je istaknuti profesor na Univerzitetu u Beogradu,
akademik, ribar, pisac, publicista, muzicar, biznismen, putnik i dobrovoljac u Prvom i Drugom svetskom ratu. Ucenik je Poincaré-a, Hermite-a
i Picard-a. Znacajno je doprineo teoriji diferencijalnih jednacina, a izumeo je i jedan od prvih prototipova analognog raunara.
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Kako preziveti? Srbi su se pokazali u istoriji kao vitalan narod pun duha i optimizma. Ve¢ 1916., posto su
se oporavili, u kabareu Orfeum prepricavali su, sa specificnim srpskim humorom, sve $to se desavalo na putu do
Krfa: ,,Pregurasmo Albaniju, Prebrodismo svu Adriju, Cak do Krfa dogurasmo, i to, kaZu, sve zbog klime, Jer na
Krfu nema zime.”.

Kao $to voda uvek prokopa korito i nastane reka i mi ¢emo traZziti put. Moramo se boriti za preporod, mada
nema jasne vizije. Istorija ljudskog drustva puna je preokreta. Na primer, iznenada u obrazovanju pojavljuju se i
pozitvni znaci. Na ovogodi$njoj Sangajskoj listi, koja od 2003. godine rangira vrhunske akademske institucije iz
celog sveta, nasli su se univerziteti iz regiona. Univerzitet u Beogradu zauzeo je rang od 301. do 400. mesta i tako
popravio proslogodis$nji plasman. Univerzitet u Beogradu je takode, po prvi put rangiran i u jednom od nau¢nih
polja - matematici, izmedu 101. i 150. mesta. Prema broju radova u top 20% Casopisa beogradska matematika
i Matematicki fakultet su u ravni sa vodeéim americkim univerzitetima (Berkeley, Harvard, Princeton) i ispred
Cambridge-a.

Peti simpozijum ,,Matematika i primene” - nacionalna konferencija s medunarodnim uce$¢em, odrzaée se
17.1 18. oktobra 2014. u organizaciji Matematickog fakulteta Univerziteta u Beogradu i Srpske akademije nauka
iumetnosti (SANU). U okviru simpozijuma planiramo i sekciju koja se odnosi na mali jubilej. Mozda ¢e neko od
ucesnika dotadi i pitanje da li sam se najzad popeo uz Balkansku ulicu 37 i da li mogu mirno da pijem kafu kod
hotela Moskva?

Posle reSenja Gehring-ovog problema zaboravio sam na ulancane krive. Nisam poznavao prilike u svetskoj
matematici i nisam predvideo $ta ée se dogadati. Intuicija i oprez kao da su tada zatajili i izgleda da sam promasio
put koji je iSao u dobrom pravcu.

Kada sam zavrsSio ovaj ¢lanak traZio sam na internetu verziju Virtinger-ove leme u sfernoj geometriji, u na-
meri da protumacim deo o Virtinger-ovoj lemi u sfernoj geometriji (W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig, 1916,
p- 130- 132, ruski prevod 1967). Nekoliko puta se pojavio Osserman-ov ¢lanak (R. Osserman, The isoperimetric
inequality, Bull. Amer. Math. Soc. 84 (1978), 1182-1238). Pretrazujudi ¢lanak iznenada sam naiSao na prikaz
Gehring-ovog problema za ulancane krive (i teoremu koja daje reSenje), a onda i na radove ¢iji su autori Gage,
Edelstein i Schwarz, Eremenko, Bombieri i Simon, kao i na druge radove. Gehring-ov problem izazvao je paZnju
istaknutih matematicara, koji su publikovali radove i uglednim Casopisima.

Nisu citirali moj rad [ 17] iz Matematickog Vesnika. Ne mogu re¢ima da opiSem kako se oseCam, neSto
izmedu neraspoloZenja i sete. Mogao sam nesto uciniti. Pokusacu da napiSem pregledni ¢lanak (M. Mateljevié,
Note on F. Gehring’s problem on linked curves, pojavice se u Filomatu) i povratim izgubljeno.

Umesto objasnjenja jednostavnije je citirati NjegoSa: ,, Iz grmena velikoga lafu iza¢ trudno nije, u velikim
narodima geniju se gnijezdo vije. Al heroju Topolskome - Karadjordju bezsmrtnome sve prepone na put bjehu. . . k
cilju dospje velikome. Sabljom mu se Turci kunu, kletve u njih nema druge!”

i Einstein-a:

,» Osoba koja nikada nije napravila gresku nikada nije pokusala nesto novo . Ako ne moZete objasniti jedno-
stavno, ne razumete dovoljno dobro. Ne brinite o vasim teSkocama u matematici. Mogu da vas uverim moje su
jos vece. Sve je relativno.”

Zahvalnica. Zahvaljujem se koleginici Oliveri Mihié, kolegi Miloljubu Albijanicu i profesoru Vliadimiru Mic¢icu
na korisnim sugestijama. Posebno isticem ulogu kolege Mareka Svetlika koji je uloZio ogroman trud i znanje u
pripremu ovog rada, nekoliko puta paZljivo Citao i korigovao grube verzije teksta (ovo je verzija 35), pomogao
da se otklone razne greske, izradio slike i tehnicki pripremio rad za stampu.
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1. Introduction

The regularity of binary relations was first characterized by Zareckii ([11]). Further criteria for regularity
were given by Markowsky ([7]), Schein ([10]) and Xu Xiao-quan and Liu Yingming ([12]) (see also [1] and [2]).

The concepts of conjugative relations, dually conjugative relations and dually normal relations were intro-
duced by Guanghao Jiang and Luoshan Xu ([3], [4]), and the concept of normal relations was introduced and
analyzed by Jiang Guanghao, Xu Luoshan, Cai Jin and Han Guiwen in [5]. The concepts of quasi-regular rela-
tions and dually quasi-conjugative relations are introduced and analyzed by this author in his recent published
article [8].

In this paper, we introduce and analyze two new classes of relations, a class of bi-quasiregular relations and
a class of bi-normal relations.

2. Preliminaries

For a set X, we call p a binary relation on X, if p C X x X. Let B(X) denote the set of all binary relations
on X. For o, 8 € B(X), define

Boa={(z,z) e X x X :(Fye X)(z,y) €Ea A (y,2) € 5)}.

The relation 5 o « is called the composition of « and 3. It is well known that (B(X), o) a semigroup. In this
semigroup, element Idx = {(z,x) : € X} is the identity. For a relation o on a set X, define a1 = {(z,y) €
X xX:(y,x) €ayanda® = (X x X)\ a.

Let A and B be subsets of X. For o € B(X), set

Aa={ye X :(Ja€ A)((a,y) € a)}, aB={x e X : (Ib € B)((z,b) € a))}.

It is easy to see that Ao = o' A and that (a)~! = (a~1)¢ holds. Specially, we put ac instead of {a}a and
ab instead of a{b}.

Notions and notations which aren’t explicitly exposed but are used in this article, reader can find them from
book [6] and articles [3], [4], [5] and [12], for an example.

Let a be a relation on set X. We have a = |J, ¢ x (e x {y}). Therefore, a relation e on X can be naturally
defined by specifying the values a(y) = «y for all y € X, or by specifying the domain D, and «(y) for all
y € D,. In particular, the composite relation 8 o « can be naturally defined such that (5 o )(y) = B(a(y)) for
all y € X. Thus, we also have the same equality for the set B instead of the point y.

Beside the composition product 3 o «, the box product may also be used.

Definition 2.1. Let o and 3 be arbitrary elements in B(X). The box product of relation « and [ is the relation
defined by

(aOB)(z,y) =
a(z) x Bly) = {(u,v) € X x X : (z,u) € a A (y,v) € 5}

for all (x,y) € X2 .



For this approach we due to professor Arpad Szaz (Institute of Mathematics University of Debrecen, Hun-

gary).
We have the following representation of composition of tree relations using this new notion.

Lemma 2.1. Let o, 8 and -y be relations on set X. Then

yoBoa=(aOy71)(B).
Proof. (u,v) € vyofBoa<= (Ja,be X)((u,a) € a A (a,b) € 8 A (byv) €7)
< (3(a,b) € B)(u € aa A v Ey1b)
= (3(ab) € H)((w,v) € aa x 17b)
= (3(a,b) € )((w,v) € (D7) (a,8))
= (u,0) € (D7) (3). 0

3. Some researched classes of relations

Elements in the semigroup B(X) which have been investigated are the following classes, for example:
— regular if there exists a relation 5 € B(X) such that
a=aofoa.
— normal ([5]) if there exists a relation 3 € B(X) such that
a=aofBo (a1
— dually normal ([4]) if there exists a relation 8 € B(X) such that
cy-1

a=(a ofBoa.

— conjugative ([3]) if there exists a relation § € B(X) such that
a=a"loBoa.

— dually conjugative ([3]) if there exists a relation 8 € B(X) such that
a=aofoa L

— quasi-regular ([8]) if there exists a relation 8 € B(X) such that
a=a%0foa,

— dually quasi-regular ([8]) if there exists a relation 5 € B(X) such that

a=aofoa.

— quasi-conjugative ([9]) if there exists a relation 5 € B(X) such that

a=a"toBoaC.

Using the concept of ’box product’ of relations, above mentioned types of relations, can be represented by
the following ways:
— avis a regular’ relation <= (38 € B(X))(a = (aOa"1)(B));

— ais a "normal’ relation <= (38 € B(X))(a = ((«®)"10a"1)(B));
— avis a ’dually normal’ relation <= (38 € B(X))(a = (a«O0a%)(B));

— avis a *conjugative’ relation <= (33 € B(X))(a = (O a) (B3 ))
— avis a “dually conjugative’ relation <= (38 € B(X))(a = (a™! H(B));
— avis a "quasi-regular’ relation <= (38 € B(X))(a = (aO(« ) )( ))s

— v is a *dually quasi-conjugative’ relation <= (38 € B(X))(a = (o Oa™1)(B)).

Put a! = «. The idea, exposed in above definition is the following: « is a relation of type {a,b,c,d} on a
set X if there exists a relation 5 € B(X) and elements a,c € {1, —1} and b,d € {C, 1} such that

a=(a%)bopo(a%)l

According to this observation, in this paper we analyze relations by {1,C,1,C}-type and relations by
{-1,C, -1, C}-type.
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4. Two new classes of relations

In this section we introduce and analyze two new classes of elements in B(X), a class of bi-quasiregular
relations and a class of bi-normal relations:

Definition 4.1. A relation o € B(X) is a bi-quasiregular relations on X if there exists a relation § € B(X) such
that

a=a%o0fBoaC.

Example 4.1. (a) The family of all bi-quasiregular relations on set X is not empty. For example, the relation V x
on X, defined by (z,y) € Vx <= x # y, is a bi-quasiregular relation because the following equation

Vx = Idx o VXOIdxzvg(OVXOV)C(.

holds.
(b) Besides, for relation oo on X such that aCisa bijective relation, we have

a=Idyoaoldc= (a0 (a%) ) oao((a”)toa’)
= a0 ((a€) Toao(aC) Y oal =afofoal.

So, such relation « is a be-quasiregular relation.
Definition 4.2. A relation o € B(X) is a bi-normal relations on X if there exists a relation 8 € B(X) such that
a=(a"1)C0Bo(a 1)
Example 4.2. (a) Also, the family of all bi-normal relations is not empty, because the following equation
Vx = Idx o Vxoldx = (V)_(l)c oVx o (V;(l)c.

holds since the relation V x is symmetric.

(b) Besides, since for bijective relation aC we have

a=Idxoaoldx = ((« ao(ao (a)h)

C)—l o
C)—l o (aC oo aC) o (aC -1 _ (aC)—l o B o (aC)—l’

= («
such relation « is a bi-normal relation.
Further on, our concepts of these two new relations can be described by the following ways.
Proposition 4.1. A relation o € B(X) is a bi-quasiregular relation if there is a relation 3 € B(X) such that
a = (a0(a)"1)(8).
Proposition 4.2. A relation o € B(X) is a bi-normal relation if there is a relation 8 € B(X) such that
a= (@) 0a)(B).

Our next two propositions are our adaptations of Schein’s result exposed in [10], Theorem 1. (See, also, [2],
Lemma 1.)

Theorem 4.1. For a relation o € B(X), relation
a* = ((a€) "1 oaC o (af)~1)C
is the maximal element in the family of all relation B € B(X) such that
a®oBoa’ C a.
Proof. 1t is clear that
maz{B € B(X):a®o0Boa’ Ca}=U{B € B(X): a0 Boa’ Cal.
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Let 8 € B(X) be an arbitrary relation such that o o 3 0 a® C . We will prove that 3 C «o*. If not, there is
(x,y) € psuch that =((z,y) € o*). The last gives:
(z,y) € (@) oa 0 (%) =
(Bu,v € X)((z,u) € (@)L A (u,v) € a% A (v,y) € (o)1) =
(Bu,v € X)((u,7) € a% A (u,v) € a% A (y,v) € a°) =
(Bu,v € X)((u,z) € o A (z,y) € BA (y,v) € a® A (u,v) € ) =
(3u,v) € X)((u,v) €a®oBoa® Ca A (u,v) € a%)
We got a contradiction. So, must be 5 C a*.
On the other hand, we should prove that

afoa*oaf Ca.

Let (z,9) € a® o a* o a“ be an arbitrary element. Then, there are elements u,v € X such that (z,u) € a,

(u,v) € a* and (v,y) € aC. So, from
(z,u) € a%, =((u,0) € (@)~ o a® 0 (a®)7H), (v,y) € o,
we have =((z,y) € o). Indeed. Suppose that (z,y) € . Then, we have

(u,2) € (a9)7F A (z,9) €2 A (y,v) € ()7,

i.e. we have (u,v) € (@)™ oa® o (a®)~1, which is impossible. Hence, we have to (z,y) € « and, therefore,

a®oa*oa Ca.

Finally, we conclude that o* is the maximal element of the family of all relations 5 € B(X) such that
CoBoaf Ca. O

Theorem 4.2. For a relation o € B(X), relation
a, = (a€ 0 af 0 af)C
is the maximal element in the family of all relation B € B(X) such that
(@) tofo(a’)t Ca
Some properties of relations «, and a* are given in the following proposition.

Theorem 4.3. For relation o € B(X), we have:

@a* ={(r,y) e X x X :a® o {(z,y)} 0a® C a}
={(z,y) e X x X : axx(c) Ly C a};
- (@) € X <X (a°D(a) o) € o
= (((a©)~' Da®)(a®))C.

e = (o) € X x X £ (€)1 ((0,9)} o () € )
= {(r,9) € X x X : (a®)~ "2 x aCy C a}
={(z.y) € X x X : ()" Da“)(z,y) C a}
= ((@“0(a) ™) ().

Proof. (a) Let (,y) be a pair of elements 2 and y of set X such that a© o {(z,y)} 0 a® C a. Thus {(z,y)} C
o* and therefore we have (z,y) € «*. Opposite of that, let (x,y) € «* be an arbitrary element. Then, by
definition of o*, there exists a relation 3 € B(X) such that a® o B0 a® C «a with (z,y) € B. Since we have

Co{(x,y)} oa® C a®o Boa’, we conclude that (z,y) € o*. Finally, we have o* = {(z,y) € X x X :

“o{(z,y)}oa” C a}.
At the other hand, we have
(u,v) € a® o {(z,y)} 0 a® <= (u,x) € a® A (y,v) € a®
= uca’c ANve () ly
= (u,v) € a%z x (o) y
(

= (u,v) € (¢ O (a®) Y (z,y).
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(b) Also, we can without difficult prove that
a, = {(&.y) € X x X : (%) o {(z,y)} o (a°)~! C a}
={(z,y) € X x X : (a%) "tz x oy C a}.
holds. O

In the following proposition we give an essential characterization of bi-quasiregular relation.

Theorem 4.4. For a relation o on a set X, the following conditions are equivalent:
(1) « is a bi-quasiregular relation.
(2) Forall z,y € X, if (x,y) € «, there exists (u,v) € X? such that:
@) (u,2) € (@)L A (v,y) € a,
®) (Vs,t € X)((u,3) € (@)L A (v,t) € a® = (s,t) € Q).
B)aC aC oa*oaC.

Proof. (1) = (2). Let a be a bi-quasiregular relation, i.e. let there exists a relation 3 such that & = a“ o foaC.
Let (z,y) € a. Then there exist elements (u,v) € X? such that

(z,u) € o, (u,v) € B, (v,y) € a©.

Follows that there exist element u,v € X such that (u,z) € (a“)~! and (v,y) € a®. This proves condition (a).
Now, we check the condition (b). Let s,¢ € X be arbitrary elements such that (u, s) € (a®)~! and (v,t) €

a%. Now, from (s,u) € a©, (u,v) € B and (v,t) € o follows (s,t) € a® 0 Boa’ = q.

(2) = (1). Define a binary relation

o ={(u,v) € X x X : (Vs,t € X)(((u,8) € (@)L A (v,t) € a®) = (5,t) € a)}

and show that a® o o/ 0 a® = «a is valid. Let (x,y) € . Then there exist elements u,v € X such that the

conditions (a) and (b) are hold. We have (u, v) € o' by definition of relation o’

Further, from (z,u) € o, (u,v) € o/ and (v,y) € a© follows (z,y) € a o @’ o a“. Hence, we have
a C a%oa’ oaC. Contrary, let (z,7) € a® o a’ o a® be an arbitrary pair. There exist elements u,v € X
such that (z,u) € o, (u,v) € o’ and (v,y) € aC, i.e. such that (u,x) € ()¢ and (v,y) € o, Hence, by
definition of relation o/, follows (,y) € « since (u,v) € . Therefore, a“ o o’ o a® C a. So, the relation « is

a bi-quasiregular relation on X since there exists a relation o/ such that o o o/ 0 ¢ = a.

(1) <= (3). Let a be a bi-quasiregular relation. Then there is a relation 3 such that « = a® o 30 a“. Since
a* =maz{B € B(X):a®o0Boa’ Ca},wehave 3 C a*anda =aoBoa® Ca’oa*oa’. Contrary,
let holds & C a€ o a* o o, for a relation «. Then, we have @ € o€ o a* o € C «. So, the relation « is a
bi-quasiregular relation. 0

Finally, in the following proposition we give an essential characterization of bi-normal relation.

Theorem 4.5. For a relation o on a set X, the following conditions are equivalent:
(1) « is a bi-normal relation.
(2) Forall z,y € X, if (x,y) € «, there exists (u,v) € X2 such that:
@) (u,z) € a“ A (v,y) € ()71,
) (Vs,t € X)((u,s) € a® A (v,t) € (a©)7! = (5,t) € ).
B acC (e toa,o(a®)?
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Abstract. Pricing the option for a given financial instrument is a non-trivial task, considering the volatility and unpre-
dictability of factors which have impact on the open market. Analytic solutions of systems of partial differential equations,
using Black Scholes model, which is widely used in option pricing, can be found only in finite number of very special cases,
where most of the input parameters are either roughly approximated or taken as constants. While it is possible to determine
the price of the European options, using either analytical or numerical methods, by taking some of the market variables as
constants, the efficient valuation of American options is done mostly using numerical approximations, which often rely on
binomial calculation model. As a part of this project, a simple option pricing calculator has been written in C#/WPF program-
ming language, intended for pricing of European and American options, and demonstration of possible profit made by early
exercising of American put options. The code behind the program utilizes the binomial model for numerical solution of Black
Scholes pricing model.

Keywords: Options, Binomial option pricing model, Option pricing calculator.

1. Option definitions

Options are derived financial instruments, or in other words, financial derivatives, that can be traded both
on stock and over the counter markets ([|L]). The option is a contract which gives the option holder a right, but not
the obligation to buy/sell a asset specified in a contract (underlying asset) for a prearranged price (strike price), at
or until a specified future time (maturity time/expiry time). Term "underlying asset" can refer not only to typical
assets such as company stocks, commodities or foreign currencies, but also to a more exotic types of financial
instruments, assets and occurrences, such as stock market indexes, interest rates etc. Underlying assets can also
be completely abstract or non tradable things, like the average height of snow in a ski center during season or
standard poverty index. In that case, the option is exercised and treated in a similar way to a standard bet ([ 12]]).
There are many types of option contracts, each type with its own set of rights granted to the option holder and
rules considering option exercise. The most common and most frequently traded types of options are:

o American options - can be exercised on any trading day, before the date specified as an expiry date. For
example, Bermudan options can be exercised on any of the specified trading days, before the date specified
as an expiry date.

o European options - can be exercised only on the specified date of maturity of option contract.

Besides the types listed above, there are many other types of option contracts, that are constructed using a com-
bination of their properties, or by introducing additional criteria for exercising the option contract.

The prefix call in the option type name signifies that the option grants the holder right to buy the underlying
asset from the option writer in some future time and, on the other hand, the prefix put signifies that the option
holder has right to sell the underlying asset to the option writer at the time specified by the contract terms. The
prefix long signifies that the portfolio is observed from the perspective of the option buyer/holder, while prefix
short signifies the portfolio is observed from the perspective of the option writer (see [[1]).

Most of the options traded on a free market are of the American type (see [ 13]). Most commonly traded
options are those whose underlying assets are company stocks, where, if not told otherwise, one option represents
a contract on buying and selling 100 stocks of a certain type/company (see [ [1]).
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Option holder has right but not the obligation to exercise option, while, on the other hand, option writer
is obliged to make option exercise possible or in other words, to provide the underlying asset specified by call
option, or to provide financial means to buy the asset specified by put option contract.

2. History of option trading

Studying history and evolution of trading financial instruments such as options is extremely difficult and
often inaccurate, considering the resemblance of these instruments with other types of combined contracts, in-
cluding games of chance. It is the well known fact that since the ancient times there was a market for contracts
whose fulfilment was to be expected not immediately, but at some point in future instead. First records of trading
of assets that resemble to options are found in the text from the ancient Greece. Aristotle, in his work "Politics"
gives an example of the great philosopher Tales, who allegedly paid the right to a priority rental of olive presses,
several months before the start of the olive season. When the demand for the presses at the start of a very suc-
cessful olive season rose rapidly, Tales used his high priority right of presses rental, lending them immediately
for a much higher price, acquiring large amount of profit. It is also known that option-like contracts where used
in ancient Rome and Phoenicia by sailors and marine traders. For details see [ 4].

In the modern era, contracts with characteristics of options emerged in Netherlands in the XVII century,
as arrangements that guaranteed the right to trade tulip bulbs when they are ready for harvesting. Because of
the numerous speculations and lack of market controlling mechanisms, in 1637 the extremely fast and artificial
inflation of tulip bulb prices lead to a crash of the entire market system, and to adopting more rigorous regulations
and outlawing trading of option-like contracts ([ |5, [6]]). At the end of the XVII century, option trading became
a regular praxis in London, but more and more government officials were against option trading every day,
because of natural speculative potential of option contracts perceived during the Dutch "Tulipmania”. Increasing
opposition to option trading finally succeeded in making option trading officially illegal in 1733. The prohibition
of option trading was in force in United Kingdom until the late 1860-es. After the reintroduction of option trading
in London Stock Exchange, option trading gained on its popularity and it was possible to hear expressions call
and put for the names of the option types (see [[7]).

Until the seventies of the XX century, options were traded almost exclusively over the counter, each option
was specially arranged between three contract sides: the option buyer, the option writer and the "middleman".
Options were unique,they usually granted the holder the right to buy/sell 100 stocks of an underlying asset, with
maturity/expiry time of 6 months and 10 days after the contract was signed. The process of option trading began
when the potential buyer of underlying stock would have contacted the broker who would have then accepted the
role of the middleman. Broker would then find an appropriate writer of option on an underlying stock, arranged
the strike price and the option price, and then passed the option to the option buyer. After the arranged time,
if the buyer decided to exercise the option, he would have then contacted the broker and sold him the option
contract. Broker would than exercise the option, buy the underlying asset for the arranged strike price, and then
immediately resell it on a free market for its regular market price, greater than the earlier arranged strike price.
The moment when the broker-middleman sells the underlying asset acquired by exercising the option of a option
buyer is critical from the aspect of market regulation. This trade is not free, executed because the broker decided
that the state of the market was adequate, but because it was caused by the activity and will of the option holder.
Theoretically speaking, by exercising multiple call options on the same underlying asset, it would be possible
to create artificial downward pressure on the option price, by creating an artificial demand on the market and
thus lowering the price. Until the seventies of the XX century, trading with over the counter options was not
developed enough to compromise the freedom and unpredictability of the free market and lead to speculative
actions, particulary if we take to consideration the fact that expiry dates of options were uniformly distributed,
additionally lowering the probability of spontaneous exercise of large number of options on the same asset in the
short period of time (see [ (8]).

The first steps towards standardization of option trading and broadening the spectrum of financial instruments
that could be legally considered an underlying asset were made in April, 1973 in the US market, by legalization
of listed call options, by the American SEC (Securities and Exchange Commission) on the 34 types of most
commonly traded stocks on the New York Stock Exchange. Listed options are option contracts with standardized
strike prices and expiry dates, usually printed in series of 100, named by the month of their expiry (for example:
the January series). Founding of CBOE (Chicago Board Options Exchange) and OCC (Options Clearing Corpo-
ration) and introducing of listed put options trading an all available assets and legalization of option trading in
stock exchanges worldwide, lead to a significant increase in option trading. Development of Black Scholes model
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for option pricing gave the necessary formal proof that options are not exclusively speculative instruments, con-
sidering that before the formal introduction of this model, option prices were determined almost instinctively,
based on the broker’s experience and known rates of supply and demand (see [ 8}, [9]).

3. Pricing of American and European options using binomial model
3.1. Determining the option price. Black-Scholes model

Value of option depends from many variables, some of them dependant on the characteristics of the option
itself, others on the state of the market where the option is written. Each option is characterized by the following:

o Data determining the underlying asset.

o Date of maturity/expiry 7. For example, for American options, the date after which the option can no longer
be exercised - expiry date. For European options, the date when the option can be exercised - maturity date.

o Strike price X - prearranged price for buying/selling of underlying asset.

Besides the listed properties that characterize the option, which are known and constant, the real value and payoff
of the option is affected by (see [2]):

o Risk-free interest rate at the time ¢, denoted as 7; (depends of the market movements).
o Volatility rate of the market, denoted as o. Here we use that this parameter is no affected by time.
o Underlying asset’s price at the time ¢, denoted as S; = S(t).

Each of the listed factors can be observed as a random variable, considering that large and unpredictable
amount of other factors are influencing their value often unquantifiable. The unpredictability of factors which
affect the state of the market makes option pricing for the underlying financial instrument a nontrivial task,
possible only if large amount of entry parameters are approximated or taken as constant (see [ |3]).

Black Sholes(-Merton) model, dating from 1973, published in the article "The Pricing of Options and Cor-
porate Liabilities", of the Journal of Political Economy, whose application derives a partial differential equation
for analytic determination of optimal price for European put and call options is one of the most commonly used
theoretical models for option pricing. Following assumptions must be made in order to derive a solvable equation
from a Black Sholes model:

o Asset price is continuous variable of time and follows a completely random path, i.e. it follows the gen-
eralized Wiener process d.S; = u.Sydt + 0S,ev/dt, where the variable ¢ has standard normal distribution.

Precisely, the stock (underlying asset) price S; has a log-normal distribution. That is, if S; is the price of the
2

stock at a time ¢, ¢ > 0, then the variable log S; has a normal distribution with the mean log Sy + (1 — %)t

and the standard deviation o+/t, where 1 is the stock expected rate of return (when o = 0). Obviously, here
we used that the volatility o of a stock price is defined so that o+/Af is the standard deviation of the return
on the stock price in a short period of time of length At (see (10)).

o Short selling is allowed (selling of commodities which are unobtainable at the moment, but will be in
possession at the time that follows).

o There are no transaction fees, i.e. differences between minimal price threshold of seller and maximal price
threshold of buyer. Also, there are no tax fees.

o Portfolio can be adjusted continuously in function of time and amount of asset available (asset is perfectly

dividable).

Asset does not payoff discrete dividends during the lifespan of the option.

There is zero possibility for arbitrage, i.e. there are no riskless arbitrage opportunities.

Loans can be taken with risk-free interest rate.

Risk-free interest rate r; is constant in time and independent from maturity/expiry time. Thus, r; = r,

t>0.

Liquidity od the market is limitless.

o There is no risk that the other contract partner will fail to meet the contract requirements.

O O O O

o
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Now, when all the assumptions listed above are made, the option price can be calculated by solving the partial
differential equation

v 1 s OV ov B
E(St’t) + 50’ St W(Sht) + (7" — q)Sai‘St(St,t) — T'V(St,t) =0 (1)

by parameter V; = V'(S;,t), which represents the value of the option, where ¢ is constant dividend yield per
annum. For example (see subchapter , in the case of a European call option, the value V; = V' (S, t) of that
derivative has to be calculated subject to the boundary condition Vi = V(St,T) = max (St — X,0). On the
other hand, if we are dealing with a European put option, the boundary condition looks as Vi = V(Sp,T) =
maz(X — St,0).

Limitations of practical application of this model are obvious, therefore the other, numerical methods for
option pricing needed to be discovered, which would allow more efficient solving of Black Scholes model and
with less reductional assumptions. Considering that the Black-Scholes equation (1)) is parabolic equation, so it is
possible to reach approximate solution using finite difference method (see [[10]]). Numerical solving is applicable
to a much wider variety of option types, making it generally more useful than the analytic methods. For simple
subtypes of European options, analytic solution is often used as a way to assess the accuracy of a numerical
solution (see for example [[3]). For American options, the solution of Black-Scholes equation (I}, in general case,
cannot be found analytically because the moment when the early exercise of an option is optimal is completely
unknown from the data available.

3.2. Determination of possible profit

Options, by their definition, grant the owner the right, but not the obligation to exercise the option in
the contracted time span before her expiry date (American type option) or on the date of maturity (European type
option). According to that, option holder will exercise the option if and only if it suits him, or in other words, if
the market state is such that exercising the option would bring profit (see [ 2]]). Let us introduce the following

notation
YL %fx > 0,
0 ifz<O0.

Let the X be the strike price of the option, S; asset price at the market at the moment ¢. Now the value of the call
option at the moment of exercise 1" can be determined as

(57— X)". @)
Also, the value of the put option at the moment of exercise 7' can be determined as
(X —Sr)". 3)

The both quantities are estimated from the perspective of the option buyer. It is clear that the profit is always
nonnegative from the perspective of the option buyer, if no starting fee was paid for obtaining the option. If the
option itself had no price, the investor holding it would in no case lost the money, he would have made profit any
time the expressions (2)) or (3)) would be positive, which is contrary to a non-arbitrage principle (see [ 2]). If it is
assumed that the risk-free interest rate is of constant value r, and the compounding method is continuous, then
the profit of each of the contract sides at the moment 7" of option exercise, whose initial price was Cj, can be
determined using following equations:

o Buyer of call option

(S — X)t — Cpe™. “
o Writer of call option

Coe™ — (Sp — X) 7. 5)
o Buyer of put option

(X — Sp)" — Coe™. (6)



o Writer of put option
Coe™t — (X = Sp)*. (7

Let us notice that the potential loss for the buyer of call or put option is always limited above, to the value of
starting price of the option, while the potential loss for the option writer can be much higher, or even unlimited
in the case of a call option (see for example [ (1} 2]).

3.3. Basics and application of binomial model

In the foundation of the binomial tree option pricing model lays the following important assumption: the
price of an asset, which value at the time ¢ is .S, at the moment ¢ 4 ¢ can take only one of two possible values,
either u.S; or dS¢, with probability p or 1 — p, respectively, 6 = At > 0. By using Taylor series expansion (see the
relation (TT))), approximation of the realistic volatility of a random process of an asset price changing is achieved
through adequate setting of the parameters u, d and p. The model also requires that the risk-free interest rate is of
a constant value r, d < e"” < u, during the time span of option validity period, thus the conditional expectation,
in the risk neutral world, of the random variable S; 5 = S(¢ + 0), if the value of S; is known, can be calculated
using the formula

E[S(t+9)|S] = pSiu+ (1 —p)Sid
= (905, @®)

where F[X Y] is value of the conditional expectation of a variable X, if the realization of a variable Y is known,
and q is dividend yield given. If we define

S8 .= E[S(t+ 6)|Si], 9

then, when we pass to the conditional variance, we get

EIS(t+0)IS)] - (S7)?
= p(Se)*u® + (1 = p)(Sy)*d* — (PSpu+ (1 = p)Sid)®
= (S;)%0%. (10)

E[(S(t + 6) — 5)%|S4]

Note that here we used that (see section [3.1))
0?0 = pu® + (L= p)d” — (pu+ (1 = p)d)*. (1n

Further, following the Cox-Ross-Rubinstein famous model, we suppose that the parameters u and d are linked
by the relation v = 1/d, so the solution the previous system (see the relations and ) of the nonlinear
equations with parameters u, d and p can be determined by approximation, using the Taylor series expansion
of the exponential function in terms of the variable §. Finally, the parameters u, d and p have the following
expressions

u = eV, (12)
d=e°Y" and (13)
e(T*Q)(s — d
p="—=" (14)
u—d

If one step binomial tree is used in determination of the parameters u, d and p, it would be possible to calculate
the option price, but the possible error would be too high, making the result completely useless. Instead of that,
the time interval of option life span is divided into N equal time steps, such that 6 = At = T'/N. Then, one
could construct a recombinant binomial tree (see [[1]]) in a manner that on the depth & € {0, 1,2, ..., N'} the stock
price at the node i € {0, 1,...,k} has the value Syu’d"~%. After the tree is populated with stock price values,
option value is easily calculated in leafs of that tree as the discounted value of its one step ahead expected payoff
(see [ ] and [ 2]]). It is possible to calculate the payoffs, because the option values is known at the moment



Figure 1. Recombinant binomial tree with the first three steps

of its maturity/expiry. Thus, the option price V¥, in non-leaf nodes of the binomial tree, is calculated by going
backwards through the branches, using the recurrent formulas below.

o For European options, by using backward induction, we have V;*~! = e="? (pVEL+ (1 —p)ViF). k €
{0,1,2,...,N},i € {0,1,...,k}, where VN = (u?dN =155 — X)7, in the case of a call option, or V.V =
(X —uldN=%Sy)*, in the case of a put option, i € {0,1,..., N'}.

o For American options, again by using backward induction, we have Vik_1 = max(e™"0 (pVi’fH + (1 -
p)VF), P(SF 1)), k € {0,1,2,...,N}, i € {0,1,...,;k}, where P(SF™1) = (X — w'd*—1=7Sp)*, k €
{0,1,2,...,N},i € {0,1,...,k}, is the option payoff at the node of the tree when the underlying stock
has the value Sff1 = u'dF~171S,. Recall that ViN = (uidN*iSo — X)™T, in the case of a call option, or
VN = (X —u'dVN=%Sy)*, in the case of a put option, i € {0,1,..., N'}.

After the entire procedure is complete, the wanted option value is V). Because the parameter p denotes the
probability value, condition 0 < p < 1, must be met, so it must be § < (Tf% For arbitrary small value 4, real
life continuity of the process will be simulated with satisfying accuracy. In the model used by the code behind the
binomial calculator, it is assumed that ¢ = 0, which makes the simulation more time efficient, but less accurate.
Most of the options traded at the market are of American type. Therefore, an accurate and efficient valuation of
American options is very important. Because an American option can be exercised at any time, its value can never
be less than the payoff. Otherwise it would be exercised immediately. On the other hand, the following important
property of an American call option holds (for the proof see [ L] and [[2]), so the interesting ones are American
put options.

Theorem 1. It is never optimal to exercise an American call option on non-dividend paying stock before expiry.

4. Application of binomial calculator for option pricing

As a part of this project, a simple option pricing calculator has been written in C#WPF programming lan-
guage, intended for pricing of European and American options, and demonstration of possible profit made by
early exercising of American put options. The code behind the program utilizes the binomial model for numerical
solution of Black Scholes pricing model, according to formulas listed in the previous section. The application
itself can be downloaded from http://alas.matf.bg.ac.rs/ mr11011/A.exe at any time. The figures 2, 3 and 4 rep-
resent the appearance and functionality of the written program.



File Help Credits GoPro

Option type: O European Call © European Put ) American Call @ American Put

Input values: [Use defaun] [ Clear all Calculation results:

Stack Price 5k 60 5 Option price: 537273 3 able of possible
Strike Price (X} 65 $ pl‘OﬁtﬂOSS _b_y earl
exercising
Years to maturity (T): 05 Years
l Risk free rate (R): 10 %
Number of steps (N): 500 integer Set different values Copy result to clipboard
Volatility (V): 20 %

Button for clearing all values Copy to clipboard button

Button for resetting input values

Figure 2. Main form window, after the calculation of the American put option value is complete

Table of profit

In each row there is a ammount of profit (in S) from the perspective of the buyver of specified american put option, if he decides to exercise the option in the moment specified in the column
header (sorted from the market best case scenario to the worst case scenario)
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5551 ||4.7362 ||3.9092 (3.0698 |12.2178 ||1.3531 |[0.4754 |-0.4154|-1.3195]|-2.2372|-3.1686||-4.1139||-5.0735||-5.4334

6.3479 ||5.5451 [|4.7302 (|3.9032 (|3.0638 (2.2118 13471 (04694 |-0.4214-1.3255|-2.2432|-3.1746|-4.12 |-3.
7.1329 ||6.3419 (|5.539 ||4.7242 |[3.8972 |[3.0578 ||2.2058 |[13411 (|0.4634 |-0.4274(-1.3316|-2.2492|-3.
79062 |[7.1269 (|6.3359 [|5.533 ||4.7182 ||3.8912 |[3.0517 |[2.1998 |[1.335 |[|0.4574 |[-0.4334|-1.
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Figure 3. Possible profit/loss at discrete time moments after early exercise of a American put option

46



File Help Credits GoPro

Option type: | @ European Call ) European Put () American Call ) American Put Calculate

Input values: [ Use default [ Clear all Calculation results:

Stock Price () 60 Option price:

Strike Price (X): 63

Years to maturity (T):
Rizk free rate (R):
Number of steps (N): integer

Volatility )

(1]
[2]

[3]
(4]
[5]
(6]
(7]
(8]
[9]

[10]

J—
Area for input values _Calculation result area
adio buttons for option type *Button for calculation of option price

Figure 4. Main form window, immediately upon starting
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Apstrakt. Njutnov i Lajbnicov proboj do neograni¢ene mathesis universalis bilo je shvatanje da naro¢ito manipulisanje
pogodnom jednac¢inom moZe da dovede do tacne vrednosti nagiba krive linije koja je predstavljena tom jednacinom. Ovaj
metod manipulacije je sustina diferenciranja. Drugi postupak koji se izvodi sa jednac¢inom (postupak od tada nazvan integra-
cija) vodi matematicara do povrsine ispod krive koja je predstavljena tom jednac¢inom. Za ova dva postupka, diferenciranje
i integraciju, zajednicki termin je kalkulus, ili infinitezimalni racun, a oni predstavljaju mocno oruZje u rukama matemati-
¢ara i naucnika. Rad pokazuje Hardijev pristup u izracunavanju povrSine ograni¢ene neprekidnom funkcijom i povezanost sa
Njutn-Lajbnicovom formulom.

Kljucne reci: Hardi, povrSina, Njutn-Lajbnicova formula.

1. PovrSina ravne figure

Jedna od najvaZnijih primena integrala jeste izracunavanje povrSine ravne figure ogranicene linijama. Za
elementarne figure, kao $to je je trougao, povrSina se izracunava kori§éenjem standardnih formula i tehnika. Ako
je figura malo sloZenija ali se moZe podeliti na trouglove, opet je racunanje dosta jednostavno.

Pretpostavimo da je povrSina odredene figure ograni¢ena grafikom neprekidne nenegativne funkcije y =
f(z), z € (0,K), K > 0, (¢iji grafik I'f je iznad x-ose), y-osom, ordinatom tacke x i z-osom.

D(x)

o
0 a T r+Azx b 1

Slika 1. Odredeni integral

Geometrijski, problem izraCunavanja navedene povrSine je zapravo odredivanje povrsine krivolinijskog tra-
peza P(OXMP).
Pretpostavimo da tacke grafika I'y imaju sledece koordinate

P(O7 f(O)),R(a, f(a)),M(x7 f(x)),Ml (Jc + Az, f(x + Agr:)),N(b7 f(b))

Ako se posmatra krivolinijski trapez O X M P njegova povrsina je funkcija od x, u oznaci ®(x).



Jasno je da vazi

O(z + Az) — d(z) = P(X X1 M M)
= P(XX,TM) + P(MTM;)
=Ax - f(x) + P(MTM).
Povrsina P(MT M) je manja od povrine |Az|\(Ax) gde je A\(Ax) najvede rastojanje tacke luka ¢(M M)

od prave p(MT).
Sa druge strane, kako je f(z) neprekidna, onda A(Az) — 0 kad Az — 0. Na taj nacin,

®(z + Az) — ®(z) = Az(f(z) + p(Az))
gde je |p(Az)| < A(Azx) i AM(Az) — 0, za Az — 0. Odavde sledi da je ®(x) neprekidna. VaZi i viSe od toga

O(x + Ax) — ()

@) = Jim — = Jim (f(x) + p(A2)) = f(2).

ZakljuCujemo da je ordinata krive y = f(x) jednaka izvodu povrSine ®'(x), pa povr§ina ®(x) predstavlja
integral ordinate f(z).

Sada se moZe formulisati pravilo za nalaZenje povrSine krivolinijskog trapeza (OX M P).

Najpre se izracuna ®(x) kao integral od f(z), pri ¢emu se proizvoljna konstanta C bira tako da je ®(0) = 0.
Tada je ®(z) traZena povrSina.

2. Njutn-Lajbnicova formula

Neka je f neprekidna nenegativna funkcija, i neka je figura ograniCena linijama I (grafikom funkcije f),
x =a,x = bizx-osom.
F(z) je integral od f(x) ako je

F'(z) = f(x), F(z) = | f(z)dz.

Ako je f > 0, tada je povrSina figure jednaka F'(b) — F'(a).

Prema prethodnom razmatranju, figura (OX M P), ograniCena sa grafikom funkcije f, pravom z = 0, ordi-
natom x i x-osom, ima povrsinu F'(x).

Analognim razmatranjem povrsina figure (OARP) je F(a) i povrSina figure (OBN P) je F(b).

Razlika F'(b) — F'(a) je povrSina figure (ABNR).

Zbog prakti¢nog racunanja povrsine pogodno je imati oznaku, jer moZzemo uvek eksplicitno naéi F'(z), pa
se zato uobicajeno pise

b

P(ABNR) = [ f(z)dz.

a

b
Broj | f(z)dz zove se odredeni integral; a i b su donja i gornja granica; f(z) je podintegralna funkcija, a

a
interval (a, b), interval integracije.
Veoma je impresivno da odreden integral zavisi od vrednosti funkcije F' u krajnjim tackama integracije a i b.
Funkcija F(z) = [ f(z)dx Cesto se zove i neodreden integral. Povezanost odredenog i neodredenog inte-
grala data je Njutn-Lajbnicovom formulom

b

jf(a;) do = F(b) — F(a).

a

Kao $to je pokazano, povrina do ordinate a figure (OARP) je F'(a), a povr§ina do ordinate z figure (OX M P)
je F(x), pa je povrSina izmedu ordinata a i « figure (AM X R) jednaka F'(z) — F'(a). Na osnovu definicije

49



odredenog integrala je

Na ovaj nacin dokazana je, u specijalnom slucaju f > 0, osnovna teorema integralnog racuna:

Teorema 1. [Osnovna teorema integralnog racuna] Neka je funkcija f neprekidna na [a,b]. Funkcija F(x) =

[ f(t)dt, x € [a,b], ima izvod jednak f(x).

1z toga sledi da je F'(x) neprekidna funkcija.
Primer 1. Povrsina dela jedinicnog kruga i trigonometrijske funkcije.

Sta predstavlja z u formulama za sin x i cos z? Za odgovor na to pitanje moZe se odrediti mera ugla. Neka
je f(AP) duzina luka kruZne linije sa centrom u O, polupre¢nika 1, odnosno OA = OP = 1. Tada je duZina x
luka AP mera ugla AOP.

(((M{SJ

Slika 2.

Medutim, moZe se uvesti mera ugla AO P kao dvostruka povrSina isecka AO P jedini¢nog kruga. Pretposta-
vimo da je O A na z-osi, a O P pripada pravoj y = mx, m > 0. PovrSina isecka je funkcija od m i bi¢e oznacena
sa F'(m). Tacka P ima koordinate (jz, mpu) i vazi pu? + (mp)? = 1, odnosno



Povrsina isecka je zbir povrSine AON P i povr§ine P(N AP) krivolinijskog trougla.

1 H
P = o+ [ = YT - [ VT
" 1
2
Ly e S Y v N U
dp 2 2. /1—pu2 21— p2
dFf _dFdp L 1 1 1 o
dm — dpdm 2 12 L+m? 21+ m?
ISR SR
_2 17#2 (1+m2)3/2_21+m2
dF 11
dm 2 1+m?
171
Fm) = |
(m) =3 ) iopd
0
o1
2F(m) = ! e dt = arctgm.

Na osnovu navedene teorijske postavke moZe se definisati funkcija arctgx na sledeci nacin

dx

arctgr = | ——
g J Tra2’

v . . ™.
¢ije vrednosti argumenta su izmedu —lgzare R.
1

Specijalno, [
0

ol

x ™ v . .. .
To2 = arctgl — arctg(0 = 3 » pase moze definisati i broj 7 kao

1 d.
=4f T
T J 1+ 22

Na sli¢an nacin,

f dt —arcsing, —1 <z <1, —X < arcsinz < ~
0 VI-1 N ’ T2 2"
b xa-&-l b ba+1 _aa+1
Primer 2. (a) | x%dx = = a % —1).
( )ZIr Oé+]. a Oé+]. ( # )

b dx b
(b)jgzlnx‘ =Inb-Ina (a,b>0).

b
(c) [sinazdr = —cosx
a

b
(d) [ coszdz = sinx

b

= —cosb+ cosa = cosa — cosb.
a

=sinb — sina.
a

3. Osobine odredenog integrala

Pretpostavimo da je f(x) neprekidna funkcija i da je a < b. Za odredeni integral vaZe sledece osobine:
(1) [ f(z)dx =0,jerje F(a) — F(a) =0
a

b
@ Jflz)de= —Jf(x) dz, jer je F(b) — F(a) = —(F(a) — F(b))
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®  [fa)det J f(e)as = [ fe)aa
4)
(5)

b
(6)  Akoje f(z) >0,a <z <btadaje [ f(x)dz >0

@) Akoje H < f(z) < K,a <z < b, tada
b
H(b-a) < [ f(x)dz < K(b—a),

Za dokaz se koristi osobina (6) primenjena na funkcije f(z) — H i K — f(x).
(8) ff Ydz = (b—a)f(£), & € (a,b). (Prva teorema o srednjoj vrednosti).
Ova osobina izlazi iz LagranZzove teoreme primenjene na primitivnu funkciju F(z). Vazi F(b) — F(a) =

(b—a)F’(€). Kako je F(b) ff )dz iizvod F'(&) = f(£), dobijamo (8).

9) Akoje g(x) > 01 H < f(x) < K tada vazi (Opsta teorema o srednjoj vrednosti):

Hfbg dx<jf dx<Kjg

a
b

f@)g(x)dz = f(¢) [ 9(w) dx, & € (a,b).

a

_..
S

Teorema se dokazuje pomocu (6) primenjeno na integrale

[(r@) - myg@)de & [ (K~ f(x))g() d.

b b
10 | [r@)da] < J1f(@)|da.

b b
[ f@)g(@)da| < M [|g(w)|da.

a

(11)  Akoje|f(z)| < M, onda

a 2 x)dx, ako je f(x) parna funkcija
—a 0, ako je f(x) neparna funkcija

s
Primer 3. (a) [ sinmz -sinnadz =0,zam,n € Nim # n.
—Tr

Ovaj integral se resSava rastavljanjem proizvoda sinusa na razliku kosinusa, tj.

K

f sinmz - sinnzdx = (cos(m — n)z — cos(m + n)z) dz

N =
|
35—

-7
1 1 . i 1 1 . i
= im_nsm(m—n)x _ﬂ—§m+nsm(m+n)x - =0,
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(vazno je da m # n). Za m = n se dobija

s s
j sin? max dz = f2sin2 mx dr = j(l — cos 2mx) dz
0 0

T

—T

s T

1 .
= — —sin2mx
2m 0

1 .
=7 — —sgin2mmn = .
——

0 2m
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Apstrakt. U nastavi matematike Gesto ¢ujemo komentar uéenika ,,Sto ée meni ovo u Zivotu?“. Taj i sli¢ni
komentari upucuju na stav da je besmisleno uciti one sadrzaje koji se ne mogu direktno primijeniti u realnom
Zivotu i radu. No, prenaglaSavanjem i stalnim trazenjem primjene matematike u realnim situacijama gube se iz
vida temeljna nacela matematike koja su itekako potrebna za svrhovito i u¢inkovito funkcioniranje pojedinaca u
profesionalnom i osobnom Zivotu i radu.

Jedna od temeljnih zadaca (suvremene) nastave matematike je razvijanje logickog misljenja i zakljucivanja
koje je neophodno u osposobljavanju uéenika za kriti¢ko promisljanje i samostalno djelovanje u drustvu
informacijske krize* i brzog tehnolokog razvoja. Tu zadaéu moguée je ostvariti pravilnim uvodenjem
matematickih pojmova i teorema, a posebno procesom dokazivanja teorema jer su upravo pojmovi, teoremi i
njihovi dokazi rezultat osnovnih oblika misljenja: poimanja, prosudivanja i zakljuc¢ivanja.

Na primjerima iz nastave matematike, uz krace teorijske postavke, ovim radom Zzeli se ukazati na teskoce i
propuste koji se javljaju u nastavi matematike i to u procesu uvodenja pojmova (formuliranje matematicke
definicije) te u radu s teoremima (razumijevanje iskaza teorema, postavljanje obrata teorema, negacije i
kontrapozicije). Zbog tih i sli¢nih teSko¢a i propusta mnogi ucenici matematicke sadrzaje uce bez
razumijevanja, $to za posljedicu ima nemogucnost Stjecanja trajnih i operativnih znanja.

Postupak ispitivanja i dokazivanja istinitosti raznih tvrdenja vazan je i neizostavan ¢imbenik u Zivotu
svakog Covjeka. Dokazivanje istinitosti tvrdenja o nekom matematickom objektu znacajno doprinosi razvoju
(apstraktnog) misljenja i neizostavni je dio procesa zakljucivanja. Zbog toga svaki ucenik treba uciti dokazivati
barem osnovne poucke (teoreme) koji se obraduju u nastavi matematike osnovne i srednje skole te razlikovati
karakteristike direktnog i indirektnog dokazivanja, a da bi to uspjeSno provodio treba dobro poznavati
matematicke pojmove i njihova svojstva opisana teoremima.

Kljuéne rije¢i: Matematicki pojam, matemati¢ka definicija, kriticko promisljanje, iskaz teorema.
1. Uvod

Svaka konstrukcija (betonska, staklena...) treba imati dobre i ¢vrste temelje, da bi opstala u naletima raznih
(ne)prilika, svaka biljka treba imati duboke i zdrave korijene da bi prezivjela na udaru vremenskih (ne)prilika.
Na sli¢an nacin, svaka matematiCka teorija treba biti izgradena na neoborivim osnovama kako bi njezina
utemeljenost opstala u promjenjivom svijetu ideja i svijetonazora.

Proces strukturiranja sadrzaja jedne matematicke discipline zapo€inje odabirom osnovnih pojmova i tvrdnji,
a nastavlja se postupnim uvodenjem izvedenih pojmova i izvedenih tvrdnji. lzvedeni pojmovi se opisuju
definicijama u skladu s pravilima definiranja novog pojma, a svojstva pojmova se opisuju izvedenim tvrdnjama
(teoremi), koji se potom i dokazuju. Na sli¢an nacin strukturiraju se i sadrzaji nekog matematickog predmeta.
Da bi proces ucenja matematickih sadrzaja bio uspjeSan, korisno je uociti i poznavati opisanu strukturu i
zakonitosti uspostavljanja odnosa, koje strukturu ¢ine ¢vrstom.

Opisana se struktura zorno moZze prikazati u obliku stabla (Slika 1). Njegovo korjenje su osnovni pojmovi
i tvrdnje (aksiomi), a kroSnja buja zahvaljuju¢i izvedenim pojmovima (definicije) i izvedenim tvrdnjama
(teoremi). Stablo se dobro i zdravo razvija kada su korjeni dobri, a krodnja opstaje kada se izvedeni pojmovi i
tvrdnje donose na temelju prosudivanja i pravilnog logi¢kog zakljucivanja.

! Zbog velike koli¢ine informacija nastaje problem kako sakupljati, obradivati, Guvati, prenositi i pronalaziti
potrebne informacije. Kako do¢i do prave informacije u pravo vrijeme. Taj problem je poznat pod nazivom
informacijska kriza.



Korolari

Teoremi
Propozicije

Definicije

POJMOVI TVRDNJE (AKSIOMI)

OSNOVNI

Slika 1. Struktura matematike

Unutar ove slike, primjenu matematike u realnom svijetu mogli bi zamisliti kao plodove stabla, koji kako
znamo mogu biti zakrzljali, nerazvijeni i nedozreli, ali i zreli za uporabu. Iskustveno znamo da samo zdravo i
dobro ukorijenjeno stablo donosi dobar plod. Sliéno tome mozemo reci i za one koji u¢e matematiku: samo oni
koji dobro i s razumijevanjem savladaju temeljne matematicke sadrzaje, mogu korisno i prakticno primjenjivati
to znanje u svakodnevnom Zivotu i radu, a Sablonsko i kampanjsko uéenje matematike moze dati samo zakrZljali
i nedozreli plod primjene.

Cilj ovog rada je ukazati na neke slabe tocke koje se javljaju joS od korjena stabla, a kojima se ne posvecuje
uvijek dovoljno pozornosti u nastavi matematike (bilo zbog neuocavanja ili svjesnog marginaliziranja) te
pokazati kako upravo radom na njima ucenici mogu graditi trajna znanja. Samo Se na Cvrstim temeljima i
stabilnim odnosima moZe graditi bujna kroSnja definicija i teorema, a tek nakon toga ostvariti dobar i zreo plod.

2. Osnovni i izvedeni pojmovi

Op¢enito, znamo da se svi matemati¢ki pojmovi dijele na osnovne i izvedene pojmove. Osnovni pojmovi
se ne opisuju pomocu drugih pojmova, niti se definiraju. Oni se smatraju intuitivno jasnima, a najceSée se
objasnjavaju kroz primjere, opisivanjem ili razli¢itim prikazima. Osnovni pojam koji se gotovo neizbjeZzno
koristi je skup. Cak i slikovnice za djecu sadrZe zadatke u kojima iz skupa slika (voéa, igracaka, Zivotinja...)
treba izbaciti uljeza, ¢ime se sugerira ¢ak i pojam pripadnosti nekog elementa skupu, ali i pojam kriterija
pripadnosti.

lako znamo da se tocka, pravac, ravnina i prostor smatraju osnovnom geometrijskim pojmova, nerijetko se
dogada da u udzbenicima nalazimo njihove razne definicije, umjesto da misao ucenika usmjerimo na to kako ih
mozemo prikazati, predociti itd. Tako npr. nalazimo da je pravac ravna neomedena linija, a potom se od ucenika
trazi da nacrtaju pravac iako to nije moguée. No, gotovo nigdje nema obrazloZenja da crtanjem vizualno
prikazujemo samo dio pravca.

Nakon $to smo razludili koji su pojmovi osnovni, uvodimo ostale — izvedene pojmove. Svi izvedeni
pojmovi se jasno i precizno trebaju definirati pomoc¢u osnovnih pojmova ili ranije definiranih pojmova.
Izvedeni pojam Kkoji je gotovo nezaobilazan u svakoj matemati¢koj disciplini je funkcija, a uvodi se na
intuitivnoj razini ve¢ u prvom razredu osnovne Skole kroz razne primjere. Tako npr. kada se u€enici upoznaju s
nekim prometnim znakovima uocavaju da su oni toéno odredenog geometrijskog oblika: oblika trokuta,
kvadrata ili kruga. Medu njima, postoje prometni znakovi jednakog oblika, ali postoje geometrijski oblici koji
nisu pridruZeni nijednom prometnom znaku (Slika 2).

55



O @AEA
Slika 2. Intuitivno uvodenje pojma funkcije
Ve¢ na ovom jednostavnom primjeru pridruzivanja geometrijskih likova prometnim znakovima uoc¢avamo
funkciju: svaki prometni znak je samo jednog oblika (pravilo funkcije). Vise prometnih znakova moze biti istog

oblika, ne postoji prometni znak koji nije oblikovan u jednom od predvidenih oblika (tada nemamo funkciju), a
postoje i oblici u kojima znakovi nisu oblikovani (slika funkcije je podskup kodomene).

Ako ve¢ na toj razini dijete moze intuitivno razumjeti pojam funkcije, kako je moguce da nakon 12 godina
matematickog obrazovanja i obrade elementarnih funkcija, vrlo malo ucenika razumije ili primjenjuje taj
pojam?

1. Opcenito o pojmovima

Pojmovima se opcenito bavi znastvena disciplina Logika pa se njezinim spoznajama koristimo i u
matematici za opis matematickog pojma. Opcenito, pojam se tumaci kao misao o bitnim karakteristikama
onoga o ¢emu mislimo. Misao je posljedica psiholoskog procesa misljenja, a bitne karakteristike su ona obiljezja
koja su nuzna i dovoljna za stvaranje valjane misli baS o promatranom pojmu (vidjeti [6]). Analogno tome,
matematicki pojam je misao o bitnim karakteristikama odredenog matematickog objekta.

Na primjer, da bi netko izgradio valjanu misao o pojmu trokut opéenito, potrebno je znati koje su
karakteristike tog pojma bitne, a koje sporedne, tj. koje karakteristike ga jednoznacno i nedvojbeno odreduju, a
koje ne. Karakteristike koje se vezuju za pojam trokut su: tupokutan, pravokutan, jednakostrani¢an; obojan u
plavo, crveno; odreden s tri vrha, omeden s tri stranice itd. Medu njima kljuc¢ne su dvije: odreduju ga tri tocke
(vrha; ne pripadaju istom pravcu) i omeduju ga tri duZine (stranice; krajnje tocke su im vrhovi). Onaj tko zna da
su ove bitne karakteristike pojma trokut, moZe izgraditi valjanu misao (predodzbu) o tom pojmu.

Ucenici, studenti pa i odrasli ¢esto pod pojmom matematika stvaraju predodzbu hrpe formula i zadataka.
Gotovo da nemaju osjecaj Sto je korektna definicija nekog pojma te pri opisivanju pojmova izgovaraju ono S§to
im je najjasnije ostalo u sjecanju, a da pri tome nisu niti svjesni koliko visak ili manjak njihovih rijeci mijenja
objekt koji opisuju. Usmjerenim misljenjem i kritickim osvrtom na izre¢eno doprinosimo ucenju matematickih
pojmova s razumijevanjem, a to dalje vodi pravilnom i uspjeSnijem rjeSavanju i samih zadataka. Konaéno, i
predodzba o pojmu matematika takvim zalaganjem izgledala bi potpuno drugadije.

2.11. Procesformuliranja pojma

Da bi se na pravilan na¢in izgradila valjana misao o nekom pojmu korisno je poznavati proces
formuliranja odredenog pojma. Do pojma se moze do¢i izdvajanjem iz neke Sire grupe objekata koriste¢i
upravo neko bitno obiljeZje po kojem se taj pojam razlikuje od ostalih (vidjeti [5]), a moZe i dodavanjem novih
bitnih karakteristika objektima koji su ve¢ poznati (vidjeti [1]).

Kada se neki matematicki pojam formulira u procesu izdvajanja, onda se najprije promatra Sira grupa
konkretnih objekata i njihove karakteristike, obiljezja, svojstva itd. Zatim se izdvajaju oni objekti u grupi koji
imaju zajednicke karakteristike i na kraju se od zajednickih izdvoji bitna karakteristika koja ¢e obiljeziti novi
pojam. Proces zavrSava definicijom novog pojma.

Primjer 1. Usmjerimo na$u misao na brojeve. Medu njima promatrajmo samo prirodne brojeve. Zatim,
medu svim prirodnim brojevima izdvojimo samo proste brojeve te uo¢imo da medu njima postoje oni ¢ija je
razlika 2 (npr. 51i 7,111 13, 17 i 19...). Za tu grupu brojeva uvodi se novi pojam — brojevi blizanci. Postavimo
definiciju: Za par prostih brojeva cija je razlika 2 kazemo da su brojevi blizanci.

Primjer 2. Usmjerimo nasu misao na geometrijske likove. Medu njima promatrajmo samo Cetverokute.
Zatim, medu svim Cetverokutima uocimo da postoje oni kojima su nasuprotne stranice paralelne. Za tu grupu
likova uvedimo novi pojam — paralelogrami. Postavimo definiciju: Paralelogram je cetverokut kojemu su
nasuprotne stranice paralelne (tj. koji ima dva para paralelnih stranica).
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Primjer 3. Usmjerimo naSu misao na geometrijska tijela. Medu njima promatrajmo samo ona tijela koja
su omedena ravnim plohama (njih nazivamo uglatim tijelima, a ravne plohe koje ih omeduju stranama). Zatim,
medu njima promatrajmo samo one kojima su dvije plohe (n-terokuti) medusobno sukladne i nalaze se u
paralelnim ravninama, a ostale plohe su paralelogrami. Za tu grupu tijela uvedimo novi pojam — prizme.
Postavimo definiciju: Prizma je uglato geometrijsko tijelo kojemu su dvije strane sukladni i medusobno
paralelni n-terokuti, a ostale strane su paralelogrami.

Kada se neki matematicki pojam formulira dodavanjem, onda se kre¢e od grupe objekata sa odredenim
svojstvima i dodaju se nova obiljezja koja onda nuzno vode stvaranju nove grupe objekata, a time i formuliranju
novog pojma.

Primjer 4. Usmjerimo svoju misao na prirodne brojeve. Za njih znamo da se mogu oduzimati u skupu
prirodnih brojeva samo ako je umanjenik ve¢i od umanjitelja, tj. (Va,be N) a>b=a—-be N. No, sada

dopustimo moguénost oduzimanja bilo kojih dvaju brojeva. Ako oduzimamo od veéeg broja manji, onda
oduzimanje vr§imo na opisani na¢in. Ako oduzimamo dva jednaka broja, onda je rezultat broj nula, tj.a—a=0.
Ako oduzimamo od manjeg broja veéi broj, onda je rezultat onaj prirodan broj kojeg bi dobili da oduzimamo od
veéeg broja manji, ali sa predznakom minus (-), tj-(Va,be N) a<b> a_b:_(b_a). Na taj nacin Smo

izgradili novu grupu objekata za koju uvodimo naziv skup cijelih brojeva Kako je nova grupa izgradena
proSirivanjem odabrane grupe objekata, polazna grupa objekata je podskup nove grupe te njena svojstva ostaju
sacuvana i u novoj grupi objekata.

2.1.2. Sadrzaj i opseg pojma

Kada se razmislja o pojmovima, korisno je poznavati §to ¢ini njegov sadrZaj, a §to opseg. Za sadrzaj
pojma odgovaramo na pitanje kakav je taj objekt. SadrZzaj pojma opisujemo bitnim karakteristikama na
temelju kojih mozemo jednoznacno stvoriti predodzbu o tom pojmu. Za opseg pojma odgovaramo na pitanje
koji su to objekti. Opseg pojma su svi konkretni objekti ili procesi koji ispunjavaju bitne karakteristike opisane
sadrzajem.

Pored ta dva pojma moZe se govoriti i 0 dosegu pojma, tj. o broju koji kaze koliko ima objekata u
opsegu pojma. Kako su matemati¢ki pojmovi zbog svoje apstraktnosti nepromjenjivi u realnom vremenu i
prostoru, njihov doseg je nepromjenjiv i jednoznacno se moze odrediti iz opsega pojma pa se ¢esto ne uzima u
razmatranje (vidjeti [6]). Pregledno je sve prikazano u tablici 1:

Matematicki Doseg pojma -

pojam SadrzZaj pojma - KAKAV Opseg pojma - KOJI KOLIKO
. A _— — Beskonacno
Prost broj Prirodan t_)rOJ vecz_od 1, djeljiv Brojevi: 2, 3,5, 7, 11, 13, mnogo prostih
samo 1i sa samim sobom. 17 ... .
brojeva.
Svaka dva para pravaca Beskonadno

Pravci koji pripadaju istoj ravnini | Kkoji zadovoljavaju uvjete.

Paralelni prava i nemaju zajednickih tocaka.

mnogo parova

4 pravaca.

Svaki ¢etverokut sa dva
Cetverokut kojemu su nasuprotne para paralelnih stranica.
stranice paralelne.

Beskonacno
mnogo takvih

D D I:l I:l Cetverokuta.

Tablica 1. SadrZaj, opseg i doseg pojma

Paralelogram

Moze se uoliti da sadrzaj pojma potpuno odreduje opseg pojma i da je zavisnost obrnuto
proporcionalna: Sto je sadrzaj zahtjevniji odabirom vise bitnih karakteristika to je manje vrsta objekata koji ih
ispunjavaju. Kazemo da se dodavanjem neekvivalentnih svojstava sadrzaj pojma povecava, a opseg pojma
smanjuje.
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Pri opisu pojma korisno je razlikovati rod tog pojma, kojemu je on logicki podreden, vrstu kojoj taj
pojam pripada i odlike vr ste po kojima se taj pojam razlikuje od ostalih pojmova istog roda.

Tako npr. iz opisa pojma simetrale duzine jasno je da je simetrala duzine vrsta pravca koji ispunjava
odredene uvjete. Ako fiksiramo jednu duzinu, tada je simetrala te duzine jednoznacno odredena bitnim
karakteristikama: od svih mogucih pravaca to je onaj pravac koji sadrzi poloviste duzine i okomit je na tu
duzinu. Drugim rije¢ima, pojam pravac je rod (lat. genus proximum — bliZi rod) za pojam simetrale duzne.
Smetrala duzine je vrsta pravca (lat. species - vrsta) koji ispunjava odredene uvjete. Bitne karakteristike koji
sadrZ polovidte duZzine i okomit je na tu duZinu su specifi¢ne razlike (lat. diferentia specifica - specifi¢ne razlike
vrste, odlike vrste ili vrstne razlike). Na temelju specifi¢nih razlika, medu svim pravcima mozemo izdvojiti
odredenu vrstu. (Slika 3).

Skup tocaka

e

DuZina Pravac Polupravac

PAERN

Simetrala Simetrala kuta
duzine

Slika 3. Rod i vrsta pojma

Za rod se joS kaZze da je glavni ili viSi rodni pojam, a vrsta je njegov niZi rodni pojam. U nekim
situacijama, viSi rodni pojam odredenog pojma i sam moZe biti nizi rodni pojam svog nadredenog pojma, ako
takav postoji te odredeni nizi rodni pojam moze biti visi rodni pojam nekog drugog pojma, ako takav postoji
(vidi [3]). Tako je npr. realan broj niZi rodni pojam za broj, a viSi rodni pojam za racionalan broj, dok je
racionalan broj niZi rodni pojam za realan broj, a visi rodni pojam za pravi razlomak (Slika 4).

Broj
v
Realan broj
v N\
Racionalan Iracionalan
broj broj
Y\
Pravi Nepravi

razlomak  razlomak
Slika 4. Visi i niZi rodni pojam

Pregledno se opisano moZe vidjeti iz tablice 2:

Rod Vrsta Odlikevrste
PRAVAC Smetrala duzine Pravac okomit na duznu koji sadrZ njezino poloviste.
CETVEROKUT Trapez Cetve_rokuti koji imaju barem jedan par paralelnih
stranica.
RAZLOMAK Brojnik razZlomka je manji od njegovog nazvnika.
(pozitivan Pravi razlomak Opisuje dio neke cjeline.
racionalan broj) Vrijednost razlomka je manja od 1.

Tablica 2. Rod, vrsta i odlike vrste
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2.1.3. Noslac pogjma

Matematicki pojam se izrazava simbolima ili rije¢ima (jednom ili vi$e njih), a oni se nazivaju Nnosoci
pojma. Kako bi bilo jasno o kojem se pojmu radi, izraZzavanje pojma pomoéu nosioca pojma treba biti
jednozna¢no. Medutim, dogada se da jedna rije¢ ili simbolicka oznaka imaju vise znacenja (homonimi) ili da
razli¢ite rijeci i simbolicke oznake imaju isto znacenje (Sinonimi).

Primjer 5. Sumaiili zZbroj su pojmovi koji znace rezultat zbrajanja; modul ili apsolutna vrijednost broja su
pojmovi koji geometrijski zna¢e udaljenost tog broja od 0 (ishodista); A, A°, C(A) su razli¢iti simboli koji
oznacavaju isti pojam - komplement skupa A,; itd.

Sinonimi su odraz bogatstva nekog jezika, a Cesto se unutar jednog jezika koriste i tudice iz drugih
jezika. Kada se kod nekog pojma pojavljuju sinonimi, dobro ih je znati, ali je radi jasnoce i razumijevanja pri
poucavanju korisno koristiti samo jedan od njih unutar odredene cjeline. Na primjer, u vjerojatnosti se cesto
koristi pojam komplementa skupa pa je dobro Kkoristiti dosljedno jednu od oznaka.

Iako se odredeno znacenje homonima javlja unutar odgovaraju¢eg konteksta, homonime je pozeljno
izbjegavati jer viSezna¢nosti mogu dovesti do nejasnoca.

Primjer 6. Pojam korijen se moze tumaciti kao korijen jednadzbe ili kao kvadratni korijen, ali isto tako
kao korijen Zivca, biljke, rodoslovnog stabla, itd; oznaka AB se moze tumaciti kao pravac koji prolazi to¢kama
A i B, kao duzina kojoj su krajnje tocke A i B, ali i kao udaljenost izmedu tocaka A i B; oznaka ABC
moZe predstavljati trokut, ali i ravninu. Da bi se izbjegle nejasnofe zbog homonimije npr. kod simboli¢ke

oznake AB , mogu se koristiti tri razlicite oznake: ABZza pravac, ABza duZinu i |AB|za duljinu duZine (vidjeti

[5D.
2. Matematicka definicija

Vidjeli smo da se svi izvedeni pojmovi trebaju jasno i precizno definirati pomocu osnovnih pojmova ili
prethodno definiranih pojmova, pa u skladu s prethodno opisanim se moze postaviti i definicija pojma
matematicka definicija.

Za svaku suvislu recenicu (iskaz) kojom se, navodenjem nuznih i dovoljnih karakteristika, nedvosmisleno
moZe utvrditi znacenje novog pojma pomoéu ve¢ poznatih pojmova kazemo da je matematicka definicija.

Pri izricanju matematicke definicije postoji odredeni stupanj slobode, ali ipak treba postivati odredene zahtjeve
kako bi definicija bila korektna i poticala valjanu misao o pojmu koji se definira. Bez obzira na koji nacin se
opise sadrzaj pojma, znacenje opisanog pojma treba uvijek dati isti opseg pojma i on ne smije biti prazan skup.

2.21. Korektnost definicije

Prije svega, definicija treba biti jednozna¢na i nedvosmislena, tj. na temelju postavljene definicije,
znacenje izvedenog pojma bi se trebalo moci nedvosmisleno utvrditi, bez obzira na prethodno znanje ili
iskustvo. U suprotnom, definicija nije korektna.

Primjer 7: Definicija koja se ¢esto nalazi u udzbenicima za matematiku Trokut je dio ravnine omeden
trima duzinama nije korektna definicija jer se moZe viSezna¢no tumaditi. Naime, na slici 5. je vidljivo da sa tri
duzine mozemo omediti dio ravnine u obliku trokuta na razlicite nacine, a znamo da pojmu trokuta odgovara

samo trokut sa slike, zadnji desno.

Nadalje, matemati¢ka definicija bi trebala biti iskazana saZetim i preciznim jezikom ali tako da
obuhvaca sva bitna (nuzna i dovoljna), medusobno neekvivalentna svojstva pojma. Neprecizno iskazana
definicija moze stvoriti nejasnoce, neizricanje svih bitnih svojstva dovodi do viSeznacnosti, a izricanje vise
ekvivalentnih svojstava je nepotrebno.

Slika 5. Predozba o pojmu trokut

Primjer 8.a. Definicija Paralelogram je cetverokut kojemu se dijagonale sijeku tako da su preostali
dielovi jednaki je neprecizno iskazana jer nije u potpunosti jasno $to znadi preostali djelovi. Preciznije bi bilo
re¢i  Paralelogram je Cetverokut kojemu se dijagonale sijeku tako da su dobiveni djelovi svake dijagonale
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medusobno jednaki. No, sada bi se svi mogli sloZiti oko toga da je ova re¢enica poprili¢no nezgrapna i duga te
da se isto moze izreéi puno sazetije i elegantnije: Paralelogram je Ccetverokut kojemu se dijagonale
raspolavijgju. (Slika 6, lijevo)

8.b. Definicija (vidjeti [5]) Paralelogram je cetverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne i
jednakih duljina nije korektna definicija jer sadrzi dva bitna ekvivalentna svojstva te je jedan viSak. MoZe se
re¢i Paralelogram je Cetverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne ili Paralelogram je cetverokut kojemu
su hasuprotne stranice jednakih duljina. (Slika 6, desno)

D
C

Slika 6. Dijagonale i stranice paralelograma

8.c. Definicija Kruznica je skup tocaka koje su jednako udaljene od jedne fiksne tocke nije korektna jer
nije obuhvatila sva bitna svojstva (skup svih tocaka ravnine) te se moze viseznacno tumaciti:

Slika 7. Nepotpuna kruznica i sfera

Na slici 7 lijevo vidimo da su obuhvacene neke tocke ravnine, ali ne sve, dok na slici 7 desno vidimo da opisani
objekt moZze biti i sfera, ako taj skup to¢aka promatramo u prostoru i uzmemo sve tocke.

8.d. Definicija Pravci su paralelni ako se ne sijeku je nekorektna definicija jer ne sadrZi sva bitna
svojstva (pripadnost pravaca ravnini) te se moze vi§ezna¢no tumaditi. Naime, ni mimosmijerni pravci se ne
sijeku, ali oni nisu paralelni (Slika 8, lijevo). Korektno bi bilo re¢i Pravci koji pripadaju istoj ravnini su
paralelni ako se ne sijeku ili se podudaraju (Slika 8, desno).

y %
\
Slika 8. Mimosmierni i paralelni pravci

Izraz pravci su paralelni ako... skriva takoder odredene nepreciznosti. Naime, biti paralelan je relacija
ekvivalencije (refleksivnost, simetricnost i tranzitivnost), pa iz tog razloga (kada je jedan pravac paralelan
drugom, onda je i drugi paralelan prvom) mozemo reci da su ta dva pravca paralelna. No, u¢eniku to ne mora i u
mnogo slu¢ajeva nije jasno pa bi bilo korisno to dodatno istaknuti. Isticanje toga je posebno vazno jer znamo da
sve relacije nisu relacije ekvivalencije.

Pri izricanju definicije korisno je uzeti ona svojstva koja su prirodno najprihvatljivija i koja su
elementarna ili koja su iskustveno najbliZza onima koji ¢e se njome koristiti. Tako na primjer pri definiranju
pojma paralelograma, prirodnije je koristiti svojstvo stranica nego dijagonala.

S obzirom da se govorni jezik razvija i mijenja, vazno je korisitit suvremene izraze umjesto arhai¢nih
ili neprikladnih izraza. Tako neéemo reéi da tocke leZze na pravcu jer bi netko mogao pomisliti da tamo i
drijemaju, ve¢ ¢emo reéi da tocke pripadaju pravcu ili pravac sadrzi tocke. Treba voditi racuna i o jezi€noj
korektnosti. Tako ne¢emo reéi da su stranice trokuta iste ve¢ jednake duljine.

Pri definiranju nekih pojmova ponekad se koristi negacija nekog drugog pojma. Na primjer, ¢esto se

koristi definicija: Iracionalni brojevi su oni brojevi koji nisu racionalni. Najéesce (iako ne uvijek) ta definicija
slijedi neposredno nakon 5to je uvedena definicija racionalnih brojeva pa se odmah moze zakljuditi da su
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iracionalni brojevi takvi brojevi koji se ne mogu zapisati u obliku razlomka, kojima je brojnik cijeli broj, a
nazivnik prirodan broj. Medutim, tom definicijom ne saznajemo S$to iracionalnih brojevi jesu ve¢ $to oni nisu.
Jasnije bi bilo ukazati na to da svi iracionalni brojevi u decimalnom zapisu imaju beskona¢no decimala koje se
neperiodicki ponavljaju. Osim toga, ako nije istaknut skup unutar kojega se radi negacija (u ovom slucaju skup
realnih brojeva) onda bi se na temelju ovako postavljene defincije moglo zakljuciti da su svi kompleksni brojevi,
koji nisu racionalni zapravo iracionalni, $to nije to¢no.

Sli¢no se nakon uvodenja definicije parnih brojeva negacijom uvodi pojam neparnih brojeva: Neparni
brojevi su svi (prirodni) brojevi koji nisu parni. Buduéi da znamo da su parni brojevi djeljivi sa 2 iz te definicije
saznajemo da neparni brojevi nisu djeljivi s 2. Medutim, kako za neparne brojeve koristimo opéi zapis
2n-1,neN ili 2n+1,ne N,, bolje bi bilo re¢i da su neparni brojevi svi prirodni brojevi koji pri dijeljenju s 2
imaju ostatak 1. Ako u navedenoj definiciji ne istaknemo da negaciju radimo u skupu prirodnih brojeva, onda
definicija nije korektna jer bi na temelju definicije Neparni brojevi su svi brojevi koji nisu parni mogli zakljuciti
da su svi npr. iracionalni brojevi neparni. Opéenito, uvodenje pojma negiranjem drugog pojma nije uvijek
pozeljno posebno kada se moze postaviti korektna definicija na drugi nacin.

Pri iskazivanju pojma pojavljuju se cirkularne definicije, a one nisu korektne jer se u njima pojam ne
definira, ve¢ se vrtimo u krug (lat. circulus vitiosus — zagarani krug). Tako na primjer, ako kazemo da se Pravci
koji zatvaraju pravi kut nazivaju okomiti pravci, a Kut ¢iji su kraci okomiti naziva se pravi kut nismo definirali
ni okomitost pravaca ni pravi kut. Korektno bi bilo najprije definirati pravi kut, a zatim okomitost pravaca:
Pravi kut je kut koji je jednak svom susjednom? kutu. i Okomiti pravci su pravci koji zatvaraju pravi kut (vidjeti
[5D); ili najprije definirati okomitost dvaju pravaca, a zatim koriste¢i taj pojam, definirati pravi kut.

2.22. Definiranje pomocu roda i vrste

Svaka korektna definicija trebala bi sadrzavati rodni pojam i specifiéne razlike. Ako se rodni pojam ili neka
bitna karakteristika koja odreduje vrstnu razliku izostavi, definicija postaje nekorektna. Pored toga, dobro je
koristiti najbliZi rodni pojam jer je u tom slu¢aju potrebno minimalno karakteristika za opis specifi¢nih razlika
vrste.

Primjer 9. Neka su dane sljedece Cetiri definicije kvadrata:

- Kvadrat je cetverokut kojemu su sve stranice jednakih duljinai svi unutradnji kutovi pravi.

- Kvadrat je paralel ogram kojemu su sugedne stranice jednakih duljina, a svi unutrasnji kutovi pravi.
- Kvadrat je romb, kojemu je jedan unutradnji kut pravi.

- Kvadrat je pravokutnik kojemu su susiedne stranice jednakih duljina.

Sve Cetiri definicije su ispravne, ali su prihvatljivije posljednje dvije jer su pravokutnik i romb blizi rodni
pojmovi za kvadrat od pojma paralelogram Medutim, zadnja definicija je prihvatljivija od predzadnje jer je
pravokutnik prirodniji pojam za kvadrat od pojma romb.

Primjer 10. Iskaz Smetrala duzne je okomita na duzinu i sadrZ njezino poloviste je nekorektna definicija
jer je izostavljen rodni pojam - pravac.

Iskaz Smetrala duZine je pravac koji dijeli duZinu na dva jednaka dijela je nekorektna definicija jer je
izostavljena nuzna karakteristika (specificna razlika) — svojstvo okomitosti na duzinu. Buduéi da se duzina moze
podijeliti na dva jednaka dijela na beskona¢no mnogo nacina (koliko ima pravaca koji sadrZe jednu tocku, slika
9 lijevo) ovako postavljena definicija ne odreduje jednoznaéno pravac koji je simetrala duzine.

Iskaz Smetrala duZine je pravac okomit na tu duzinu je takoder nekorektna definicija jer je izostavljena
nuzna karakteristika (specificna razlika) — svojstvo raspolavljanja duzine. Budué¢i da se moze postaviti
beskona¢no mnogo pravaca okomito na duzinu (Koliko ima tocaka duzine, slika 9 desno) ovako postavljena
definicija ne odreduje jednoznac¢no pravac koji je simetrala duZine.

2 Za dva kuta kazemo da su susiedni kutovi (sukuti) ako imaju zajednicki vrh, jedan zajednicki krak, a druga dva
kraka im se nadopunjuju na pravac. Susjedni kutovi zajedno ¢ine ispruZeni kut.
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Slika 9. Pravci i duZina
Korektna definicija: Smetrala duzne je pravac koji je okomit na duzinu i sadrz njezino poloviste.

Na jednom kolokviju iz osnova geometrije na 3. godini uciteljskog studija u Splitu (koji se pisao 15. 5.
2013.), u grupi A (27 studenata) trebalo je definirati i konstruirati simetralu duzine, a u grupi B (38 studenata)
definirati i konstruirati simetralu kuta (inace, prvi put se ti pojmovi obraduju u 6. razredu osnovne skole).

U grupi A bilo je postavljeno 10 (37%) korektnih definicija, 14 (51,9%) nekorektnih definicija, a 3
studenta (11,1%) nisu ponudili nikakvu definiciju. Medu nekorektnim definicijama 2 nisu imale rodni pojam, 4
nisu imale svojstvo okomitosti, 1 nije imala svojstvo raspolavljanja, a u 7 definicija svojstvo raspolavljanja se
dupliralo.

U grupi B bilo je 6 (15,8%) korektnih definicija, 27 (71%) nekorektnih definicija, a 5 studenata
(13,2%) nije uopée odgovorilo na pitanje. Medu nekorektnim definicijama u 8 njih je nedostajao rodni pojam, u
13 njih svojstvo sadrzavanja vrha, u 3 svojstvo raspolavljanja, a u 3 definicije svojstvo raspolavljanja se
dupliralo.

Iz dobivenih rezultata se moze zakljuciti da je pojam simetrale duZine ovim studentima jasniji od
pojma simetrale kuta Sto je i ocekivano buduci se pojam duzine bolje razumije i usvaja od pojma kuta. Medutim,
ovi rezultati su losi buduéi se radi o studentima koji se obrazuju za uditelje. Postavlja se pitanje: ako studenti
koji se obrazuju za ucitelje imaju takve rezultate, kako ¢e oni poucavati druge i kakvi mogu biti ishodi takvog
poucavanja?

2.23. Dogovorna definicija

Za neke pojmove se dogovorno odreduje znacenje i oni se kao takvi prihvacaju. Tako na primjer, pod
pojmom prazan skup podrazumijeva se skup bez elemenata. Sli¢no, ako eksponent korijena nije istaknut, onda
se uzima da je on dva, a ako u potenciji nije istaknut eksponent onda se smatra da je 1, ako u logaritmu nije
istaknuta baza onda se smatra da je 10 itd.

Medutim, u nekim udZbenicima moze se naci i dokaz dogovornih definicija, kao da se radi o teoremu.
Npr. dogovorno se uzima da je a’=la=0ito nije potrebno dokazivati, iako neki autori to provode.

2.24. Geneticka definicija

Geneticka definicija je ona definicija kojom se novi pojam uvodi tako da se opiSe proces nastanka
objekta tog pojma. Ova vrsta definicije se ne smatra matematickom definicijom u pravom smislu rijeci jer se
njom ne isti¢u bitne karakteristike promatranog objekta ve¢ proces nastajanja objekta.

Primjer 11. Genetickom definicijom StoZac je geometrijsko tijelo koje nastaje rotacijom pravokutnog
trokuta oko jedne katete za 360° ne saznajemo niSta o bitnim karakteristikama stoSca, tj. o ravnoj i zakrivljenoj
plohi.

Na koji nacin uvesti odredeni pojam u nastavi matematike ne ovisi samo o pravilima definiranja ve¢ o
mnogim ¢imbenicima, a izmedu ostalog o predznanju i dobnoj zrelosti ucenika. No, bez obzira na sve to,
postavljena definicija treba biti korektna u smislu da toéno odreduje odgovarajuci opseg pojma, koji se njom
opisuje.

3. Osnovnei izvedenetvrdnje

Promatranjem odredene grupe objekata ili relacija te proucavanjem njihovih svojstava, temeljem
prosudivanja i zakljucivanja postavljamo tvrdnje (iskaze, sudove) o pojedinim zakonitostima i vezama medu
njima. Opcéenito znamo da se sve matematicke tvrdnje dijele na osnovne i izvedene. Osnovne tvrdnje nazivamo
aksiomima i njih ne dokazujemo, a izvedene tvrdnje nazivamo teoremima i njih treba dokazati.
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3.1. Aksiomi

Osnovne tvrdnjeili aksiomi su ¢injenice o matematickim objektima i njihovim odnosima za koje se smatra
da su istinite i koje su nam intuitivno jasne. Za njih se jo$ kaze da su ,,o¢igledne istine’’, odnosno iskazi u koje
se ne sumnja. Poznato nam je da je Euklid u svojim Elementima, osnovne tvrdnje dijelio na aksiome i postulate,
gdje su se pod postulatima razmatrale osnovne tvrdnje geometrijskog karaktera (vidjeti [8]).

Primjer 12. Jedan od polaznih Euklidovih aksioma glasio je: Cjelina je veée od svog dijela. To se na
jednostavan na¢in moze zorno prikazati i algebarski zapisati kao Sto je prikazano na slici 10.

oy I
[ =]

b
a+b>a a+b>b

Slika 10. Odnos cjeline i njezinog dijela
Medutim, je li ova tvrdnja zaista o¢igledna i vrijedi li uvijek?

U vrijeme kada je Euklid postavio ovu tvrdnju, razmatrali su se najéesée konacni skupovi, a pojam
beskonacnosti se izbjegavao. No, znamo da se skupovi dijele na konacéne i beskonaéne te se odnos beskonaénih
skupova razmatra na temelju njihove brojnosti. Ako uzmemo skup svih prirodnih brojeva i skup svih parnih
prirodnih brojeva, znamo da su oni beskonacni i da je skup parnih prirodnih brojeva pravi podskup skupa
prirodnih brojeva. Nadalje, medu tim skupovima moze se uspostaviti obostrano jednozna¢no pridruzivanje te su
oni ekvipotentni, odnosno jednakobrojni pa u kontekstu beskonaénih skupova ovaj aksiom ne vrijedi (vidjeti

[7D-

N

Slika 11. Ekvipotentni skupovi

Na temelju ovog primjera i danih slika mozZe se uociti da se zor i intuitivna predozba kod konaénih i
beskonacnih skupova podosta razlikuju.

3.2. Teoremi

| zvedene tvrdnje ili teoremi opisuju svojstva matematickih objekata, zakonitosti i veze medu njima te se
svaka izvedena tvrdnja treba dokazati. Pojam teorem uzet je od gréke rijeci theorein (vidjeti [8]), $to znadi
gledati jer su prvi postavljeni teoremi dobiveni temeljem uocavanja.

Ovisno o ulozi i vaznosti pojedine izvedene tvrdnje, koriste se i razli¢iti nazivi. Tako se teoremi smatraju
vaznim tvrdnjama, naziv propozcija se koristi za tvrdnje koje su manje vazne od teorema, naziv lema se koristi
za pomocéne tvrdnje koje se najceSce koriste u dokazima nekih teorema, a naziv korolar za tvrdnje koje slijede
neposredno iz teorema. U Skolskoj nastavi matematike ¢eS¢e se umjesto teorema koristi naziv poucak.
Opcenito, za sve iskaze koji se nazovu teoremom smatra se da su istiniti i da se njihova istinitost moze potvrditi
dokazom.

3.2.1. Formulacijateorema

Iskaz teorema se moze formulirati na razli¢ite nacine, ali se u formulaciji uvijek bitno razlikuju dva dijela:
pretpostavka ili hipoteza (P) i zakljucak ili teza (Q). Pretpostavkom iskazujemo uvjete koji vrijede za
promatrani objekt, na temelju kojih posljedi¢no slijedi zakljucak (izvedena tvrdnja) o tom objektu. Medutim,
nije uvijek jednostavno razlikovati pretpostavku od zakljucka teorema zbog razlicitih vrsta formulacija. U
takvim situacijama, teoremi se mogu formulirati tako da pretpostavku zapo¢nemo sa ,,ako je“, a tvrdnju sa
»ondaje“ (vidjeti [4]).
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Primjer 13. Uzmimo teorem: Racionalni broj se moZe zapisati u decimalnom obliku. Pretpostavka ovog
teorema odnosi se na racionalanost broja (P), tj. promatraju se brojevi koji se mogu zapisati u obliku

E, aeZ, beN. Zakljucak teorema je da se takav broj moze zapisati u decimalnom obliku, tj. u obliku

r =c.d,d,d,..., gdje je c cijeli dio broja, a d;, d,, d,...su decimalne znamenke ili decimale (kojih moze

biti konaéno ili beskonaéno mnogo). Kada preformuliramo, teorem glasi: Ako je broj racionalan, onda se on
moZe zapisati u decimalnom obliku.

Mnogi ucenici pa i studenti nisu u mogucnosti odvojiti pretpostavku od zakljucka (dalje u tekstu tvrdnja)
teorema, a neki od njih ocekuju da se pretpostavka uvijek nalazi u prvom dijelu, a tvrdnja u drugom dijelu
reenice. Takvo ocekivanje dodatno otezava njihovo razlikovanje, a nemoguénost odvajanja pretpostavke od
tvrdnje dovodi do ozbiljnih teskoca kako u razumijevanju, tako i u daljnjem radu sa tim teoremima.

Primjer 14. Promotrimo teorem: UmnoZak dvaju prirodnih brojeva a i bdjejiv je nekim prirodnim
brojem ¢ kada je barem jedan od faktora umnoska a-bdjeljiv brojem c. Sada pretpostavku imamo u drugom
dijelu recenice, a tvrdnju u prvom dijelu. Kada preformuliramo, teorem glasi: Ako je barem jedan od brojeva a
i bdjdjivbrojem c, a,b,ce N, onda je i umnoZak tih brojevaa-b djdjiv brojem c.

Zbog opisanih o¢ekivanja, u nastavnoj praksi se dogada da ucenici pa i studenti umjesto toga napisu: AKo je
umnoZak dvaju prirodnih brojeva a i b djeljiv nekim prirodnim brojem ¢, onda je barem jedan od faktora
umno3ka a-b djejiv brojem c, Sto je zapravo obrat polaznog teorema.

3.2.2. Obrat teorema

Kada u teoremu zamijenimo pretpostavku (P) tvrdnjom (Q), a tvrdnju (Q) pretpostavkom (P) dobivamo
iskaz koji se naziva obrat teorema. Obrat teorema je sasvim novi iskaz ¢ija se istinitost treba potvrditi ili
odbaciti. Ako pri ispitivanju istinitosti iskaza pronademo barem jedan primjer koji pokazuje da tvrdnja ne
vrijedi, moZemo zakljuditi da tvrdnja opcenito ne vrijedi te kaZemo da obrat teorema nije istinit. Medutim, ako
se na jednom ili viSe primjera ustanovi da tvrdnja vrijedi, na temelju toga se ne moze zakljuditi da tvrdnja vrijedi
opcenito. Da bi potvrdili istinitost obrata teorema, potrebno je provesti matematicki dokaz.

Primjer 15. Obrat teorema iz primjera 13 glasi: Svaki broj zapisan u decimalnom obliku je racionalan ili
Ako se broj moze zapisati u decimalnom obliku, onda je on racionalan. Ovaj obrat nije istinit jer znamo da se
iracionalan broj takoder moze zapisati u decimalnom obliku (beskonac¢an neperiodicki zapis), a iracionalni
brojevi nisu racionalni.

Obrat teorema iz primjera 14 glasi: Ako je umnoZak dvaju prirodnih brojeva a i b djeljiv nekim prirodnim
brojem C, onda je barem jedan od faktora umnoska a-b djeljiv brojem c. Ni ovaj obrat nije istinit Sto se moZe
vidjeti na primjeru broja 48 pri djeljenju sa 8. Naime, broj 48, koji je djeljiv sa 8, moze se dobiti mnozenjem
brojeva 1i148,2i24,3i16,4i12te6i 8. Ako za faktore uzmemo brojeve 4 i 12, onda vidimo da nijedan od
njih nije djeljiv sa 8. Na temelju tog primjera moZe se re¢i da obrat teorema opcenito ne vrijedi, tj. tako
postavljen iskaz nije istinit.

Primjer 16. Promotrimo teorem: Graf svake linearne funkcije je pravac. Da bi lakse uodili §to je
pretpostavka, a §to tvrdnja, teorem mozemo preformulirati na sljede¢i nacin: Ako je dana linearna funkcija
f(x)=ax+b,a,be R, ondajenjezingraf pravacy = ax+b (Slika 12).

filx)=2-x+3
glx)=-x+1
h(x)=-2

Slika 12. Graf linearne funkcije



Obrat teorema glasi: Svaki pravac je graf neke linearne funkcije. Sa slike 13. se moze uociti da obrat ne vrijedi
jer pravac x=2 nije graf niti jedne funkcije buduéi da se jednoj te istoj vrijednosti nezavisne varijable x
pridruzuje viSe vrijednosti zavisne varijable y (vidjeti [9]).

*

Slika 13. Pré{}ac koji nije graf funkcije

Primjer 17. Vec¢ina udenika i osnovne i srednje $kole usvoji i uspje$no primjenjuje teorem: Plo&tina
pravokutnog trokuta racuna se po formuli p = a_-b ,gdjesua i bduljinekateta tog trokuta. Medutim, vrlo mali
2
broj njih na pravilan nacin iskazuje obrat ovog teorema, a jo§ manje njih ga Koristi u zadacima, iako je istinit.
Obrat se moze zapisati na sljede¢i na¢in: Ako se plodtina trokuta moZe odrediti po formuli p = ab ,gdiesua i
2

b duljine stranica tog trokuta, onda je taj trokut pravokutan, pri cemu su a i b duljine katete tog trokuta.

Jako je vazno usmjeravati ucenike na pravilnu primjenu teorema i obrata teorema, posebno Sto za neke
teoreme obrat ne vrijedi. No, ako za neki teorem vrijedi i njegov obrat onda kazemo da teorem ,,vrijedi u oba
smijera” te ga izriCemo u obliku ekvivalencije, najée$¢e koristeci izraz ,,ako i samo ako” ili skra¢eno akko.

Primjer 18. Uzmimo teorem o djeljivosti brojem 15: Ako je prirodan broj djdjiv brojem 15, onda je djeljiv
sa 31 5. Njegov obrat je takoder istinit: Ako je prirodan broj djeljivsa 3i 5, onda je djdjivi sa 15. Stoga se ova
dva teorema mogu zapisati koristeci relaciju ekvivalencije: Prirodan broj je djeljiv s 15 ako i samo ako je djeljiv
s3i5.

Mnogi ucenici imaju teSkocu prepoznati teorem i njegov obrat kada je iskaz dan sa relacijom ekvivalencije,
Sto dodatno moZe otezati razumijevanje napisanog, a onda i primjenu tog teorema, bilo u dokazivanju ili
rjesavanju odgovarajucih zadataka.

Ako bi se ovo pravilo djeljivosti nekog sloZzenog broja htjelo primjeniti na ostale sloZzene brojeve, mogu
takoder nastupiti teskoce. Naime, ako uzmemo broj 24, znamo da se on moze rastaviti na razli¢ite nacine kao
umnoZak dvaju brojeva (24 = 2-12 = 3-8 = 4-6), medutim samo za par relativno prostih brojeva (3 i 8) moze se
formulirati sli¢an teorem.

3.2.3. Negacija

S obzirom da formulacija svakog teorema ima dva dijela, pri postavljanju negacije, moze se razmatrati
negacija pretpostavke, negacija tvrdnje (zakljucka), ali i negacija cijelog teorema. Ukoliko je tvrdnja teorema
istinita, tada negacija te tvrdnje nije istinita. Vrijedi i obratno.

Primjer 19. Uzmimo sljede¢i teorem: U pravokutniku su dijagonale jednakih duljina. Kako bi
istaknuli $to je pretpostavka, a Sto tvrdnja, zapiSimo recenicu u drugom obliku: Ako je cetverokut pravokutnik,
onda su njegove dijagonale jednakih duljina.

Negacija pretpostavke: Ako cetverokut nije pravokutnik, onda su njegove dijagonal e jednakih duljina.
Iskaz koji smo dobili negacijom samo pretpostavke usmjerava nas da ispitamo postoji li jo§ koja vrsta
Cetverokuta koja ima dijagonale jednakih duljina. Takvih Cetverokuta ima beskonaéno mnogo, npr. svi
jednakokracni trapezi imaju dijagonale jednakih duljina. Ipak, ima i onih ¢etverokuta koji nemaju dijagonale
jednakih duljina (npr. svi rombovi koji nisu kvadrati) pa ovako postavljen iskaz opéenito ne vrijedi.

Negacija tvrdnje: Ako je cetverokut pravokutnik, onda njegove dijagonale nisu jednakih duljina. 1skaz
koji smo dobili negacijom samo tvrdnje ne vrijedi jer ako nesto pod odredenim uvjetima vrijedi, ne moze pod
tim istim uvjetima istodobno i ne vrijediti. Svi pravokutnici imaju dijagonale jednakih duljina.
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Negacija cijelog teorema: Ako cetverokut nije pravokutnik, onda njegove dijagonale nisu jednakih
duljina.

N

Slika 14. Trapezoid, jednakokracni trapez, deltoid

Sa slike 14 vidimo da postoje &etverokuti koji nisu pravokutnici, a ipak imaju dijagonale jednakih duljina
pa iskaz koji smo dobili negacijom teorema ne vrijedi.

Negacija se ne mora nuzno ostvariti dodavanjem rije¢i ne ili neke njezine inadice, ve¢ se moze postic¢i
uporabom komplementarnog pojma. Za izraz biti negativan, komplementaran pojam je nenegativan, ali i
poztivan ili jednak nuli. Za izraz biti paran komplementaran pojam u skupu prirodnih brojeva je biti neparan
(ali ne i za funkcije). Za izraz hiti racionalan komplementaran pojam u skupu realnih brojeva je biti iracionalan.

Primjer 20. Negirajmo iskaz zapisan simbolicki: (VxeZ)(IyeZ)(y<x). Znamo da pri negiranju
univerzalni kvantifikator prelazi u egzistencijalni i obrnuto, pa je negacija iskaza: (3xe Z)(Vye Z)(y=X).

Medutim, interpretacija tih tvrdnji ucenicima zna predstavljati silnu teSkocu, posebno kada se moze Citati na
viSe razli¢itih nadina i iskazivati reenicama koje su stilski oblikovane. Ako bi ovaj iskaz &itali doslovno, onda
mozemo re¢i da Za svaki cijeli broj x postoji cijeli broj y koji je od njega manji, ali ako to ho¢emo malo
stilski oblikovati onda iskaz moZe glasiti: Od svakog cijelog broja postoji manji cijei broj, ali i Ne postoji
najmanji cijeli broj. Vidimo da se u posljednjem iskazu na odredeni nacin koristi i negacija, ali to nije negacija
polaznog iskaza ve¢ njemu ekvivalentan iskaz. Negacija polaznog iskaza u ovom sluc¢aju uopée ne mora
sadrzavati rije¢ ne jer moZze glasiti: Postoji najmanji cijeli broj.

Korisno je s uéenicima uvjezbavati postavljanje obrata ili negacije teorema koriste¢i raznovrsne primjere
kako bi u tome postigli potrebnu vjestinu i brzinu, ali i odredenu razinu razumijevanja.

3.2.4. Kontrapozicija

Kada iskaz teorema preoblikujemo tako da negiramo i pretpostavku i tvrdnju, a zatim postavimo obrat tih
negacija, tj. da iz negacije tvrdnje teorema slijedi negacija pretpostavke, dobivamo kontrapoziciju polazne
ekvivalentne tvrdnje. Ako bi postavili obrat kontrapozicije dobili bi iskaz ekvivalentan obratu teorema. Sve to
pregledno se moze vidjeti u sljedecoj tablici (vidjeti [9]):

Teorem Kontrapozicija
P- pretpostavka Obrat teorema —P negacija prepostavke | Obrat kontrapozicije
Q —tvrdnja —Q negacija tvrdnje
P=aQ Q=P°P -Q=—P —-P=-Q
Ako su kutovi Ako su kutovi Ako kutovi nisu Ako kutovi nisu
1. | susedni ondasui suplementarni onda su i suplementarni onda nisu ni | sugedni onda nisu ni
suplementarni. sugjedni. susjedni. suplementarni.

Ako je n prirodan
2. | brojondajeoni
cijeli broj.

Ako n nije prirodan
broj onda nije ni cijeli
broj.

Ako jencijeli broj ondaje | Akonnijecijeli broj onda
oni prirodan broj. on nije ni prirodan.

Istinita tvrdnja Tvrdnja nije istitnita Istinita tvrdnja Tvrdnja nije istitnita

Tablica 3. Teorem, kontrapozicija i obrati

Poznavanje kontrapozicije je vazno i korisno jer se pomocu nje neki teoremi mogu vrlo jednostavno dokazati.
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Primjer 21. Dokazimo teorem: Ako je kvadrat nekog prirodnog broja neparan, onda je i on sam neparan.
Ekvivalentna tvrdnja iskazana po kontrapoziciji glasi: Kvadrat svakog parnog broja je paran. Kako se
svaki paran broj a moZe zapisati u obliku a=2n,ne N, njegovim kvadriranjem se lako uo¢ava da je i kvadrat

paran broj: a? =4n? =2(2n%) =2m, me N .

4. Zakljucak

Umjesto zakljucka citirala bih matemati¢ara Devidéa: Osobno sam duboko uvjeren da je joS uvijek
postojeca i raSirena averzija prema matematici u velikom broju mladih ljudi uzrokovana ne njihovom
nesposobno$éu da je razumiju, niti suhoéom matematike kao takve, veé prvenstveno promasajima u nastavi
— u udzZbenicima, metodici i materijalu koji im se kao takav prezentira (vidjeti [2]).

Kada bi svaki nastavnik radio tako da njegovi ucenici mogu izgradivati cvrste koncepte matematickih
pojmova i njihovih svojstava, tada bi svaka sljede¢a nadogradnja bila stabilna, a konstrukcija izgradena na
¢vrstim temeljima ne bi se lako rusila.
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lzvod funkcijei njegove primene — zadatak u dlici
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Apstrakt. U radu je prikazan metodski pristup sistematizacije gradiva primene izvoda funkcije, u ¢ijoj se
realizaciji primenjuju graficki postavljeni problemi. Ucenici na osnovu prikazanih grafika funkcija i osobina
funkcija diskutuju o osobinama izvodnih funkcija i obrnuto — na osnovu grafika izvodnih funkcija odreduju
osobine funkcije. Ovako postavljeni zadaci razvijaju geometrijsku intuiciju i graficku pismenost ucenika. Isto
tako pomazu dubljem razumevanju kljuénih pojmova i stavova matemati¢ke analize i primeni tih znanja.
Predavanje je pripremljeno po uzoru na ruske udZbenike: MopakoBua A.I'. Anrebpa u Havana
MareMaTudeckoro anamusa, 10-11 xmace, 3amaunuk, MockBa 2009. i Kommoropos A.H., Abpamor A.M.,
Hynamiea YOI u gp. Anrebpa w Havana maremarmdeckoro anammsa, 10-11 wmacc, Mocksa 2008, koji se
koriste u Srednjoj Skoli 644 Primorskog okruga Sankt Peterburga u Rusiji.

Kljuéne redi: grafik funkcije, izvod funkcije, geometrijska interpretacija, monotonost, ekstremne
vrednosti.

1. Uvod

Pojam izvoda funkcije i njegova primena u ispitivanju osobina funkcija obraduju se u Cetvrtom
razredu gimnazije. 1zvod funkcije je jedan od osnovnih pojmova, pa je zato bitno da se on pravilno
usvoji 1 primenjuje u ispitivanju osobina funkcija. Ucenici imaju poteSkoce u prihvatanju samog
geometrijskog tumacenja prvog izvoda. Jo§ veci problemi nastaju kada treba primeniti osnovne
teoreme matematicke analize koje povezuju prvi izvod funkcije sa monotono$¢u i ekstremnim
vrednostima funkcije. Najkompleksniji zadaci koji podrazumevaju primenu znanja o osobinama
funkcija i izvodnih funkcija su oni u kojima treba ispitati tok i nacrtati grafik funkcije. Nastavnici se
Cesto Zale da, iako su sa u¢enicima uradili veliki broj zadataka, oni i dalje ,,ne vide” kako da svojstva
funkcija ispitana analitickim putem prenesu na grafik. Jo$ jedna poteSkoca sa kojom se susre¢emo u
ovakvim zadacima jeste nizak nivo graficke pismenosti ucenika.

Pregled sadrzaja udzbenika i priru¢nika, koji se koriste u nasim srednjim skolama, pokazuje da su
zadaci koji se odnose na izvod funkcije uglavnom usmereni ka tehnici diferenciranja i ispitivanju
osobina funkcija analitickim putem.

Ruski udzbenici [1], [2] i [3], po kojima se radi u Srednjoj Skoli 644 Primorskog okruga Sankt -
Peterburga, osim analiticki postavljenih zadataka koji se odnose na izvod funkcije, sadrze i zadatke u
kojima su neki od uslova prikazani graficki. Funkcija, odnosno izvodna funkcija, ne zadaje se
analiticki ve¢ graficki. Grafici su dati u koordinatnoj mrezi i pri tom je, na osnovu slike, moguce
oCitavanje podataka koji su potrebni za reSavanje postavljenog zadatka. Ako je prikazan grafik
funkcije, onda se pitanje koje je postavljeno u zadatku odnosi na izvodnu funkciju. Kada je u zadatku
graficki prikazana izvodna funkcija, postavljeno pitanje odnosi se na funkciju. Ovakva vrsta zadataka

je, na jedinstvenom drzavnom testiranju u Rusiji, oznacena kao zadaci B8. Na kraju 11. razreda
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ucenici polazu ispit iz matematike koji sadrzi dve grupe zadataka (B i C). Zadaci B1 — B14 su laksi u
odnosu na zadatke C1 — C6. Zadaci tipa B8 pripadaju srednjem nivou sloZenosti [4].

U ovom radu su prikazani zadaci tipa B8 i moguénost njihove primene u sistematizaciji gradiva o
izvodu funkcije. Metodski pristup Cije je teziSte na graficki postavljenim zadacima omogucéava
sistematizaciju i proveru funkcionalnosti znanja ucenika u ovoj oblasti, povezivanje gradiva razlicitih

matematickih oblasti kao i podizanje nivoa graficke pismenosti ucenika.

2. Geometrijska interpretacija prvog izvoda

Najpre treba obnoviti sa uéenicima geometrijsko tumacenje prvog izvoda funkcije. Najcescée je
znanje o geometrijskom znacenju prvog izvoda samo na formalnom nivou poznavanja Cinjenica.
Jedan od razloga je i to $to je veéina zadataka u srednjoskolskim udzbenicima formulisana tako da je
funkcija zadata analiticki 1 da se trazi jednacina tangente u tacki koja pripada grafiku ili koja je
paralelna (normalna) sa datom pravom. UveZzbavanjem takvih zadataka ucenici nauce da koriste dve
formule k= f (x0) iy—yo=f (xo) (x —x,) iodredenu standardnu ,,8emu” re§avanja. Veéina
njih bi resila slede¢i zadatak :

Zadatak 1. Odredi koeficijent pravca tangente grafika funkcije y = "4—2 utacki M2, 1) .
Re3enje. Odredivanjem prvog izvoda f (x) :g i primenom stava da f (x,) predstavlja koeficijent

pravca tangente grafika funkcije y = f(x) u tacki (xg, f(xo)), dobija se da je k=f (2) = 1.
A

Isti zadatak moZemo da postavimo tako da je funkcija zadata svojim grafikom, odnosno kao
graficki problem. Ovako postavljen problem je tezi ucenicima jer je potrebno da na osnovu grafickog
prikaza ocitaju potrebne podatke.

Zadatak 2. Na dici 1. je prikazan grafik funkcije 7
y = f(x) itangenta grafika u tacki M(2, 1) . y=f(x)
Odredi f'(2).
1 M
0 2 x
Sika 1.

Re3enje. Kako je f (2) koeficijent pravca tangente grafika funkcije y = f(x) u tacki xq = 2,
problem se svodi na odredivanje koeficijenta pravca prikazane tangente.

b

> Koeficijent pravca prave je tangens ugla a koji
prava gradi sa pozitivnim delom x — ose, tj.
k=tga.

— > Na osnovu grafickog prikaza u koordinatnoj mrezi

ucenici lako mogu da uoce da je ¢ = 45° .
> Dakle: f'(2) =k =tg 45° = 1. A
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Zadatak 3. Na dlici 3. je prikazan grafik funkcije ' [y
y = f(x) i tangenta grafika u tacki M(1, 1). YTf(x)
Odredi f'(1).

ReSenje. U reSavanju zadatka ucenik, na osnovu analize vizuelnih informacija, treba da primeni

znanja razli¢itih matematickih oblasti.

> f (1) je koeficijent pravca tangente grafika funkcije y = f(x) u tagki xo =1, tj. f (1) =k
(matematicka analiza).

> Odredivanje koeficijenta pravca tangente je cest problem koji imaju ucenici. Kako nisu reSavali
ovako graficki postavljene zadatke, treba ih uputiti da se odredeni podaci dobijaju oc¢itavanjem sa
koordinatne mreZe i da koriste znanja iz drugih matematickih oblasti: geometrije, trigonometrije i

analiticke geometrije.

~

y Prvi nadin:
y=f(x) > Koeficijent pravca prave je tangens ugla a koji prava
gradi sa pozitivnim delom x—ose, tj. k=tga
(analiticka geometrija).

M o > Uociti ugao a koji tangenta gradi sa pozitivnim delom
o)/ (1 x x — ose (graficki).

N//Jh > Uociti pogodan pravougli trougao (MNP) ¢iji je jedan

ugao jednak uglu a (graficki).

> 4N = a uglovi sa paralelnim kracima (geometrija).

U pravouglom trouglu MNP, je

o _MP_4_
IE=NPT27

Dakle: f(1) =k=tga=2. A

2 (trigonometrija).

Drugi nacin:
» Uocimo dve pogodne tacke (sa celobrojnim koordinatama) koje pripadaju tangenti. To su
M(1, 1) i N(—1,—-3) (graficki).
> Koeficijent pravca prave kroz dve tacke M (xy, yu) i N(xy, yn) je
_Ym—yy_1+3
xy—xy 1+1
Dakle: f'(1) =k = 2. A

k

(analiticka geometrija).

Nakon ovakve kratke obuke, mozemo da zadamo sli¢an zadatak za samostalno reSavanje, ali da
tangenta gradi tup ugao sa pozitivnim delom x — ose.
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Zadatak 4. Na dlici 5. je prikazan grafik funkcije y = f(x) i tangenta u tacki s apscisom x, . Odredi

vrednost izvoda funkcije u tacki x .

y=f(x)

v

1 0 ’l’/ X
Slika 5.

ReSenje. Odredivanje koeficijenta pravca tangente u ovom zadatku sloZenije je u odnosu na prethodni

zadatak, ako primenjujemo prvi naCin. Svakako treba sa ucenicima reSiti i na ovaj nacin, jer je to

prilika da se obnove jo$ neke Cinjenice iz trigonometrije.
A
y
y=f(x)

9

P
=
v
v

Sika 6.
> Tangenta gradi tup ugao « sa pozitivnim delom x — o0se, pa posmatramo njegov uporedni ugao 3,
koji je otar.
> Da biodredili tg B treba uoéiti pogodan pravougli trougao ¢iji je jedan ugao jednak uglu S .
NP 2
Uoc¢imo trougao MNP u kome vazidaje ¢ = =_,
g 8 tgf=95=35
> Posto je a = 180° — B, svodenjem na prvi kvadrant, dobijamo
2
tga =tg (180°—pB) = —tg B = ~5
2

> Dakle: f’(xo)zkztgaz—g_

Ako se zadatak reSava na drugi nadin, treba uociti tatke M(—7, 0) i N(2,—2) koje pripadaju
tangenti.
Koeficijent pravca tangente je k = IMZIN _ —E, paje f (xo) =k = —E. A
Xy — Xy 9 9
Naredni zadatak je sloZeniji od prethodnih. U istom koordinatnom sistemu prikazani su
tangenta grafika funkcije y = f(x) u tacki &ija je apscisa x, i grafik izvodne funkcije y = f (x).
Osim odredivanja koeficijenta pravca tangente f (x,) na osnovu njenog grafika (postupak koji je
sproveden i u prethodnim zadacima), potrebno je i ocitavanje podataka sa grafika izvodne funkcije.

Zadatak 5. Funkcija y = f(x) je definisana na intervalu (=7, 6). U tacki s apscisom x, je

konstruisana tangenta. Na slici 7. je prikazana tangenta i grafik izvodne funkcije y = f (x).

Izracunaj vrednost izraza xy + f (xg).
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(x)

Slika 7.

Re3enje. Najpre se posmatra tangenta i odreduje se njen koeficijent pravca, tj. f (x,). Nakon toga,

posmatranjem grafika izvodne funkcije treba odrediti x.

> Ucenici mogu samostalno da
odrede da je
fx))=k=tga=-1.

Napomenimo im da, na oshovu

grafickog prikaza, vidimo da je
tangenta simetrala Il i 1V kvadranta

i da je njena jednacina y = —x, pa
je njen koeficijent pravca jednak
-1.

> Da Dbi odredili onu vrednost
argumenta, za koju je vrednost

prvog izvoda jednaka -1,

ucenici  posmatraju  grafik
izvodne funkcije.

X Sa grafika ocitavaju da je
f'(x9) = —1 akoje xy = 4.
Vrednost traZzenog izraza je
xo+f (x)=4—-1=3 A

v

Slika 9.

3. Monotonost funkcije
Pre nego Sto se pristupi reSavanju zadataka, sa u¢enicima treba ponoviti teoreme koje povezuju

monotonost funkcije 1 prvi izvod. Posebno treba naglasiti da ako je funkcija monotono rastuca
(opadajuca) na intervalu (a, b), onda prvi izvod ne mora da bude pozitivan (negativan) za sve
vrednosti koje pripadaju intervalu (a, b). Kao primere mozemo da navedemo funkcije koje su
monotono rastuée na skupu realnih brojeva, ali prvi izvod nije pozitivan za sve realne brojeve: y = x3
(ako je x = 0, onda je prvi izvod jednak nuli) i y = ¥/x (funkcija nije diferencijabilna u nuli).

Zadatak 6. Funkcija y = f(x) je definisana i diferencijabilna za x € (=7, 3). Na dlici 10. je
prikazan njen grafik. Za koliko celobrojnih vrednosti je prvi izvod funkcije negativan?
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T | . 13 x

Slika 10.

Slikall.
> Posto je funkcija diferencijabilna, iz ovih intervala treba iskljuciti celobrojne vrednosti u kojima

—4, —1, 01 2 jer su

je prvi izvod jednak nuli. Prvi izvod je jednak nuli ako je x jednako

1) jedna
2) dve
3) tri
4) Cetiri

5) viSe od Cetiri

ReSenje.

opadajuca.

> Potreban uslov da je prvi izvod na nekom
intervalu negativan, jeste da je funkcija

> UCcenici treba da uoce delove grafika gde je
funkcija opadajuca i odrede da su intervali na
kojima funkcija opada [—4, —1] i [0, 2].

tangente paralelne sa x — osom. Za celobrojne vrednosti —3,—2 i 1 prvi izvod je negativan jer

tangente grade tup ugao sa pozitivnim delom x — ose, pa je tacan odgovor pod 3.

Zadatak 7. Nadlici 12. je prikazan grafik funkcije

y = f(x), definisane naintervalu (=5, 5). Odredi
duzinu najduzeg intervala na kome je izvodna
funkcijay = f (x) poztivna.

ReSenje.

> Ucenici najpre treba da uoCe deo grafika
funkcije gde je ona rastuca. Interval na kome
funkcija raste je (—5, 0].

Cesta greska ulenika je da interval na kome

funkcija raste poistovecuju sa intervalom gde je

prvi izvod pozitivan. Zato je veoma Cest netatan

odgovor da je prvi izvod pozitivan na intervalu

duZine 5.

> Iz intervala gde je funkcija rastuca treba
iskljuciti tacke gde je prvi izvod jednak nuli ili
nije definisan.

N

y=f(x)

/

—0 o—)=/f(x)
-5 0

Slika 13.
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> Zax = 0 vrednost prvog izvoda je jednaka 0,
jer je tangenta grafika u toj tacki paralelna sa
X — osom.

> Ako uocimo tacku M koja pripada grafiku
funkcije, vidimo da su leva i desna tangenta
dve razli¢ite prave. One imaju razlicite
koeficijente pravaca, pa su razliciti levi i desni
izvod funkcije u tacki x = —3. Dakle, za
x = —3 prvi izvod nije definisan.

> Intervali na kojima je f (x) pozitivan su
(=5,—-3) i (=3, 0), pa je duzina najduzeg
intervala gde je izvodna funkcija pozitivna
jednaka 3. A

Zadatak 8. Funkcija y = f(x) je definisana i
neprekidna na intervalu (=5, 5). Na dlici 16. je
prikazan grafik njene izvodne funkcije y = f (x).
Koji od ponudenih intervala je najduzi interval na
kome funkcija opada ?

1) (-3, 0)

2) (-3, 1)

3) (-5, 0)

4) (-5, 1)

ReSenje.

> Intervali gde je izvodna funkcija negativna su
(=5,-3), (=3, 0)i(0, 1).

Najceséa greska ucéenika je da interval (-3, 0)

odrede kao najduzi interval gde je funkcija

opadajuca.

> Na osnovu grafika izvodne funkcije vidimo da
je f (=3) =0, a da prvi izvod za x = 0 nije
definisan.

> Na intervalu (-5, 1) izvodna funkcija je
negativna u svim tackama, osim za x = —3,
(jednaka je nuli) i za x = 0 (nije definisana).

> Kako je funkcija y = f(x) definisana i
neprekidna za x = =3 i x =0 to je funkcija
opadajuc¢a na celom intervalu (-5, 1), pa je

tacan odgovor pod 4. A

- 3
*
I\ |

‘ [ " ne postoji |

Slika 14.

‘f’ne postaji

reo]

+]1 +

y=f£(x)

yEf(x)

[l T
Slika 16
F r
y y=f(x)
I[f'=l], ‘f’nepasraji ‘
Y/ 5 x
Slika 17.
—O0 o y=f(x)
-5 1
Slika 18
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4. Ekstremne vrednosti funkcije

Ucenici najpre ponavljaju teoreme koje daju potreban i dovoljan uslov za postojanje lokalnog

ekstrema funkcije, kao i postupak odredivanja najmanje i najveCe vrednosti funkcije (globalni
ekstremi). Funkcionalnost njihovog znanja o ekstremima moZemo da proverimo u zadacima kada je

dat grafik funkcije ili grafik izvodne funkcije.

Zadatak 9. Na dlici 19. je prikazan grafik funkcijey = f(x), definisane na intervalu (=5, 7). Zbir
svih vrednosti argumenta x za koje je funkcija diferencijabilnai ima lokalnu ekstremnu vrednost je:

4

Y
y=f(x) ...
N\ |/ .
Slika 19.
ReSenje.
L ylme| | | 11>
N s
max I \
i \\ I A Y
___________________________________________________________ / N OEmY,
-5 // ) ({T ) (1 nfa.\'é 7 x 7

Slika 20.

1) 11
2) 8
3) 6
4 3

Na osnovu prikazanog grafika
ucenici odreduju da funkcija ima
lokalni maksimum ako je:
x=-2, x=1 x=4

i lokalni minimum ako je

x=0, x=3, x=05.

Kako je funkcija zadata grafikom,
ucenici ispitaju diferencijabilnost
tako Sto u tackama lokalnih
ekstrema crtaju tangente, a zatim
razmatraju njihove koeficijente
pravaca.

> U tacki grafika, Cija je apscisa x = 5, tangenta je paralelna sa y —osom pa prvi izvod nije
definisan, tj. funkcija nije diferencijabilna. U tackama gde su tangente paralelne sa x — osom,

vrednost prvog izvoda je 0 i zbog toga je funkcija u tim tackama diferencijabilna.
> Uslovi zadatka su ispunjeniako je x = =2, x =0, x =1, x =3, x =4 injihov zbir je 6, pa

je tacan odgovor pod 3.

A

Napomena 1. ,,Citanje diferencijabilnosti’” sa grafika nije formalan dokaz, ali je i te kako vazno za

razumevanje ovog pojma.

U narednom zadatku izvodna funkcija je zadata graficki, a postavljeno pitanje se odnosi na
funkciju. Prilikom reSavanja je potrebno izvrSiti translaciju grafika funkcije ili koordinatnog sistema,

Sto ucenicima moZe da oteZa reSavanje zadatka.
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Zadatak 10. Funkcija y=f(kx) je
definisana na intenvalu (=5, 6). Nasid 2.

je prikazan grafik njene izvodne funkcije

Y

y = f (x). Odredi u koliko tacaka funkcija

y = f(x) + 2x imalokalni maksimum.

\
\
N

ReSenje. Da bismo odredili lokalne maksimume funkcije,

Slika 21.
najpre treba ispitati znak njene izvodne

funkcije, y' = f (x) + 2. U zadatku je dat grafik funkcije f (x). Da bismo dobili grafik f (x) + 2,

treba da izvrSimo translaciju grafika izvodne funkcije za dve jedinicne duzi naviSe. Nakon toga

y=f(x)

I\
[
/
5
-/ +
J

Slika 22.
-5

y=

Slika 23.

Zadatak 11. Funkcija y = f(x) je definisana na
intervalu [—5, 5] . Nadlici 24. je prikazan grafik njene
izvodne funkcije vy = f (x). U kojoj tacki domena
funkcija y = f(x) dostiZe najveéu vrednost, ako je
poznato daje f(—5) < f(5) ?
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o¢itavamo znak na osnovu poloZaja grafika f (x) 4+ 2 u odnosu na x — osu.

> U ovom slucaju je, translacija
grafika izvodne funkcije za dve
jedini¢ne duzi naviSe, ekvivalentna
translaciji x —ose za dve duZi
nanize.

> Ocitavamo na kojim intervalima je
grafik izvodne funkcije iznad
(ispod) prave y =-—2. Na tim
intervalima je funkcija f (x) + 2
pozitivna (negativna).

> Dakle, funkcija ima
lokalni
akojex=0,x=3
i x =5, odnosno u
tri tacke. A

maksimum

f(x)+2x

Slika 24.



ReSenje.

> Ispitivanjem  znaka izvodne funkcije ucenici —¢ - h *—o—J =f7(x)
odreduju da funkcija ima lokalni minimum za N Vs N y=f(x)
x = —1 i lokalni maksimim za x = 4. Slika 25.
> Da bi odredili najve¢u vrednost funkcije treba da max
nacrtaju grafik funkcije koja ispunjava uslove N\
zadatka. Prvo crtaju krajnje tacke grafika, tako da ~ 7
je f(=5) < f(5). Na osnovu intervala monotnosti
i tacaka lokalnih ekstrema koje su odredili, crtaju "
Slika 26.

deo grafika izmedu krajnjih tacaka.
» Sanacrtanog grafika o€itavaju da funkcija ima najvecu vrednost na segmentu ako jex = 4. A
Napomena 2. Uslov f(—5) < f(5) je bitan u postavci zadatka, zato $to obezbeduje jedinstveno
reSenje zadatka. U€enicima moZzemo postaviti zadatak u kome je uslov f(—5) < f(5) izostavljen ili
zamenjen uslovom f(—=5) > f(5). U tom slu¢aju zadatak nema jedinstveno resenje (funkcija moze da
ima najvecéu vrednost za x = =5 iliza x = 4).
5. Jedna dlika, vise pitanja

Jednom slikom mozemo da izvrSimo sistematizaciju viSe pojmova i stavova koji se odnose na
izvod funkcije, zadaju¢i pitanja o geometrijskom tumacenju izvoda, monotonosti i ekstremima.

Zadatak 12. Funkcija y = f(x) je definisana i neprekidna na skupu realnih brojeva. Na dlici 27. je
prikazan grafik njene izvodne funkcije.
1) U koliko tacaka je tangenta grafika funkcije

paralelnasapravomy = x —3 ?
2) Funkcijay = f(x) je monotono opadajuca
akkoje x €
3) Funkcijay = f(x) je monotono rastuca
akko jex €
. 4) Funkcijay = f(x) imalokalni maksimum
X akojex =
5) Funkcijay = f(x) imalokalni minum
akojex =
6) Funkcija y = f(x) ima najveéu vrednost na
intervalu [1, 3] akojex =

Slika 27.
7) Pored svake slike upi§ koordinatu one tacke u cijoj je okolini prikazan grafik funkcijey = f(x).

v

v
v
v

Slika 28.
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6. Zakljucak

Prikazani zadaci mogu da se koriste prilikom sistematizacije, ali i tokom obrade gradiva o izvodu
funkcije i njegovoj primeni. Pogodni su da se proveri koliko ucenici sustinski shvataju pojmove i
stavove u ovoj oblasti i koliki je nivo funkcionalnosti njihovog znanja. Osim primene znanja iz
razli¢itih matematiCkih oblasti podrazumevaju i odreden nivo graficke pismenosti.

Prednost ovakvih zadataka je i u tome $to, nakon krace obuke, u¢enici prilikom reSavanja ukratko
zapisuju postupak ili odgovaraju na postavljeno pitanje i bez pisanja postupka. Za kratko vreme mogu
da reSe veci broj zadataka. Kako su zadaci sasvim drugaciji u odnosu na standardne zadatke koji se
rade u ovoj oblasti, predstavljaju promenu i ,,0sveZenje” za uéenike. Izradu zadataka dozivljavaju kao
neku vrstu igre sa slikama, $to moZe povecati njihovu motivisanost.
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Ancrpakr. 3a pasnuKy OJ NpBa ABa pa3pela FMMHA3Uje, MUJbEBU, 3aJalld U CAAP:KAjU IPEIMETa MATEMATUKA U
padyyHapcTBO 1M mHPOpMATUKa y TpeheM paspeny rumMHasuje IPUPOAHO-MATEMATHYKOI CMepa Cy BeoMa IoBe3aHu. 1o
Iaje IpoCTOpa HACTABHULIMMA & OPTaHM3y]y YacOoBe MHTEDIMCHUIIMHADHE HAcTaBe M OMoryhaBa KopeJalnujy y HacTaBU
OBUX IpenMeTa. VIHTepAUCUUIIMHAPDHY HPUCTYII HACTABU IIOApPa3yMeBa IIOBE3UBAaME CAAPKAja PA3IUUNTUX AUCIUIIIIHA
(mpeameTa) y JIOTMYKE [EJIMHE OPTaHU30BaHE OKO jeAHOr mpobieMa wiau teme. Moske ce meUHMCATH M KAO jeAUHCTBEH
morJen Ha 3ajeTHUYKO Yy 3HaBby, KOje je OCHOBa 3a M3HAJa)Kelme HOBUX OJHOCA, CTBAapame HOBUX MOJeja, CUCTEMa U
CTPYKTYpa WJIM Kao IpUMeHeHAa MEeTONOJIOTMja U je3MK BUIle IUCHUINIMHA C IUJ/beM NPEUCINTUBAKa LEeHTPAJIHE TeMe,
npobiema miu uCKycTBa. lleHTpaJsiHa TeMa OAp/KAHOI 4Yaca je Ouiaa apUTMETWUYKM U I'€OMETPHUjCKM HU3. Y YeHUDU CY
UCTe 3aJaTKe DEemIaBaJi Ha ABA DA3IMUNTa HaYMHA, MATEMATHUK/A M IOUcameM ajropurMa (u mporpama y Ilackamy),
rae cy u npumemuBaiau Beh creuena 3mama o HapenbaMa IUKIyCa. 3a IOYETAK Cy M3a0paHU jeAHOCTABHU NIPUMEPU
apUTMETUYKOI HU3a M I'e€OMETPUjCKOI HU3a, & 3a Kpaj Jaca NpUMep KOJjU je Pa3IuduTe TeXUHE Y 3aBUCHOCTU Ja JIA Ce
pemaBa MaTeMAaTAYKU WJIM IPOrPDAMEPCKU. Y YeHWIOU Cy UCTY TeMY CaryeJad U3 Pa3INYATUX yIJIOBA, YOUUIU Pa3JIUKY
y OPUCTYIHMa, Ka0 U HUX0BA OrPDAHNYECHA.

KJ]:y‘IHe peun: HTEePp IUCHUIINHAPDHA HACTaBa; apPUTMETUYKA 1 Feol\leTpI/IjCKI/I HU3; Hape,aﬁe OqURJIyCa.

1. ¥YBon

HumeBn m 3amanu padyHapCcTBa M MHPOPMATHKEe Kao IpeaMeTa Cy, 0 Baxehem mirany m
nmporpaMy 3a TUMHa3Hje, Yy 3Ha4ajHO] KOpeJaluju ca IUbeBUMa U 3alalMa MaTeMaTHKe U TO
HajBume y TpeheM pa3peny a moceOHO y IPUPOIHO-MATEMATUYKOM, ONIITEM U MHPOPMATUUYKOM
cMmepy. Hexu on 3amaraka HacTaBe MaTeMaTUKE KOjU Ha TO yKa3yjy Cy Ia YUYEHUIN:

e CTUUy 3HaWa U BEIITWHE KOPUCHE 3a TpaHchep y Apyre mpeaMere U pasBuUjajy
CIIOCOOHOCTH 32 MPABUJIHO KOPUIINEHme CTPYYHE JIMTEPATYPE;

e (hopMUpajy CBECT O YHUBEP3AJHOCTUA U IPUMEHU MATEMATUUYKOI HAUMHA MUILHEHA;

e pa3Bujajy CIHOCODHOCTH MOTpPeOHE 3a pelnaBame IpobiIeMa U HOBUX CUTyalWja Yy MPOLECy
pala U CBAKOAHEBHOM JKUBOTY, UT.

C mpyre crpane, 3alany HACTABE PAYyHAPCTBA U MHOOPMATUKE CY Oa KOI YUEHUKA:

e jauyajy CIHOCOOHOCT 3a IPENU3HO U KOHUW3HO Ne(uHUCAme NpobieMa;
e YIO3HAjy Ce Ca aJrOPUTAMCKMM HAUYMHOM pemlaBama Ipo0JieMa M OCHOBHUM aJCOPUTMUMA;
e jauajy CIOCOOHOCT pemaBama IpobieMa pa3BojeM JOTMYKOr U KPUTUYKOT MUILJBEHA; UTH.

[Mopen canuynMx 3amaTaka U MPONKCAHU CAAPKAjU Mporpama cy y kopenanuju. [locroju Bume
TeMa Koje ce IpoyuaBajy u3 oba mpenmera. IIporpam padyHapcTBa U MHPOPMATHUKE je yBOL Y
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IporpaMuparme, OQHOCHO CAIPKU OCHOBE ajilOpUTMU3alnuje, nporpame pyroBobene morabajuma,
TUIOBE MOIAaTaKa, Hapenbe rpaHama, HApemnde IUKIYCa, HU30BHU TUI, UTH. Y CBAKOj OI OBUX
00JacT €BUAEHTHO je na YYEHWUIM MOpPAajy MMaTh OCHOBHA MaTE€MATUYKA 3HAWHA. Y HAYMHNMA
ocTBapUBama IporpaMa ce U ucrtude norpeba na rpeba mohim ox MaTeMaTUYKUX IOjMOBa (HID.
6pojeBu, MHTEPBAJIM, Olepanuje, IPOMEHJbUBE), Na ODJjACHUTU U yKa3aTW Ha pPa3jUKe y MaTe-
MaTUYKOM U mporpamMepckoMm npuctyny. CBu OBM HOMEHYTH OCHOBHU MaTEeMATUYKUA MIOJMOBU CY
Beh mob6po mo3HaTu yueHHUIMMa Ha OBOM y3pacTy. HapaBuo, Tpeba obpatuty ma:Kmy mna je u
3a HaCTaBy MaTeMaTUKe IPENopydYeHo na, IIe rox je To Moryhe, campiaju MareMaTVKe IPEeTXo-
Oe campskajuMa APYTUX TpeaMeTa y KOjuMa ce MaTeMaTuka UpuMemyje. Teme m3 mMaTeMaTuke,
Kao0 MITO je MaTeMaTWdKa WHAYKIUja, omoryhuhe mpumeny y mucamy mporpama ca OUKIYCUMA,
a HM30BU (APUTMETUYKU U TeOMEeTPUjCKM) 60Jbe pasyMeBame HU30BHOI TUNA moxaTaka. To 3a-
MpaBO 3HAUM & MATEeMaTWUYKy WHIYKIW]y W HU30BE M3 MaTeMaTuke Tpeba oOpaauTu TOK ce u3
nporpamupama 00pabyjy Hapenbe mukiayca, a cBakako npe Hu3oBHOT Tuna. OBakBa peaan3anyja
HaCTaBe 3aXTeBa MOMOBOP HACTABHUKA MATEMATHUKE W PAUYHAPCTBA M MHPOpPMaTHUKEe 1 oMoryhasa
00J/by XOPU3OHTAJHY KODEJAIMjy TeMa OBUX IIPEeIMeTa M OCTaBjha MOryNHOCT m3BODema wmHTE-
PAOMCIUILIMHADHE HACTABE.

2. larepmmciuniaviHapHa HAcTaBa

WNHTepauciunamHapEn OPUCTYNI HACTABU MOAPA3yMeBa MOBE3UBAKE CANPKAja DPA3IUYUTUX
mucuuiinHa (IpeaMeTa) y JOTMUKe HeJMHe OPraHn30BaHe OKO jeIHOr npobieMa Wiy TeMe. SHAmA
PA3IMUNTUX OUCHUNIVHA CY Yy (YHKIXjU BUNIECTPAHOT PACBET/bABAKA NPODIIEMa NUIn TeME KOja ce
ucrtpa:kyje. MuarepacununamuapHa HaCTaBa je O CBOM KapaKTepy YBEK W TEeMaTCKa, jep MoBe3yje
U OpraHU3yje Pa3iInduTe Caap:Kaje Y TEMATCKe IeJUHE, Caap:Kaje KOjU Cy CIAUYHU WU 3ajeTHUIKN
Pa3IMUNTUM AUCHUIINHAMA. TeMaTCKa HAcTaBa HE MOPAa YBEK OUTU U MHTEDAUCHUIINHADHA, HA
npuMep, Kana objeaumbyje cpoaHe MOJMOBE jeqHe nucnumnange [5).

Y paznuuuTuM UCTPAKMBAUMA Y CBETY MHTEIDATUBHA WJIM MHTEPIUCIUIINHADHA HACTABA
neunue ce kKao: (1) ONCEKHO UCTPAKUBALE 3HAKA Y PA3IUYUTHAM IPEIMETHMa KOje ce OTHOCH
HA acIeKTe CpeauHe y KOjoj mema :kmBe; (2) mpeuuna Kpo3 mpeaMere, KOja MOBe3yje Pa3iInduTe
acIleKTe HacTaBe y JIOTWYHE I[eJIMHE HA XOJIMCTUYKM HAUWH KOjU OApaKaBa PeajHU UHTEPaKTU-
BHU cBeT; (3) jeUHCTBEH NOTJIEN HA 3ajeIHUYKO Y 3HAHY, KOje je OCHOBA 34 M3HAJIAKEHE HOBUX
OIHOCA, CTBapame HOBUX MOZENa, CUCTEMa U CTPYKTypa; (4) npuMemeHa MEeTOMOJIOTUja U je3UK
BUIIE NUCHUAIUIMHA C IMUJbEM [PEUCIUTUBAKA [EHTPAJIHE TeMe, IpobieMa uin UcKycTsa; (5) Ko-
MOMHOBamE HEKOJIMKO IMIKOJCKUX IPEeIMeTa y jelaH aKTUBAH IPOjEeKaT MO yIJedy Ha HaUWH Ha
KOJU Jena CaBialaBajy NPEeAMETe Y PEaJHOM CBETY, CjeAUlEeHE y 3ajeJHUUKY aKTUBHOCT; (6) HOBU
HAUMH Mulbena; (7) o6pa3oBame U3HYTPa 34 HPEHOC 3Hama yHoTPeOOM MOIeNa MUILEHA.

Temarcka MHTEDIUCHUILIMHADHA HACTABA IIOBE3aHA je C IeNaromkuM nuibeBumMa 36or: (1)
yBoDhema yueHUKa y MHTerpaTWBHE IpOlece DaHaIbe, (2) IpUMeHe 3HAamba y NPAKCU KOja HAIU-
Jasy OUCHUIUIMHE W CBENOYM O YCBOJEHOCTH 3Hama, (3) carjenaBama IOjMOBA UM Canp:kaja
rpaavBa y nenunu, (4) moactunama GpIeKCUOMIHOCTY MUNLEH: A, OTHOCHO TPAKEHa HOBUX Iy TEBA
OPUINKOM permaBama npobiema, (5) GIMCKOCTH € TPUPOIHUM CasHaBameM Kpo3 urpy u (6)
MHTEIPAJIHOCTHY Ca CTBAPAJAUYKUM IIPOIECUMa MCTPaKWBadva, YMETHUKA U NeTeTa KOje jOIl YBEK
pearyje Ha cBeT He QuUKCHMpaHUM memama, Beh orBopenomhy u pago3nasomny 3a 30MBama KOja
ra oxpy#yjy [6].

NHuTepmucrunimuapHa HACTaBa MOMKE CE OPraHM30BATH U3 [Ba WJM BUIIE NPEAMETa KOjU
nMajy 3ajemHUYKy TeMmy kKojy obpabyjy. /IlBa wiam Bume HacTaBHUKA pealn3yjy 3ajeqHUYKY, TU-
MCKy HacTaBy Koja Tpeba ma omMoryhu jakiie moBe3mBame CPOIHUX HACTABHUX cagpkaja. OHu
npenajy pa3judyure mpeaMere, TOBOPE O MCTOj TeMU, ajii CBAKM Ca aCIeKTa CBOr mpeaMera. Ha-
CTABHUIM IeJie OACOBOPHOCT 3a HPUIPEMAahe, MIAHNPAhE, PEATN3AIN]y U BPEIHOBAKHE HACTABE.
OsBakBa HacTaBa 3aXTeBa OJ HACTABHUKA NOTOBaparbe Ipe peayu3aluje daca 300r 3ajeIHUYKOr
HACTyIa Ipen yYeHuImMa. Y H0OpO IPUIPEMIbEHO] TUMCKOj, MHTED AUCIUMNINHAPHO] HACTABU CE
MOT'y IPUMEHBUBATU Pa3HU O0aMIM paga Oa WHAWBUILYAJHOL, IPEKO Pala y MHapOBUMAa M MABUM
rpymnamMa, 10 (pOHTAJJHOT Ca BEJIUKOM I'DYIOM yYeHUKA. ['pajare OBAKBUX HACTABHUX AKTUBHOCTU
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y3 moOpy OopraHusanujy pana He MOpa OWTH CTPOrO OrpaHWYEHO HA jedaH HACTAaBHU dac, Beh ce
MOKe IJIAHUPATU U BUIIE YacoBa.

OcTBapuBame WHTEPAUCIUILUIMHADHE HACTABE Y IPEIMETHO] HACTABU Y CPEAOj IIKOJU, 3a-
XTeBa OJ HACTABHUKA MOTOBOD O TEMHM daca Koja Nhe ce pa3MaTpaTd ¢ Pa3IUYUTUX acIeKaTa,
neprHUCAkEe NU/BEBA, OCMUIIBABAKE AKTUBHOCTHA HA dYacy, NPUIPEMalkhe HACTABHUX MaTepu-
jaja, Kao M NOrOBOD TEpPMUMHA peajn3aluje Koju Tpeda YCKIAIUTU C PACIOPEIOM HACTABHUKA
U onejbema Koje e OMTU YKILYUEeHO y TAaKBy HacTaBy. AKTUBHOCTM Ha YacCy Ce MOpajy Io0po
UCIUIAHUPATUA Oa OU Cce INIAHUPAHU CAAPKAJU TAUYHO YKJIONWIU Yy BPEMEHCKA OKBUD jEeIHOT WU
Buine yacosa. VI3 HaBeneHOr ce BUAW M WMHTEPAUCHUIINHAPHA HACTABA OJ HACTABHUKA 3aXTEBA
[OCTa AHTAKOBAKA U CApalibe, IITO KAE Yy MPUJIOr YUEHUIM A4 je MHOTO JIAKIIE IIAHUPATU U
OpPraHM30BATHU TPAIUNUOHAIHY HacTaBy. Mmak, Tpeba mMaTu Ha yMy Oa je IOBe3WBambe calpikaja
PA3IMUUTUX IpeaMeTa mOoTpedbHO pamu Ooser oCTBaprBama NPEIBUDEHUX HACTABHUX IUJbEBA.
W3 BepTUKAJHOT ¥ XOPU3OHTAJIHOI NOBE3MBaMa HACTABHUX NPEAMETa M0JIA3U IO WHTEPIUCIU-
IJIMHAPHOT IPUCTYa HACTABHOM IIPOIECY Y KOjeM Ce IIOBe3Yjy HACTABHU CANPKAJA PAZIUUNTUX
HACTABHUX TeMa y OKBUDY MOjeAnMHMX mpemmeta [3].

Temarcka MHTEDAUCHUNIVHAPHA HACTABA CE€ Yy HAIIAM IOKOJAMa IPUMEBnYje yIIABHOM ¥
MiabhuMm paszpenuMa OCHOBHE IIKOJIE, aJIM HAJA3U CBOje MECTO U Y CTAPUJUM PA3PEaUMa U CPe UM
mkosgaMa. HepeTko je yBoheme mHTED AIMCIUNIINHAPHE HACTABE MPEABUDEHO MKOJICKUM Pa3BOjHUM
IUIAHOM ITKOJIE, TAKO M8 HACTABHUIM TPeba TOKOM jeIHe WJIM BUIIE MIKOJCKUX [OIUHA T OCMUCIE
U OIpsKe HEKOJIUKO WHTEDAUCIUNIVHAPDHUX YaCOBA.

3. IIpuMmep MHTEPOUCHUIIINHAPHOL Yaca

NMurepaucuumauaapuau yac Apummemusky u zcomempujeku Hug (eemcoame) 3ajeqHo Cy IIaHu-
paiu, IPUIPEMUIN U Pean30BaJM HACTABHUIU MaTeMaTWKe U padyyHApCTBa W MHOOPMATHUKE Y
omessewy Tpeher pazpena OIpUpPOTHO-MATEMATUUKOr cMmepa. MareMaTuyka WHIYKIU]ja U HU30BU
13 MaTeMaTVKe oMoryhaBajy Za ce Be3a IpPUKasKe KPO3 BeJIUKM OpOj 3alaTaka KOju ce MOTY pe-
maBaTh MaTEMaTUYKY, aJI U IPOrPAMEDCKU, MUCAKHEM MIPOrpaMa U KOPUITNEmeM NUKIYCa Y IPo-
I'PaMCKOM je3UKYy IpenBMDEHUM IJIaHOM U IPOTPaMOM PadyHapCTBa U MHPOPMATUKE. Y YEHUIUMA
ce IOKa3yje, U TO KPO3 BeOMa jeNHOCTABHE 3aJaTKe, A Ce MaTeMaTUKa MOKE IPUMEHUTH, a
MATEMAaTUYKN 33JaIM PEIIaBATU Ha pa3ianyute Hauuae. V3abpanu cy jeHOCTABHU IPUMEPU aPU-
TMETWYKOT HM3a U I'€OMEeTPUjCKOT HU3a U IPUMEDP KOjU je pa3InuuTe TeKMHE Y 3aBUCHOCTU Ja JIN
ce pemaBa MaTEMATWYKN WU IPOTrPaMEPCKU.

3.1. 3amamm

ITocraBuheMo HEKOIMKO 3amaTaka Koje NeMO permaBaTh MATEeMAaTUYKAM U aJIrOPUTAMCKUAM
nyrem. OcuM cacraB/baba AJCOPUTAMA OJl YUEHWKA OUYEKyjeMO W [ HAIUWIILY OporpamM Koju he
M3BPIIUTYU HA pAadYyHAPY U TUME IPOBEPUTHU TAUYHOCT mqobujeHor pemema. Osme hemo rao mpo-
rPaMEPCKO PEIIEHhe IPEICTABUTU CAMO AJTOPUTAM 3alUCAH Yy NCEYIOKOAY. (Y YeHUIU JIAKO MOTY
3a BexkOy nanucaru oxrosapajyhe Ilackas nporpame.) Ilobumo o MaTemaTuyrux 3amaraka OCHO-
BHOI' HMBOA M3 aPUTMETUYKOI M IE€OMETPUjCKOT HU3a U 3aBPIIMMO Ca 3aJalUMa CPENEEr WU
HAIIPEIHOT HUBOA:

3anaraxk 1. Apummemunru nu3 je defunucan npeum waarkom ax =7 u pazsurom d = 5. Koauxo
wAaH08a MO2 Huza mpeba cabpamu da bu 36up buo 2437 [1]

Pewemwe. N3 S,, =243 1j. §(2a1 + (n — 1)d) = 243, craBmpameM IaTUX BPEAHOCTH 3a a1 u d, no6u-
jaMo kBaapaTHy jemmaumny 1o n € N: 5n? + 9n — 486 = 0 unmje pememe je n = 9. IIpumehyjemo
Ia mporpaMe, IO NPaBUIy, MUAIIEMO TAKO Aa pemaBajy KIacy 3alaTaka, na (GopMyianunjy 3a-
OaTKa YOIIITaBAMO, Tj. PaIMMO Ca ONIITUM OpojeBuMa. Y MaTEMATUNW OBaj TPUCTYI OOUIHO
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mopa3yMeBa CPEIHhU WM BUIMIK HUBO 3HaMAa, MOK jé Y IpOrpaMupamy TO OCHOBHU. AJropuram
ce 3aCHUBA Ha YCJIOBHOM HUKIYCy (Opojauru nukayc Huje moryh):

Asropuram 1 Ogpebyje n 6poj npBux uiaHOBAa apUTMETUYKOD HU3a YMjUM cabupamem ce mobuja
maTu 6poj S, 3a maTU IPBU YJIAaH HU3A 4 U PA3JIUKY d
n<+0
clan < a
zbir < 0
while zbir # S do
zbir < zbir 4 clan
n<n+1
clan < clan + d
end while
print n

AN

Hanomena 1. Ilpumernmo na perneme 3anaTka He MOPa a IOCTOjU, Tj. 3a nare 6pojese a u d, 6poj
S He MOke OUTH MPOM3BOJbAH; HEKOPEKTHO 331aT OPOoj S y aaropurMmy JOBOOW OO OECKOHAUHOT
mukayca. OBre ce MOke pazMaTpaTy U Oa JY YOUIITEHU 3aaTak MOKe MMATHU ABa pelmemna (ako
MOKe, IOJ KOjUM ycJoBUMa) u npobiem anropurma na Habe o6a pemema (ako mocroje).

Samarak 2. Koauxu je 30up ceur mpoyufpenux 6pojesa denusur ca 117 [4, ctp. 271]

Pewewe. Ilomto je 9-11 =99, To je 110 = 10 - 11 upsu Tpommudpen 6poj memus ca 11. Cauuno,
990 = 90- 11 je mocnenmu Tpounppen 6poj nemus ca 11 (jep 91-11 = 1001). Hakae, rpormdpernx
6pojesa nemusux ca 11 nma 90 — 10+ 1 = 81. Oum o6pa3syjy apurmernurn mu3 (a1 = 110, d = 11)
Ko Kora je S, = 5 (a1 +a,), Tj. Sg1 = %(110 +990) = 8—21 - 1100 = 81 - 550 = 44500.

IIporpaMepcko pememe ca MUHUMAJIHOM IPUMEHOM MATEMATUKE (CAMUM TUM U CA MUHAMA-
aHOM edukracHOmIly) nmpoBepaBa mesmuBOCT ca 11 cBakor rpomudpenor 6poja (xkopucrehiu Gpo-
jadyKU TUKIyC):

Agropuram 2 Onpelbyje 36up cBux Tpomudppenux 6pojeBa mepuBux ca 11
zbir < 0
for broj = 100 to 999 do
if broj mod 11 = 0 then
zbir < zbir 4 broj

end if
end for
print zbir
A
3anmarak 3. Koauxo najmame ysacmonnur cmenena b6poja 2, noues 00 nyamoes, mpeba cabpamu 0a

ou ce dobuo 36up xoju Huje manwy 00 2007

Hanomena 2. IlpumernMo ga je moryhe maTtm m OBakBy, BUIle IPOIPAMEPCKY, GOpPMyIanujy 3a-
matka: Onpenutu MUHMMAJHUA Opoj OuToBa (OMHAPHUX nuUdapa) 3a 3a0UCUBaE IeKamHor Opoja
200 y 6uHapHOM OPOjEBHOM CHUCTEMY.

Pewewe. Iaxme, Tpaxu ce HajMame n Tako ga S = 1+ 2422 4 ...+ 2771 > 200. Vmamo 36up

n;l_l =2(2""1 — 1) omarme

npBux n — 1 unanosa reomerpujckor mHm3a (a3 =2, ¢ =2): S, = a1 2
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jeS=14S5,_1=142"—-2=2"—1. Harse, Tpa:kuMo HajMmame n € N Tako na Baxku 2" —1 > 200
Tj. 2" > 201. Kako je 128 = 27 < 201 < 256 = 28, 10 je n = 8.
Omer yommraBamo 3amarak, ymecto 200 craBmamo 6poj S.

Anropuram 3 Oxnpebyje majumame n € N tako ga 1 +2+22+ ...+ 2""1 > § 3a naro S
n<+0
clan + 1
zbir <+ 0
while zbir < S do
zbir < zbir 4+ clan
n+<n+1
clan + clan * 2
end while
print n

A
3amarak 4. 3a damo n € N, odpedumu 36up 1 + 114+ 111+ ---4+11...1 . [4, crp. 116]
Pewemwe. [Ipumernmo na 36up uma n cabupaxka.
MaTeMaTUuuKO peleme je Mamhe OUUTJIETHO:
—

S—g+@+@+ +99...9_

9 9 9 9
F(10=1)+ (107 = 1) + (103 = 1) +--- 4+ (10" = 1)) =
5 (104102 +10° 4+ 10" = n) = & (104558 —n) = & (1071 =10 - 9n) .
Hamomenumo na ce permmaBame 3a1aTKAa MOKE CBECTU Ha pellaBame QUPEpPEeHIHe jeTHaunHe Sy 11 =
105, +n + 1.
YueHuly Jaxiie IpoHaa3e MPOrpaMepPCKO pellemne:
A 4 N j =1+114+1114---+11...1

aropuram 4 3a nato n € N, onpebyje 36up S + 11+ + -+

S+0

clan <1

fori =1tondo

S+ S+ clan
clan < clan x 10 + 1
end for
print S
A

Hanomena 3. Tlpumerumo, unak, OpeIHOCT MATEMATUYKOT DENIeHka, Tj. MaHy nIporpamepcror: seh
3a 11 6pojesa 36up je sehnm on 23! ma he mpum pauymamy momohy pauymapa (ako ce KOpPUCTH
1es00pOjHA TUIl IOAATAKA KOjU Ce UMIUIeHeHTUpa ca 4 6ajra) molim mo mperopavema.

Y mpBa TpM 3amaTKa MaTEMAaTHUUKO PEIIEHe je jeAHOCTABHO, a €(PUKACHOCT IPOrPaMepPCKOr
pelmiemna je AUPEKTHO cpa3MepHa IPUMEHN MaTeMaTWYKUX 3Hama y aaropurMmy. Mebhyrum, Beoma
Maau Opoj yJYeHMKA je y CTamy Ia Pely 4eTBPTU 3aJaTak MareMarwudku (ako Behi Herzme Huje
BUEO DEIIEHEe CIMUYHOI 3a4aTKa), LOK BENUKM OPOj yUEHUKA je y CTamy Na CACTaBU aJrOPUTAM
3a pelraBaime TOT 3a1aTKA.

83



3.2. Besa u3smebhy maremaruke m mporpaMupama

AEKO ce KpeHe oI Hajmupe AepUHUNje padyHapa I0 K0joj je TO MaIInHA KOja MOsKe & Ce IPO-
rpaMmpa a U3BPIIaBa Pa3indynTe 33aJaTKe CBODEmEeM Ha eJleMeHTapHe omepamuje Han OpojeBumMa,
jacHO je ma je mporpaMupame y TEeCHOj Be3u ca MaTeMaTWKOM. JlaHammy padyHapu Cy HACe-
[HUIM PA3INYATAX MEXAHUYKIX, €JIEKTPOMEXaHNYKNX U €JIEKTPOHCKUX MAINMHA KOje Cy HacTajaJe
yupaBo 300r morpebe na ce pas3IWdMTe MATEMATUYKE IPOLELypPEe ayTOMATU3Y]y W A Ce BEJIUKE
KOJIMYMHE mojaraka Opske m makme obpanme. [IporpamMmparme y caBpeMEHOM CMUCIY IIOCTAJO je
mpaxkTrgHO Moryhe Tek pa3BojeM mpBux pauyHapa ¢oH Hojmanose apxurexrype. I'smaBHn mare-
MATUYKU JONPUHOCK Pa3Bojy (HacTaHKy) padyHapcTsa cy Dysnosa anrebpa (1854.) u Tjypunrosa
vamwuHa (1936.). I[IpBu anropurMu 3a pemaBame MaTeMATUUKUX OpPOGJIEMa OCTOjaM Cy jOII Y
BpeMe aHTUUYKNX [UBUIN3ANUja, TOK Cy IPUMEPU aJIrOpUTaMa MIO3HATH y FOTOBO CBUM MaTeMa-
TUYKUM OACIATIINHAMA.

Teopuja aaropurama je Takobhe MaTeMaTWyka OUCIUNIINHA, TAKO Oa Ce MOHEKJIe Moske pehu
Ia je oHma U mporpamMuparme meo maremMaruke. Mmak, Mmoskma 6u ce morsio pehu u obpHyTO, Oa je
MaTeMaTUKa ne0 IporpaMupama. Y CTBapu, HajTeKe je yCIOCTABATU IpaBe I'paHUIlle u3Meby
moBe3anux gucrmiinHa. Moryhe je, HapaBHO, pPa3iIMKOBATH PA3IUYUTE IPUCTYIE U IOTJENE
MaTeMaTUKe U IporpaMupama. Pasiauka je y mpeaMery ¥ DPUCTYIy — MaTeMaTUKa ce OaBu Ma-
Ibe-BUIIE TeopeMaMa, OECKOHAYHNIM NIPOIECHMa, CTATUYHIM OJHOCKUMA, a IpOorpaMupame ce 0aBu
Mam,e-BUIle aJTOPUTMUMA, KOHAUHUM KOHCTPYKIMjaMa M AUHAMUYKAM oxHocuma. [2] Ouurmnenna
Be3a MaTeMaTUKe W MPOorpaMuparma je y HyMepUUKOj aHaJIU3U, JIOTUIN, TeOPUju OpojeBa, AuCKpe-
THOj MaTeMaTHI, T€eOMETPHUjU, BEKTOPUMa, Teopuju rpadosa . ..

[IporpaMmupame je jemsa on HAJBAKHUjUX AUCHUILIVMHA maHaImBbuie. lIporpamu ce mumy, mo
IpaBUiy, Na pelle HeKu oA IpobiieMa m3 peasHOr cBeTa. Maremarwmyra NO3aUHA DPelIaBamba
mpobJyieMa ce MOKe BUAETU y CBAKOM KOPaKy, IOYEB O NPEUU3HOT Ae(UHUCARmA U (OPMATHOT
OIICUBamKa, Hajuenne MaTeMaTUYKOM (OPMYJIaNrjoM, IpeKo bupama 1 pa3pane oarorapajyher
MaTeMaTUYKOI MOJIeja, YMMe Ce OCTBapyje alcTpaknuja npobiema, 0 aJlrOPUTMU3ANUAje CaMOT
npobisema. MaremMaTrnyka aHajau3a aJIrOpUTMa, BPEMEHCKA U IPOCTOPHA CIOKEHOCT aJrOPUTMa
omoryhasa npasu n3bop pememna.

Kana je peu o mporpammpamy, ako je y HUTamy HEKU jeTHOCTABHU IpOrpaM IPUMEHa Ma-
TeMaTUKe MOXKIA HUje HEONXONHA, ajy YKOJUKO Ce Paad O HEKOM 3aXTEBHUjEeM IIPOTPaMEpPCKOM
npobaeMy, MaTEeMAaTUYKO pa3MUILLAKe U 3Hame he mo mohu mo m3paskaja.

4. 3akpydak

Hum OBOr MHTEDAUCIUIIMHADHOD Yaca MaTeMaTWKe W padyHapCTBa U UHPOPMATUKE je
yodaBame MOryNHOCTM MNOBe3WBalka 3HAKA W3 OBUX [PEAMEeTa, pa3yMEeBarme IPETHOCTUA U
OrpaHMYEHa MATEMATUYKOI M IPOrPAMEPCKOr NPUCTYIA W IPUMEHA y pellaBamy 3aTaTaka.
YueHUI Cy UCTY TEMy CATJIENAJIU U3 PA3IUUUTUX YIJIOBA, YOUWIN PA3NUKY y OIPUCTYIUMA, KAO
u cBe MOI'yNHOCTU 3a pemaBame Pa3indnuTuX 3amaTaka. Ha caMoM dacy cy KOMEHTapPUCAIU KOje
pelemne je BhUMa JIAKIIE, JIOTUYHKjE, Yera Cy Ce IPBO CEeTUJIN, Jdera ce He Ou cetuisu u cia. Hacra-
BU je, on 27 y4YeHHMKa OJeJbeHa, MPUCYCTBOBAJIO BUX 24, KOJU Cy yUYEeCTBOBAJIU U Y €BaJyallju
yaca. HacraBHMIM Cy HOOCTAKIM YYEHUKE A HANWIIY CBOjé MUIIbEEHE O Yacy U aa camu ¢o-
pMysnumry cBoje yrucke Boxehu ce ciaemehum nuramuma: la nu M je yac 6uo 3aHUMJIBUBUUA OL
yobuuajennx uinu #He? 300r uera? [la gam Ou Bosesnu na mMajy Bumie takBux dacosa?! [IlTa tpeba
IPOMEHUTH Ia Ou yac GMO HBUMa MHTEPECAHTHUjU? U ci. KOMEHTapu ydeHuKa ce MOTY IOAeJIUTU
y 4 rpyne. Y npsoj rpymu cy 4 romenrtapa (16,67%) y rojuma ce maBomu: ,Hemam komenrap”,
,Huje mu ce cBumeno”, ,He BommM Hu mMaremarwky, HU MHGOPMATUKY, a KaJ CE€ CACTABE TO je
jom rope”. Ipyry rpyny uuae 3 romenrtapa (12,5%): ,,Buno je maTepcanTHHje HErO HA OXBO-
jeHnM uvacoBuMa, aJuu He 3HaAM qOOpo Hum3oBe”, . Jla cam GoJbe 3HAO, Bume OM MU Ce CBUIEIO .
Ose mBe rpyne umHe yUYEHUIM KOjU MMAajy Telmkoha y caBiiamaBamy IPaguBa OBUX MPEAMETA.
Pasnuryjy ce, unak, mo Tome mro y APYyroj IPyIN Ca MHTEPECOBAKHEM IPUXBATA]Y WHTEPIUCIN-
JIMHAPHU MPUCTYT HACTABU, aJiM CBAKAKO yBUDAajy ma je HemocTarak 3Hama mpobiem. Y Tpehy
rpymy ce mMory cepcratu 4 komentapa (16,67%) y rojuma ce raske: ,Vneja Huje noma, anu je
HAMIOPHO MPATUTHA OBE IPeaMeTe UCTOBPEMEHO” | , yac je Ouo HAamopaH, HuCaM Oarr Hajbosbse MOria



ma ce ,upebamyjeMm’ ca mMmareMmaTure Ha mHOOpPMATHUKY ' , ,Moxkna je Tpebano ma Oyme mame 3a-
maraka”’. V3 oBakBUX KOMEHTapa Ce MOKE BUAETU Ia YYEHUIW HUCY HABUKJIU HA OBAKAB HAYWH
pana, na TEIIKO M3Ja3e M3 MO3HATOr mabjoHa ydema U Ja MMajy MOoTemKona ga moBe3yjy 3Hame
U3 pasInuuTUX OpeaMmera. llocienmy, yeTBpry rpyny umHu 13 xomentapa (54,16%) y rojuma je
Yac ONMCAaH Kao ,,3aHUMJbUB’ | | MHCIUpATUBAH , ,, 1OOPO OCMUINBEH , Ha je ,,3aHUMJbUBUjE HETO
Ha onBojenuM uyacoBuMma’; ,Bumeo cam ma moctoje Bese m3amely mBa HE TOJMKO OJIMCKA MpeEnMe-
Ta”; ,,Youmna cam mapasieny m3Meby rpanuBa mareMaTuke M MHPOPMATHUKE , M IPEHOPYKE I3
ce ,uemhe OpraHm3yjy OBAaKBM YacoBU U TO HE CaMO W3 OBUX mpemMera, Beh u ,3a ocraje
cponae npenmere”’. Behwnna mo3uTuBHMX KOMEHTapa yKa3yje Oa yUYEeHUKEe MOKEMO 3aMHTEePEeCco-
BATM OBAKBOM HACTABOM U Ia UM je NpUjeMunBa 0ap KAO M TPAJUIMOHATIHA HACTABA, HA KOJy CY
HAaBUKJIM, aKO HE U BUIIE.

Ma rommko ce HaMa, Ka0 HACTABHUIMMA, YMHWJIO Oa Cy Be3de m3MeDhy mpemmera oyuriense,
nnak nx Tpeba mcrahu ¥ eKCIINIUTHO MOKA3aTU HA OBAKBMM YaCOBUMA.
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Apstrakt. Sa razvojem tehnologija koje su primenljive u obrazovanju, nastavnici imaju na raspolaganju
veliki izbor programa kojima mogu podsta¢i ucenje i motivaciju ucenika. Prikaza¢emo istorijski pregled
zadavanja domacih zadataka, programske pakete koji se mogu koristiti u izradi elektronskih domacih zadataka i
predstavicemo edukativnu platformu ,.eZbirka® http://ezbirka.math.rs. Platforma eZbirka je razvijena u okviru
projekta ,,Platforma eZbirka kao podrSka efikasnosti nastave“, Ministarstva spoljne i unutradnje trgovine i
telekomunikacija Republike Srbije i Drustva matemati¢ara Srbije, predstavlja elektronsku zbirku zadataka za
starije razrede osnovne Skole i veoma uspeSno se moze upotrebiti kao platforma za domace zadatke iz
matematike.

Kljuéne reci: eZbirka, domaci zadatak, GeoGebra, interaktivnost, elektronski materijali.

1. Uvod

Velike moguénosti koje informaciono - komunikacione tehnologije (IKT) pruZaju nedovoljno su
iskoris¢ene. Primena ovih tehnologija u proslosti je bila ograni¢ena tehnickom opremljenoscu $kola,
ali 1 nedovoljnom obuceno$¢u nastavnika za njihovu primenu. Opremanje Skola kabinetima za
informatiku i postavljanje racunara u ucionice, kao i usavrSavanje nastavnika za rad na racunaru
omogucili su ve¢u primenu IKT na Casovima. U nastavnim aktivnostima tradicionalne nastave
najzastupljeniji je frontalni oblik rada sa naglaSenom predavackom funkcijom nastavnika Sto ne
ostavlja prostora za interakciju ucenika niti ostavlja vremena za samostalne aktivnosti ucenika u
funkciji boljeg izucavanja nastavnih sadrzaja [12]. Tradicionalna nastava je razvijala pokornost,
poslusnost i zavisnost od autoriteta koji predstavlja nastavnik.

Cinjenica je da se danas obrazuje ,,generacija Z*, koja odrasta u digitalnom okruzenju. Upotreba
odredenih racunarskih programa pomaze deci da pamte informacije koje kasnije mogu povezivati.
Kori$¢enjem racunara i interneta u nastavi razli¢itih predmeta moguce je unaprediti klasi¢nu nastavu,
podiéi je na visi nivo. Pokazalo se, na primer, da ucenici koji su koristili raunar za ispitivanje toka
funkcije brZe i jednostavnije reSavaju zadatke, bolje razumeju tok funkcije i imaju viSe uspeha od
ucenika koji racunar nisu koristili u te svrhe [3].

Poslednjih desetak godina, masovnijom upotrebom racunara u Skolama stvoreni su uslovi za
kvalitetnije obrazovne tehnologije [12]. Tako ucenici imaju moguc¢nost da samostalno napreduju u
ovladavanju nastavnim sadrZajima, mogu da ponavljaju sadrZzaje koji im nisu dovoljno jasni, da

dobijaju povratne i dodatne informacije u skladu sa svojim moguc¢nostima i interesovanjima [10]. U
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tradicionalnoj nastavi, bez obzira na cilj da ucenik bude u centru vaspitanja, dominira frontalni oblik
rada sa jednosmernom komunikacijom nastavnika i u¢enika.

2. Domadi zadaci

Cilj domacih zadataka je ponavljanje, utvrdivanje, usvajanje nastavnih sadrzaja, proSirivanje i
produbljivanje znanja, odnosno pripremanje za usvajanje novog gradiva i formiranje radnih navika.
Domaci zadaci i rad kod kuée su povezani sa radom ucenika na casu, tako da nastavni ¢as i domaci
rad ¢ine didakticko jedinstvo. Nastavni proces se ili nastavlja samostalnim domaéim radom, uc¢enjem i
izradom zadataka razli¢ite vrste i tezine ili se njime podstice i priprema. U op$toj pedagogiji se smatra
da je najvaznija didakticka funkcija domacih zadataka razvijanje sposobnosti za samostalan rad i

ucenje, kao i razvijanje navika da se uci redovno, planski i usredsredeno [9].

3. Kratka istorija

Istorija rasprava o znacaju domacih zadataka moze pruziti osnovu za razvoju i unapredenje tog
dela obrazovnog procesa. U Kaliforniji, gradanskim zakonom, 1901. godine doneta je uredba zabrane
zadavanja domacih zadataka za ucenike mlade od 15 godina. Zabrana je vazila za sve Skole. Ova
uredba je odraz uverenja da je domacéi rad forma ,,8kolskog imperijalizma® [1]. Tenzija oko domacih
zadataka je rasla, Edvard Bok, urednik Ladies Home Journal, se smatra za jednog od glavnih
protivnika domacih zadataka. Svojim ¢lankom iz 1900. godine ,,Nacionalni zlo¢in ispred Americkih
roditelja” [4], Bok je izneo Cinjenice protiv domacih zadataka, predstavljajuci ih kao varvarski deo
obrazovnog sistema.

Argumenti protiv domacih zadataka su bili fokusirani na problem Stetnosti po zdravlje: teske
torbe, nedostatak svezeg vazduha, sunca, veci broj sati provedenih sedeci [2]. Do 1930-ih, istican je
znacaj igre i slobodnog vremena, koje domaci uskracuje. Domac¢i zadaci, takode, smanjuju vreme
provedeno u porodi¢nom okruzenju. Rasprave izmedu tradicionalnih i progresivnih didaktiara su se
nastavile kako se zemlja spremala za rat, pa i tokom rata.

Obrazovnu politiku je dramati¢no promenilo lansiranje Sputnika 1957. godine. Amerikanci su bili
pobedeni u ,,svemirskom programu” od Rusa i tada su $kole bile pozvane da urade ,,ne$to”. Smatralo
se da je obrazovni sistem kriv za neuspeh koji su Amerikanci doziveli. Domaci zadaci su bili videni
kao nacin poveCanja znanja i povecanja vremena ucenja matematike. Sledeca velika promena
obrazovnih ideja bila je tokom Sezdesetih, kao reakcija na aktivnosti posle lansiranja Sputnika i
povecanja obaveza ucenika. Obrazovni Casopisi su bili puni opomena o problemima u vezi domacih
zadataka. Krajem Sezdesetih, Americka asocijacija za Obrazovna istrazivanja i Nacionalna prosvetna
asocijacija objavljuju uredbe o ograni¢enjima domacih zadataka [5].

Iako se poslednjih 20 godina 20. veka postigao Siroki konsenzus o vrednosti domacih zadataka,
nisu nestala drugacija misljenja. Roditelji u nekim zajednicama su imali ose¢aj da je domaci Stetan jer
ugrozava porodicni zivot. U Kanadi je 2006. godine postojao predlog da se zabrane domaci zadaci,
pokrenuta je nacionalna rasprava i poslat je poziv pokrajinama za ograni¢avanje obaveza. Australijski
savet drzavnih Skola je poCeo da razmatra praksu sa idejom izbacivanja domacih zadataka u nizim
razredima. SadaSnje rasprave o domacim zadacima se mogu posmatrati kao nastavak debata sa
pocetka 20. veka. Medutim, kao drustvo ostajemo nesigurni u ulogu domacih zadataka, potrebne su
nam nove ideje, razmisljanja i planovi o svrsi domacih zadataka u Zivotu ucenika.
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4. Dobre i loSe strane domacéih zadataka

U svojoj knjizi The Battle Over Homework [7], Kuper navodi da je u eksperimentalnim
istrazivanjima prosecan uCenik imao najviSe koristi rade¢i domace zadatke. Domaci zadaci mogu
imati pozitivne uticaje na rad kod kuce. U istrazivanjima, Koven i Halam [11] navode da roditelji
veruju da ih domaci zadaci informisu o kurikulumu i pruzaju im mogucnost da povecaju ukljuc¢enost u
obrazovanje dece. Takode, povecava se komunikacija izmedu njih i Skole. Kuper tvrdi da je domaci
rad bitan deo obrazovnog procesa uz pomo¢ koga roditelj moze da bude ukljucen u obrazovanje svog
deteta. Na ovaj nacin, ucenici su svesni povezanosti $kole i porodice, a roditeljima je omoguceno da
budu informisani o napretku svoje dece [7].

Dobrobiti od domacih zadataka mogu biti rasporedeni u Cetiri kategorije: trenutna akademska
korist, dugoro¢na akademska korist, neakademska korist i uklju¢enost roditelja u obrazovanje svoje
dece. Najzastupljeniji razlog za davanje domacih zadataka je trenutna akademska korist, a dok je
glavni razlog povecanje vremena koje ucenik provodi uceci. Pozitivni efekti do kojih dolazi a koji su
vezani za neposredno ucenje su: poboljSano zadrzavanje znanja, bolje razumevanje gradiva, kriticko
razmi$ljanje, Zelja za ucenjem u slobodno vreme, bolji odnos prema Skoli i ucenju, povecanje
radoznalosti i nezavisnosti [5]. Veza izmedu vremena provedenog na izradi domacih zadataka i
postignu¢ima uc¢enika ne moze se uzeti kao dokaz da vise sati provedenih na izradi domacih zadataka
nuzno vodi ka boljim rezultatima u Skoli.

Svrha obrazovanja i vaspitanja je u razvijanju maksimalnih moguénosti svakog ucenika
pripremajuci ga za slobodan Zivot u vremenu u kom zivi i u civilizaciji u kojoj se krece. Danas je to
sposobnost ucenja, razvijanje spremnosti coveka da permanentno uci i usavrSava se. Shvatanje da se
obrazovanje zavrSava profesionalnom diplomom dominiralo je u XX veku. Danas to ne vazi, diploma
treba da posluzi kao dokaz kompetencije za dalji rad, usavrSavanje i ucenje. Ma koliko dobra bila
tradicionalna Skola, mora se menjati kako bi zadovoljila potrebe svakog pojedinca i drustva u celini.

5. Internet sistemi predvideni za domace zadatke

Postoji veliki broj kvalitetnih internet sistema za domace zadatke koji se koriste kako bi podrzali
nastavni proces. WeBWork® je sistem za domace zadatke i ocenjivanje. Sadrzi preko 20000 problema
i podrzava kurseve algebre, analize, diskretne matematike, verovatnoce i statistike. Vise od 100
koledZa i srednjih Skola koriste taj sistem. On pruZa studentima automatsku povratnu informaciju i
ocenjuje njihov rad. Problem ovog sistema je sto je on namenjen samo matematici i profesori nemaju
mogucénost zadavanja svojih zadataka.

CALM? je razvijen na Univerzitetu u Indijani, njegovo koriiéenje je besplatno. Razvijen je kao
pomo¢ studentima prve godine koji studiraju hemiju na pomenutom Univerzitetu. Studenti koriste
CALM kako bi zavrsili obaveze koje su imali za domacdi i kao pripremu za vezbe. Zadatke mogu
raditi viSe puta, do kraja roka, bez negativnih poena za pogreSne odgovore.

Blackboard® je platforma namenjena organizaciji kurseva, koristi se na velikom broju
Univerziteta. lako je platforma napredna i pruZza puno mogucénosti, studenti zameraju nedostatak

povratnih informacija i problemati¢no unoSenje odgovora.

WeBWork (http://webwork.maa.org/index.html)
Computer Assisted Learning Meccethod (http://calm.indiana.edu/)
Blackboard (http://www.blackboard.com/)
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WebAssign* je sistem koji je razvijen na Univerzitetu u Severnoj Karolini za uéenje i refavanje
domac¢ih zadataka iz fizike putem interneta. Danas sadrzi brojne kurseve, testove, kvizove, simulacije
i ponose se time Sto imaju materijale iz 150 udzbenika. Nastavnici mogu sami da kreiraju zadatke, a
povratna informacija uc¢enicima o tacnosti reSenja je ogranicena.

Jedna od glavnih prednosti ovakvih sistema, koji su namenjeni u€enicima, je trenutna povratna
informacija i automatsko ocenjivanja koje je namenjeno njihovim nastavnicima. Ovakav nacin
pregledanja zadataka, podsti¢e uc¢enike da domaci zadatak shvate ozbiljno zato $to znaju da ¢e njihov
rad biti pregledan a ocene poslate nastavniku. lako ovakvi veb sistemi mogu biti od koristi, oni imaju
nedostatke, na primer ne uzimaju u obzir rad ucenika ve¢ samo reSenje, a nastavnici mogu imati

problema da otkriju gde ucenici grese.

6. Edukativna platfor ma eZbirka

eZbirka je veb platforma na kojoj ucenici mogu da rade elektronske domace zadatke (Slika 1).
Kada ucenik uradi domaci zadatak, potrebno je da upiSe svoje ime, elektronsku adresu i Sifru
nastavnika i da domaéi posalje. Ceo domaci zadatak se snima u bazu podataka i prikazuje se
nastavniku kada on pristupi administrativnom delu platforme.

[G]
e36upka =

= " (O

Slika 1. Poéetni izgled platforme

Osim §to treba da resi sve zadatke, ucenik ima moguénost da na kraju domaceg zadatka ostavi
komentar na zadatke, odnosno da napiSe da li mu je nesto bilo teSko ili nejasno i da li je imao
problema u radu. Na ovaj nacin se nastavnik upoznaje sa problemima svakog ucenika posle svakog
domaceg rada. Komentarisanje domacih zadataka nastavnicima moze da posluzi kao odgovor na to
koliko su ucenici u toku sa gradivom, §ta viSe vezbati na ¢asovima, na Sta obratiti paznju u toku
dodatnih i dopunskih nastavnih aktivnosti. Nastavnici dobijaju informacije na osnovu kojih mogu da
bolje planiraju rad u odeljenju. Ovakav nacin komunikacije, koris¢enjem multimedijalnih programa i
aplikacija, u¢enicima je jako blizak i kao takav im ne predstavlja problem.

Kada se nastavnik odluci koji domaci zadatak ucenici treba da urade — potrebno je da ucenicima
zada zadatak. Ucenici, koriste¢i pretrazivac treba da posete http://ezbirka.math.rs i da na pocetnoj
strani u polje za broj testa unesu broj koji im je nastavnik zadao. Svaki ucenik dobija zadatke koji
imaju identicnu formu i strukturu ali razliCite podatke, pocetne informacije i promenljive koje se
pojavljuju u tekstu zadatka. Postoji 260000 razli¢itih kombinacija jednog domaceg zadatka, tako da je
verovatno¢a da ¢e dva uCenika dobiti isti domaci zadatak svedena na minimum. Za ucenike koji
nemaju moguénost kori§¢enja raCunara i interneta, svaki domaci zadatak nastavnik ima moguénost da

Stampa i da ucenicima podeli papirnu verziju.

4 WebAssign (http://webassign.net/)
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Koriste¢i eZbirku, uc¢enici imaju moguénost da rade domace zadatke koji ve¢ postoje i koji su
rasporedeni po razredima i po nastavnim oblastima, prate¢i nastavni plan i program koji je propisalo
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloskog razvoja Republike Srbije za nastavni predmet matematika
(Slika 2). Nastavnik ne moze birati zadatke koji se nalaze u odredenom domacem zadatku, ali u
svakom trenutku ima uvid u zadatke koje ¢e ucenici dobiti.
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Slika 2. Spisak domacih zadataka za 5. razred osnovne Skole
Druga moguénost koju imaju nastavnici je da sami kreiraju domaci zadatak, tako §to ce
dodati nove zadatke ili ¢e za test birati zadatke koje ve¢ postoje na platformi (Slika 3). Ovako
napravljen domaci zadatak moze posluziti i kao test ili provera znanja u okviru cele nastavne oblasti.
Domaci zadatak koji nastavnik napravi nije vidljiv drugim nastavnicima.
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Slika 3. Forma kojom nastavnik moze napraviti svoj domaci zadatak.

Koriste¢i platformu ucenici rade isti domaci zadatak ali sa razli¢itim pocetnim podacima, pa je
prepisivanje reSenja zadataka svedeno na minimum. Ucenici ostavljaju komentare o zadacima koje
reSavaju, Sto nastavnicima moze znacajno da olakSa planiranje nastave. Nastavnici imaju moguénost
da analiziraju sve odgovore ucenika. Na osnovu tacnosti zadataka i ucestalosti gresaka imaju
mogucénost da zakljuce koji zadaci u€enicima predstavljaju problem i da planiraju naredne Casove
matematike.

7. Zakljucak

Ono sto karakteriSe inovativnu, modernu nastavu jesu uslovi u kojima ucenik postaje subjekat
nastavnog procesa, a nhjena suStinska usmerenost je ka razvoju mentalnih, posebno misaonih
sposobnosti 1 celovite li€nosti uc¢enika. Razvoj ucenika postaje glavni cilj ne samo nastavnika vec i
ucenika. Kada ucenik oseti potrebu i sposobnost za usavrSavanjem i motiv za samostalni razvoj -

nastavni proces za njega dobija jasno odredenu svrhu. Uloga domacih zadataka je da daci ostanu u
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kontaktu sa gradivom, i ako je to samo rutina koja se obavlja onda nema efekata. U svakom uzrastu
treba da ima saznajni doprinos za dete. Danas$nja deca brze misle, ali su krac¢e koncentrisana,
impulsivnija su i zahtevnija, pa je pomo¢ odraslog ¢lana porodice u ucenju ponekad neophodna.
Dosadasnja iskustva primene platforme eZbirka u nastavi pokazuju da ucenici pozitivno reaguju na
koriS¢enje raCunara za izradu domacih zadataka i svoje aktivnosti shvataju ozbiljno. Ovakav nacin
pristupa domac¢im zadacima omogucava da nastavnik detaljno planira nastavne aktivnosti u zavisnosti

od rada ucenika tokom izrade domacih zadataka.

Zahvalnica. Rad je deo projekta ,, Platforma eZbirka kao podrska efikasnosti nastave , Ministarstva
spoljne i unutradnjetrgovinei telekomunikacija Republike Srbije i Drustva matematicara Srbije i
projekta 174010, Ministarstva prosvete, nauke i tehnoloskog razvoja Republike Srbije.
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Apstrakt. Nakon osnovnoskolskog obrazovanja uéenici se susrecu sa polaganjem zavr§nog ispita koji ima
funkciju svedodanstva o usvojenim i utemeljenim znanjima kao i kompetencijama koje sti¢u tokom
obrazovanja. U ovom radu razmatraju se razni na¢ini za pripremu ucenika za polaganje zavr$nog ispita, sa
posebnim osvrtom na koris¢enje informacionih tehnologija. Posebna paznja posvecena je internet aplikaciji
,Zavrsni ispit”, kreiranoj na Matematickom fakultetu. Osim elektronskih testova, ova aplikacija omogucava
nastavnicima i u¢enicima pracenje napretka uéenika tokom procesa ucenja kao i kreiranje sopstvenih testova u

cilju uvezbavanja odredenih tipova zadataka.

Kljuéne redi: Zavrsni ispit; Informacione tehnologije; Elektronski testovi.

1. Uvod

DonoSenjem zakona o osnovama obrazovanja i vaspitanja, koji nalaZe polaganje male mature,
koja se ogleda u polaganju zavrsnog ispita na kraju osnovnoskolskog obrazovanja, ucenici se prvi put
susrecu sa takvom vrstom ispita. Na kraju osnovnoskolskog obrazovanja ucenici ¢e biti u obavezi da
polazu test iz maternjeg jezika, test iz matematike i test iz nauka koji ¢e sadrzati pitanja iz istorije,
geografije, biologije, fizike i hemije. Zavr$ni ispit ima za cilj da uporedi Skolska postignuc¢a, dok
rezultati treba da budu podsticaj za rad na poboljsanju nastave na nivou pojedinacnih skola, opstina,
gradova i zemlje u celini. Projekat ministarstva ,,Zavrs$ni ispit” postupno se uvodi od Skolske
2010/2011. godine. Postupnost se ogleda u postepenom povecéavanju broja nepoznatih zadataka na
testovima, sa namerom da Skolske 2013/2014., uCenici polazu tri navedena testa koja ¢e sadrzati
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potpuno nepoznate zadatke. Uobicajna je praksa da ulenici zasnivaju pripremu za zavrsni ispit na
zbirkama koje su namenjene pripremi za zavrsni ispit izdatim od strane Ministarstva prosvete. Takode
u gotovo svim osnovnim $kolama odrzava se pripremna nastava za polaganje zavr$nog ispita. Zbog
malog broja ¢asova, prevelikih grupa, i nedostatka vremena nastavnici su ¢esto suoceni sa frontalnim
nacinom izlaganja. A kao dodatna poteskoca javlja se i nemogucnost nastavnika da isprati napredak

svakog ucenika i otkrije koje su to oblasti i zadaci koje ucenik tesko savladava.

2. Elektronski materijali za ucenje

Napredak savremenih informacionih tehnologija kao i njihovo prodiranje u sve sfere drustva
doprineli su razvoju obrazovnih softvera. Medutim njihova primena u $kolama u Srbiji nije na
zavidnom nivou [1]. Razlozi za to mogu biti mnogobrojni, a jedan je svakako i to $to je besplatnih
obrazovnih softvera dostupnih na srpskom jeziku ima jako malo [5]. Upotreba obrazovnog softvera tj.
interaktivnih nastavnih materijala izaziva mnostvo pozitivnih efekata. Interaktivni nastavni materijali
mogu imati znacajnu ulogu kod razvijanja uéeni¢ke motivacije i istrazivackog duha [2]. Takode
savremeni programski paketi omogucavaju ociglednije i preciznije predstavljanje pojedinih nastavnih
sadrzaja pa informacione tehnologije mogu svakako biti svrsishodne u nastavnom procesu. Pojedini
interaktivni nastavni materijali kreirani su tako da zahtevaju aktivnost u¢enika. Koriste¢i tako kreirane
materijale ucenik postaje aktivan italac, prilagodavajuci tempo ucenja sopstvenim sposobnostima
[4]. Kao jedna vrsta interaktivnih nastavnih materijala izdvajaju se elektronski testovi. Osetna je sve
¢esc¢a primena elektronskih testova kako u sferi obrazovanja tako i u drugim oblastima. Zaposleni u
svetski poznatim kompanijama ¢esto su izlozeni obavezi popunjavanja elektronskih anketa, upitnika i
Kada je re¢ o obrazovanju, elektronski testovi se jos uvek ne koriste u velikoj meri ali njihova
primena postaje sve ¢eSca a testovi se sa razvojem informacionih tehnologija unapreduju. Za sada su,
uglavnom, aktuelni testovi zatvorenog tipa. Klju¢na prednost elektronskih testova je $to nastavnika
oslobada rutinskih poslova pregledanja, a ucenik automatski i blagovremeno dobija rezultate testa.
Ovakav vid testova ima i svojih nedostataka. Zapravo, postoje predmeti poput matematike gde je
postupak reSavanja zadataka bitan za nastavnika, pa u tom cilju treba unaprediti testove koji ¢e
sadrzati zadatke otvorenog tipa [7]. Takode, eleminisanje nastavnika iz procesa pregledanja nosi svoje
posledice, tj. nastavnik nema uvid u greske svojih ucenika, Sto ga onemogucava da utvrdi koje su to
oblasti i zadaci sa kojima ucenik ima poteSkoca. Jedno od resenja je predloZeno u u radu ,,Blended e-
assessment: Migrating classical exams to the digital world“ [6], gde je prikazana kombinovana
metoda testiranja. Ideja je da ucenici rade testove na papiru kao i do sada, potom se skeniraju testovi a
nakon toga ih nastavnik pregleda i postaju dostupni ucenicima putem interneta. Takode uc¢enik moze
da posalje eventualna pitanja nastavniku i u svakom trenutku pogleda sopstveni test. Ovakvim
nacinom testiranja otklonjeni su pojedini nedostaci elektronskog testiranja ali je nastavnik i dalje
opterec¢en pregledanjem velikog broja testova.

3. Internet aplikacija zavrsni ispit

Imajuc¢i u vidu prednosti i nedostatke ve¢ postojecih elektronskih testova, kreirana je
aplikacija ,,Zavrsni ispit “ koja je namenjena nastavnicima i uc¢enicima na kraju osnovnoskolskog
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obrazovanja kao pomo¢ i podrska prilikom pripreme u¢enika za zavrsni ispit. Primetna je pirsutnost
nekolicine obrazovnih softvera koji se bave zavrsnim ispitom, uglavhom zasnovanim na audio-
vizuelnom prezentovanju resenja zadataka iz zbirke za zavrsni ispit. Klju¢na prednost aplikacije koju
smo kreirali je §to omogucava nastavnicima pracenje napretka uc¢enika i utvrdivanje pojednih oblasti i
zadatka sa kojima ucenik ima poteskoca, bez pojedinacnog pregledanja testova. Takode nastavnik ima
uvid u kompletnu statistiku uspesnosti ucenika na testovima na nivou odeljenja ili pojedina¢nog
ucenika. Ucenik ima mogucénost da radi test koji ima formu kao i test na samom zavr$nom ispitu, a

takode pruzena mu je moguénost i da vezba pojedinu oblast i nivo.
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Slika 1.Pocgetna stranica internet aplikacije “Zavr$ni ispit”
4. Struktura i moguénosti aplikacije

Internet aplikacija ,,Zavrsni ispit” nudi korisniku Cetiri moguca pristupa aplikaciji. Aplikaciji
mozete pristupiti kao nastavnik, ucenik, administrator i student. Ovom prilikom detaljnije ¢e biti
opisana prva dva nacina pristupa. Prvi, ukoliko aplikaciji pristupate kao nastavnik, neophodno je da
kreirate korisnicki nalog a potom i da se ulogujete kako biste mogli da koristite moguc¢nosti aplikacije.
Samo kreiranje korisnickog naloga je vrlo jednostavno uz jasna upustva kKoja prate sam taj proces.
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Nakon kreiranja korisni¢kog naloga i logovanja, nastavniku se pruza mogucnost da kreira
sopstveno odeljenje i dodaje ucéenike u to odeljenje. Prilikom dodavanja uéenika u odeljenje,
automatski se generiSe identifikacioni broj ucenika koji ima znacajnu funkciju. Ideja je da nastavnik
svim ucenicima prosledi odgovarajuée identifikacione brojeve koji ¢e uCenicima sluziti za pristup
aplikaciji.
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Slika 3.Spisak uc¢enika jednog odeljenja

Ucenici ¢e pristupati internet aplikaciji putem identifikacionog broja i raditi testove, dok ¢e se
automatski beleziti statistika za te ucenike. Nastavnik moze pogledati statistiku na nivou odeljenja ili

za jednog ucenika.
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Slika 4.Statistika na nivou jednog odeljenja

Jedna od klju¢nih prednosti aplikacije je $to nudi korisniku pracenje napretka jednog po
jednog ucenika. Vazno je napomenuti da svaki od testova koje rade ucenici, a koji ulaze u statistiku,
sadrze pet grupa zadataka iz oblasti: brojevi i operacije sa njima, algebra i funkcije, geometrija,
merenje i obrada podataka, kao $to je uinjeno i u zbirci za zavrSni ispit izdatoj od strane
Ministarstva prosvete. Takode u testovima su zastupljeni zadaci sa sva tri nivoa: osnovnog, srednjeg i
naprednog. Svaki od testova koji ucenici rade je razli¢it, tj. svaki od zadataka na testu se bira
metodom sluc¢ajnog izbora iz ta¢no odredene grupe zadataka, Sto zapravo znali da, recimo, prvi
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zadatak mora biti izabran iz oblasti brojevi i operacije sa njima-osnovni nivo, dok recimo dvadeseti
zadatak mora biti izabran iz grupe zadataka obrada podataka-napredni nivo. Ovo saznanje je bitno za
nastavnika jer ¢e moc¢i na osnovu automatskih rezultata testova i bez rutinskog pregledanja svakog
testa da zakljuci koje su to problemati¢ne oblasti i zadaci za svakog ucenika.

Ta4yHu ogroeopn HeTta4yHu ogroeopu HeogroeopeHo

{F

20
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Slika 5.Statistika za jednog ucenika

Jo§ jedna od mogucnosti koja nastavniku stoji na raspolaganju je i kreiranje sopstvenih
testova, gde nastavnik ima priliku da kreira sopstveni test sa izabranim zadacima koje ¢e svi ucenici
raditi. Aplikacija je kreirana tako da iziskuje minimalno vreme i napore nastavnika za kreiranje
jednog takvog testa.

Ucenici, takode, imaju nekoliko moguénosti na raspolaganju, tj. oni mogu raditi neki od
testova koji po strukturi podsecaju na testove za zavrSni ispit, potom mogu izabrati da rade neki od
testova koje je kreirao njihov nastavnik, zatim da uvezbavaju odredenu oblast i nivo ili da urade neki
od testova koji je prethodnih godina bio na zavr$nom ispitu. Da bi bila zabelezena statistika za
odredenog ucenika, neophodno je da uéenik unese identifikacioni broj. Ukoliko u¢enik ne unese
identifikacioni broj koji je dobio od nastavnika on svakako moze raditi testove, ali u tom slucaju

statistika za tog uéenika nece biti sacuvana.
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Slika 6.1zgled testa

5. Zakljucak

Rezultati istrazivanja na temu zastupljenosti raGunara U nastavi [3], pokazuju da se u Skolama
racunari ne koriste u dovoljnoj meri, kao i u¢enicku zelju i spremnost da ucestvuju u ovakvom vidu
nastave koja zahteva kori$¢enje racunara i informacionih tehnologija. Jasno je izrazena potreba za
kreiranjem obrazovnih softvera koji ¢e biti svrsishodni naSem obrazovnom sistemu. U tom cilju
nastaje nekoliko aplikacija Geogebra centra Beograd, medu kojima je i aplikacija ,,Zavrsni ispit”.

Za sada se radi na razvoju aplikacije ,,Zavr$ni ispit koja se odnosi na zavrS$ni test iz
matematike. Aplikacija je kreirana tako da se moze unaprediti da postane funkcionala i za pripremanje
ucenika za test iz srpskog jezika i nauka. Ono $to je prednost pored veé pomenute mogucnosti
pracenja napretka ucenika i utvrdivanja problemati¢nih oblasti i zadataka za pojedinacnog ucenika, je
$to ovakav vid pripreme moze znatno uticati na razvijanje uceni¢ke motivacije, kao i pozitivnog stava
prema informacionim tehnologijama u nastavi. Ovakvim pristupom pripremnoj nastavi, eliminisana je
moguénost uéenja zadataka napamet ili prepisivanja. Nastavnik dobija sve informacije i saznanja kao
da je individualno radio sa ucenicima a Citav proces odvija se automatski. Sada je uloga nastavnika
izmenjena, jer je nastavnik osloboden rutinskog pregledanja, a dobija ulogu stratega, organizatora i
koordinatora procesa pripremanja. Za sada aplikacija je testirana na malom broju ucenika, koji su
iskazali vrlo pozitivne reakcije i postigli zavidne rezultate na zavr$nom ispitu. U planu je i izrada
interaktivnih nastavnih materijala koji ¢e pratiti svaku od oblasti uz odgovaraju¢a vezbanja. Cilj je da
ucenik postane aktivan ¢italac materijala koji ¢e mu pomoci da razume nastavne sadrzaje i koji ¢e ga
motivisati i podsticati na dalji rad.

Nauéno-tehnoloSka revolucija i neprestano napredovanje informacionih tehnologija znatno uti¢u
na razvoj mnogih segmenata drustva pa se ocekuju inovacije na polju obrazovanja. Neophodno je
obezbediti savremeno, svrsishodno i inovativno obrazovanje koje ¢e moc¢i da odgovori potrebama
savremenog Coveka. Ucenja iz razlicitih izvora, koriS¢enjem razli¢itih pristupa kao i pogodnosti
informacionih tehnologija svakako su jedan od segmenata koji znatno utiCe na unapredivanje

nastavnog procesa koji ¢e obezbediti kvalitetnije obrazovanje ucenika.
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Abstract.This paper focuses on the use of mathematical software in teaching and research in the context of
enhancing the student comprehension of the subject or solving a specific problem in research. Based on
experience, it has been shown in the pro et contra form, that the success in achieving predetermined objectives
might be missed unless the software is used as a supplementary aid and not as the only tool. It has also been
shown that sometimes one software package may not suffice. Examples are given for the use of computer-
generated results in classroom and research, along with tips and tricks for making the most of it. One example is
the use of GeoGebra for the analysis of a given function in a classroom with the reflection on the amount of
acquired conceptual and procedural knowledge of students. Another example is the use of Wolfram
Mathematica and MathWorks MATLAB in research concerning limiting performances of adsorption based
plasmonic sensors with reflection on numerical error propagation and the benefits from analytical solutions
together with numerical simulations to the analysis of physical phenomena in general.

Keywords: analytical thinking; conceptual knowledge; numerical errors; research methodology; teaching
strategies.

1. Introduction

During the last two decades we have experienced major advances in the field of Information
Technologies (IT). The development of new technologies and more importantly the wide commercial
launch of consumer products based on these technologies in the society (e.g. cellular phones, personal
computers, GPS, computer pads etc.) have created a whole new environment in our cities, our
working places and our homes. One arena where the new IT-technologies have been widely
introduced is the variety of educational institutions ranging from kindergartens to graduate education
at the universities. While it is commonly accepted that the IT-tools are used for teaching Mathematics
and Technology at the university level, in the public discourse it is much more controversial to
introduce the I1T-tools (computers, computer pads etc.) for teaching kindergarten children to read and
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write, but also even to learn elementary Mathematics. Some discussions about teaching children
mathematics using IT-tools are presented in [1,2].

The widespread use of IT-technologies in education includes all fields of study and the minor
paradox is that the new IT-technologies are sometimes more extensively used in the studies of
languages, social sciences or even theology while they are sometimes less extensively used in the
process of teaching and learning Mathematics. This constitutes a paradox in a sense that the IT-
technologies are originally very strongly related to and based on mathematical sciences.

IT-technologies can be used not only for actual learning but also for the assessment of learning
[3]. The (computer-aided) didactical method itself can also be assessed and evaluated. The common
point of view for that evaluation is the amount of acquired knowledge and learning objectives but
there are situations when students use acquired mathematical concepts and skills well while answering
queries during their school time but are unable to apply that knowledge later in real life situations.
Many professions rely on solving problems that can be formulated in a mathematical manner; a
research-based profession is the best example. It is important then to find out is that ability to apply
mathematical background for solving problems in real life situations a matter of talent or it can be
learned too? Is there a method suitable for adopting the ability for such knowledge transfer?

This paper addresses the use of software in teaching mathematics, its advantages and weaknesses,
from two different aspects: the first one focuses on learning objectives and acquiring knowledge, the
second one focuses on the ability to properly apply the acquired/latent knowledge later in practice.

2. | T-tools (GeoGebra) in the Mathematics education

Any didactical method or tool has its place in the process of teaching. For instance, frontal
teaching is suitable for introductory lessons contrary to group work and student-centred or hands-in
learning which are more suitable for specific topics. So, we address here mathematical software as a
didactical tool first. Later, we speculate on ways it could be used in classroom.

There are currently a number of dedicated Computer-based tools (software products) which are
targeting the teachers at all levels of compulsory educations (kindergartens, elementary schools,
middle schools and high schools) offering the possibilities to facilitate teaching and boost the learning
process of Mathematics for young students. This is particularly important since the political
leadership and lawmakers in many countries are given information that the Mathematics proficiency
of young students in their respective countries is deteriorating and that this process puts the entire
countries future competitiveness at risk [4]. Thus the politicians and lawmakers are exercising
pressure on the educational system to try the new teaching methods including the use of Computer-
based tools, in order to improve the results of Mathematics education in their respective countries.

A logical question arises then — when does the use of computers enhances the process learning
and teaching? Different research studies [1] indicate that the effectiveness of using the IT-
technologies in the classroom often varies as a consequence of the variety of the available technical
equipment in schools (both hardware and software), the variety of teachers IT-skills, the fact that a
successful use of technology is not an isolated issue but is affected by the current reforms (curriculum,
teacher professional development, ...) etc. Thus in addition to being expensive, it is also difficult to
conduct rigorous studies to document the effects of technology deployment. Thus such studies are
relatively rare. Another difficulty with such studies is their inherently multidisciplinary nature. In
other words: in order to obtain reliable results not only the work by educational scholars but also the
work by education-skilled IT-professionals is needed.
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Another important factor in Mathematics education is the generally observed anxiety on the part
of the students, but unfortunately also on the part of many teachers, about the Mathematics as a
subject. Students, and many teachers, feel that their own Mathematics skills are insufficient and that it
is very difficult (if not impaossible) to really understand Mathematics. In order to get help then the use
of IT-tools is considered by some teachers and students as a possible remedy [5]. Some studies [5]
recognize that IT-tools in Mathematics education can be applied both in learning of procedural and
practical skills and in encouraging conceptual understanding. As the benefits of using IT-tools in
teaching mathematics they indicate that students are more active in the learning process, that the
technology provides instant feedback and that it may contribute in reduction of anxiety related to
Mathematics education. One such IT-based tool is GeoGebra. It can be used to improve conceptual
understanding of mathematics.

GeoGebra is an interactive geometry, algebra, and calculus application, intended for teachers and
students. Most parts of GeoGebra are free software. GeoGebra is written in Java and thus available for
multiple platforms. Many parts of GeoGebra have been ported to HTML5 by using the Google Web
Toolkit. The creator of GeoGebra, Markus Hohenwarter, started the project in 2001 at the University
of Salzburg, continuing it at Florida Atlantic University (2006—-2008), Florida State University (2008—
2009), and now at the University of Linz, under the leadership of Michael Borcherds, together with
the help of open-source developers and translators all over the world. In Serbia, GeoGebra Centre
Belgrade [6] and GeoGebra Institute in Novi Sad [7] contribute to a wider use of GeoGebra and
improvement of this software by providing training, support, free teaching materials, by conducting
research about the effects of the application of GeoGebra in teaching and by collaborating with other
GeoGebra institutes.

During their senior year at the high school, the students are studying the flow and graphs of
functions of one variable. Investigation of the flow of given function is a procedural skill and
students, depending on their skills, easily and quickly learn the required algorithms. Difficulties occur
when the student is required to graphically interpret the derived results. Also, a number of students
experience difficulties in the interpretation of function's properties that is based solely on a given
graph of the function. In other words they have difficulties to understand the properties of a function
from a given graph of the function. At a recent mid-term exam in School of electrical engineering
"Nikola Tesla" in Pancevo, in the experimental group for telecommunication technicians (fourth
grade, 2012-2013 school year), the students were given a problem where they were required to
determine the properties of a function given in both an analytic and graphic form (See Fig. 1). Most
students have automatically chosen the algorithmic solution of the problem, and just a few students
have tried to read the function's properties using the graph. This example indicates that students have
difficulties in determining the properties of functions based on its graph and are therefore reluctant to
leave the algorithmic thinking aside.

2.1. Examples: mid-ter m exam problems

is shown.

X
In Fig. 1 a graph of the function f(X) = 1

2

Based on the graph determine:
a) domain of the function
b) zeroes of the function (intersection of given function with the x-axis)
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c) intersection of the function with the y-axis

d) sign of the function

e) parity of the function

) asymptotes of the function

g) intervals of monotonicity and extreme values of the function

h) intervals of convexity and concavity and inflection points of the function

(E]

Figurel. The graph of the function created by the use of GeoGebra
Using GeoGebra, it may be possible to direct the students to a different way of thinking. On
introductory lessons, when a student still does not know how to draw a graph of a given function, the
use of GeoGebra and appropriate teachers' instructions can help her/him to learn how to determine the
function's properties by using the given graph of the function (See Fig. 2).
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Figure2. The Example of a function plot in GeoGebra used in investigation of function properties
By reducing the time needed for drawing a graph of a function and providing the possibility of
plotting any function, GeoGebra provides an opportunity for the student to discuss and grasp various
examples of function graphs. It enriches the personal experience related to interpretation of the
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functions' properties by using their graphs. In this way the student is prepared for the graphical
interpretation of the results obtained by investigating the flow function. Later, when plotting of
functions’ graphs is done by using the analytical investigations of the functions’ flows, a student can
use GeoGebra for a quick validation of the results.

Although, as indicated above, GeoGebra helps in learning Mathematics, it has some limitations.
For example when determining the asymptotes of some irrational and logarithmic functions, we
experienced some problems (See Fig.3).

Figure3. The Example of GeoGebras limitations (used version GeoGebra 4.0.19.0)

. . . . X+1 . o
It is obvious that the given function f (X) = ,/—1 has a vertical asymptote x=1, but it is not
X_

listed in the list of asymptotes and it is not drawn while horizontal asymptote y=1 is listed and drawn.
Therefore, GeoGebra should be used as an aid in Mathematics teaching but we should never
forget that its’ effects on the learning process will always depend on the creator of teaching.

3. Mathematical software and the knowledge transfer to real life problems

There are many problems that teachers face while doing their job but to motivate the students
happens to be the biggest challenge, especially in the environment with omnipresent computer-aided
tools. Why would we learn how to find square root of a number if pocket calculator does it? Why
would we learn to draw a graph of a function if GeoGebra may do that for us? Why would we learn
anything if there is a quicker way to get the result?

The fact is that the more advanced the use of IT is, the greater the knowledge is needed for the
interpretation of results and the consequences are more serious. Solving real life problems goes far
beyond being thorough, conscientious, meticulous... Although there are many methods to ‘put the
knowledge into people’s heads’, pulling the (hopefully lasting) knowledge out (in a proper way!) does
not seem to be of such concern. We propose here learning by example and give two examples.

The first example addresses applying the solution to Riccati differential equation in a context of
the (computer-aided) plasmonic sensor development and the ability to recognize, correct and prevent
the propagation of numerical errors.

The second one addresses solving systems of linear differential equations by the use of symbolic
math routines in MATLAB, Mathematica or MAPLE software packages and the ability to apply and
transform these solutions into a more convenient form from the practical point of view where the
transient or steady-state response of a sensor may be distinctive.
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3.1. The propagation of numerical errorsin plasmonic sensor resear ch and development
Plasmonic sensor research is performed in many application areas (homeland security, oil
industry, food industry, drug industry, environmental protection...) with great expectations referring
to extremely high sensitivities (single molecule detection) and fast response (nanosecond dynamics).
The operation of these sensors is based on surface sensitive phenomena: adsorbed particles from the
surrounding fluid affect surface properties and sensor's read-out, so deterministic time evolution of the
number of adsorbed particles is of great interest for the research concerning response time and the
steady-state response. Process dynamics in a simple case of mono-component monolayer adsorption
in a closed system is modelled by the following second order linear Riccati differential equation.
dN,
dt

:ka(NO_Na)(M _Na)_dea (1)

N, is the number of adsorbed molecules, Ny is the initial number of molecules in the system, M is
the number of adsorption centres on the sensors active surface area, k, and ky are the rates of
adsorption and desorption, respectively. Assuming the initial condition zero (at the beginning of the
process the surface was clean without any adsorbate molecules), the solution to (1) is [8]

B (1_ e Ka(r=A)t )

2
y— ﬂe_ka(}’—ﬂ)t ( )

N, (t)

a

(2) gives the time evolution of the number of adsorbed molecules where yandg are calculated
according to the following expressions:

2
7:% kﬁ+NO+M +\/(kﬁ+No+M] —4NyM

a a

3)

2
1) kg K
=—|—+Ny+M—,[| —+Ny+M | —4N;M
ﬂ 2| k 0 \/[ka 0 J 0

a
It is easy to prove that yandg are real (all constants in (3) are real positive numbers) and that all
transient exponential parts in (2) vanish in time leaving £ as a stationary state. The typical graph of a
time evolution of the number of adsorbed molecules is monotone exponential growth from zero to
thatstationary state . But, for methane adsorption on a golden surface with M = 6.25:10* adsorption
centres, at the temperature 300 K, with the initial pressure that provides N, = 7.246'10™ gas molecules
and with the rate constants being k, = 8.3910™ and ky = 2.98810%, the result for the stationary state /3
obtained by using the MATLAB R2012a environment (Windows7 x64, double precision) is zero. The
procedures for calculating these constants may be found in [8-9]. Zero can hardly be a maximum for
the monotone exponential growth of real positive numbers, so what we have here is an obvious
example for the propagation of the numerical errors. If the expression for gin (3) is multiplied by

2
[Ed-F N0+M]+\/(td+ NO+MJ —4NyM

2
(kd-i- N0+Mj+\/{kd+ N0+M} —4NyM
ka ka

104

(4)



it remains mathematically the same, but the final result can be transformed to

AN,M

®)

2
[td+ N0+Mj+ (tdj +(N0—M)2+2Ed(NO+M)
L a a -

a

The result for Sis now 1.27:10°.This form is more resistant to the propagation of numerical errors.
This is not an intuitive step for a young researcher, and even experienced scientists are not always
aware of what is to be expected as a result in a new scientific field. It is only the unexpected value that
invokes the additional effort in stepping back to examining the even simple solutions and the
physically feasible values may not necessarily be the correct ones.

The propagation of numerical errors is not the only danger to the interpretation of results that
might be crucial, even life-threatening (like in medical research for instance). Numerical solutions
apply to a certain situation specified by a given set of parameters and analytical solution can lead to
general conclusions.

3.2. Analytical solutions and numerical simulations

In case the equilibrium constant is low or the initial number of gas molecules greatly exceeds the
number of adsorption centres on the surface (for any gas species), the adsorption-desorption process
of the mixture of r gases is modelled by the following set of equations

MNai e IM-TN kN i—1
=k _Z aj |~ ®d,iNai I=1..r (6)
j=1

dt

M is the number of adsorption centres on the surface, N,; is the number of adsorbed molecules of
ith gas species in the mixture of r different gases and k;; and kgy; are its rates of adsorption and
desorption, respectively. The snapshot of the solution to (6) in case of simple bi-analyte mixture,

obtained by the use of MathWorks MATLAB's symbolic toolbox is given in Figure 4.
»> syms Mkl K2 kdl kd2 y1 y2 Nal Na2
>> [y1.y2]=dsolve (Dyl==kl1*M-kl1*y1-kl1 *y2-kd1*y1" Dy2==k12*M-k2*y2-ki2*y2-kd2*y2" y1 (0)=0','y2(0)=0")
yl=
(exp(-t*(kdl + K1) *exp(-t*(kd2 + 2*kI2))* (kd2*exp(t*(kd2 + 2*KI2))*(M*KI1"2 + M*kd1*K1 - M*kd2*Kl]l - M*kl1*k2)/((kd1
+ KI1)*(kd] - kd2 + k1 - 2*Kk12)) - (M*Ki1 *exp(kd1*t +kI1*)*(kd] - kd2 + ki1 - KI2))/((kdl +kI1)*(kdl - kd2 + ki1 - 2*Ki2))) -
ked1*exp(t* (kd2 + 2*KI2))*(M*Ki142 +M*kd1*kl1 - M*kd2*kl1 - M*d1*kd2)/((kd] +1d1)*(kd] -kd2 + 11 - 2*Ki2)) -(M*kd1*
exp(ldl*t + KI1*)*(kd] - kd2 + kil - KI2))/((edl + KkI1)*(kdl - kd2 + k1 - 2*ki2))) - kIl *exp(t*(kd2 + 2*KI2)*(M*KI1"2 +
M=led 1kl - M*kd2*kl1 - M*id1*Kk12)/((ked] +1d1)*(ked] - kd2 +1d1 - 2*Kd2)) - (M*kd1*exp(d1*t +kd1*)*(kd] - kd2 + 11 -
KI2)/((kdl + KITY*(kdl - kd2 + K1 - 2*ki2))) + 2*KI2®exp(t*(kd2 + 2*KI2)y*(M*KI1"2 + M*kd1*Kll - M*kd2*kil - M*KI1
*K2)/((kd] +kI1)*(kdl -kd2 + K1 - 2*KI2)) - (M*Kl1*exp(kdl*t +ki1*t)*(kdl -kd2 + K1 - K2))/((kdl + kI1)*(kd] - kd2 + K1 -
2*K2))) + K1 *exp(*(kd] + KII)*((M*KI2)/(kd2 + 2*k2) - (M*KI2*exp(led2*t)*exp(2*kI2*1))/(kd2 + 2*kI2))))/(kd] - kd2 +KI1 -
2%Kd2)
y2=

-exp(-t*(kd2 + 2*KID)* (M KI2)/(kd2 + 27K12) - (M*ki2*exp(kd2*{)*exp(2*k12*1))/(kd2 + 2*kI2))
Figure 4. The Solution for bi-analyte mixture obtained by MATLAB

Biological gas mixtures for aerobic or anaerobic growth consist of three gases, medical gas
mixtures for lung diffusion or pulmonary function testing might have up to 5 gases and natural gas
standard in oil industry refers to a mixture of 9 gases. From an engineers’ point of view, the solution
showed in Figure 4 might not be the best choice.

The equations in set (6) are linear: solvable by the use of Laplace transform. So, we try a different
approach. After the Laplace transform, the initial set of differential equations in time domain
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transforms into a set of algebraic equations in a complex domain where the independent variable here
is denoted with w.

WNa’i:kL{M —iNa’j]—kdyiNa’i i=1,.r (7)
j=1

After solving the system (7) in complex domain, by the use of the inverse Laplace transformation
one gets the expressions for the time evolutions of N,; in time domain. The snapshot of the solution to
(7) in case of simple bi-analyte mixture, obtained by the use of MathWorks MATLAB's symbolic

toolbox is given in Figure 5.

>>syms M1 K2 kdl kd2 v1 y2 Nal Nalw

>> [Nal ,Na2]=solve('w*Nal=kl1*(M/w-Nal-Na2)-kd1*Nal','w*Na2=kl2*(M/'w-Nal -Na2)-kd2*Na2' Nal Na2)

Nal =

M= *(ked2 + w))/(w*(kd 1 *kd2 + kd1*K2 + kd2*K1 + kd1*w + kd2*w + K1 *w + K2*w +w"2))

Na2 =

M=R2*(kd] + w))/(wH(kd]1*kd2 + kd1*kl2 + kd2*kl]l + kdl*w + kd2*w + K1 *w + kl2*w + w"2))

>> ilaplace(Nal,w)

ans =

MFed2*k1 ) (kd1 *kd2 + kd1*kI2 + kd2*k1) - MM*kd2*kd1%exp(-w*(kd1/2 +kd2/2 + kI1/2 + K2/2))*(cosh(w* (kd1"2/4 - (kdl
*ed2y2 + (kd1*K1Y2 - (kd1*KI2)2 + kd22/4 - (kd2*KI1)2 + (kd2*KI2)2 + KI142/4 + (KI1*KI2)/2 + K272/4Y(1/2)) - (sinh{w*(kdl
A2/4 - (kd1*kd2)2 + (kd1*KI1)2 - (kd1*K2)2 +kd22/4 - (kd2*K1)/2 + (kd2*K2)2 + KI172/4 + (K1*K2)/2 + k2~

2D kdl/2 +kd2/2 + K12 + K22 - M*1*hd2”2 + M*d1*d2%kd2 - M*hkd1*1*K2)/(M*ed2*k11) 1)/ (kd172/4 - (kdl
*ed2)2 + (kd1*K1Y2 - (kd1*KI2)2 + kd22/4 - (kd2*KI1)/2 + (kd2*K2)2 + K172/4 + (K1*K2)/2 + K224y 12)) (kd1 *kd2 +
kd1*K12 + kd2*Kl1)

>> ilaplace(INal w)

ans =

(M*ed1*K2)/(ked1*kd2 +kd1*k2 + kd2*kd1) - MM*kd] *k2*exp(-w*(kd1/2 +kd2/2 + KI1/2 + K2/2))*(cosh(w*(kd1"2/4 - (kdl
*ed2)2 + (ed1¥Hd1)2 - (ed1*H12)/2 + kd272/4 - (ed2*11)/2 + (kd2*kI2)/2 +1d142/4 + (k1 *K12)/2 + KkI2742/4Y4(1/2)) - (simhfw*(kd1
204 - (kd1*kd2)2 + (kd1*KI1)V2 - (kd1*K2)2 +kd272/4 - (kd2*K1)/2 + (kd2*KI2)2 + KI1"2/4 + (KI1*K2)2 + KR~

249U *(kd1/2 +kd2/2 + K12 + K22 - M*2%kd1"2 + M*d1*k2%kd] - M*kd2*K1*K2)/(M*kd 1 *k12)))/ (kd1/2/4 - (kdl
*1d2)/2 + (kd1*d1)2 - (kd1*d2)2 + kd272/4 - (d2¥K1)/2 + (kd2¥d2)/2 + K1742/4 + (WA1¥K2)/2 + K222/ (12)/(kd] *ed2 +
kd1*K12 + kd2*Kkl1)

Figure 5. The use of Laplace transform in MATLAB in case of bi-analyte mixture for bi-analyte mixture

Figure 6 shows time evolutions obtained by using the solutions from figure 5. The number of
adsorbed molecules in figure 6 is calculated for: methane alone at the pressure of 1 Pa (blue line),
benzene alone at the pressure of 0.1 mPa (red line), methane component in their bi-analyte mixture
(green circles), benzene component in their bi-analyte mixture (magenta squares) and their bi-analyte
mixture (black dots).

The results from figure 6 are unusable, because they do not exist for realistic times (times greater
than 1 ns). Knowing the importance of roots for the Laplace transform, we discard the MATLAB
solution for the system (7), solve the system (7) by hand and, by letting MATLAB do the inverse
Laplace transform. The result of this procedure is shown in Figure 7.

Implemented in Wolfram Mathematica 9 the same procedure gives the same result(Figure 8).

This result is quite satisfactory in many ways. Figure 9 shows graph with full range of
successfully calculated data (contrary to figure 6). Mathematically, the solutions from figure 7 and
figure 5 are equivalent, but hyperbolic functions from the solution in figure 5 are now transformed
into exponential functions in figure 7, which means the propagation of numerical errors is less
probable to occur.
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Figure 6. The results for methane-benzene gas mixture, procedure from Figure 5

>>syms M kil k2 kdl kd2 v1 v2 Nal Na2zl z2

== Nal=(kD*M*(s+kd2))/(s*(s-2z1)*(s-z2));

>> Na2=(kl2*M*(s+kd1))/(s*(s-z1)*(s-22))]

> flaplace(Nal)

ans =

(exp(t*z] ) (M*ed2*kll +M*d1*21)/(z1%(z1 - 22)) - (exp(t*z2y* (M *ed2*ld]l + M*d1*22))/(22%(z]1 - z2)) + V[ *ed2*Kd1)/(z1%22)
> ilaplace(Na2)

ans =

(exp(t*z1y*(M*kd1*kI2 + M*kI2*21))/(z1%(z1 - 22)) - (exp(t*z2)*(M*kd1*Kl2 + M*kI2*22))/(22%(z] - 22)) + (M*kd1 *ki2)/(z1*22)

Figure 7. Bi-analyte mixture, Laplace transform with roots in MATLAB

InverselaplaceTransform [ (k12 sMe (s + kdl) ) / (s=x(s-21) = (5-22})}, =, t]

|" 25 (kdl - z1) kdl 5% (_kdl - z2)

klz M

z1l [z1-z22) zlz2 (zl-z2) z2

Figure 8. Bi-analyte mixture, part of solution obtained from Wolfram Mathematica

Na [molecules]

0 -20 I-1E I-1III I-E I:II 5
10 10 10 10 10 10
t[s]
Figure 9. Results for methane-benzene gas mixture, procedure from Figure 7

From an engineer’s point of view, expressions with exponential functions are more useful: it is
easy to analyse the solution with reflection on roots z; and z, (‘are roots always real positive?' or ‘can
adsorption-desorption process become oscillatory?'), one can see the transients (the evanescent
exponential solutions), the steady-state (stationary) response; one can analyse the impact of rate
constants on the temporal response or steady-state of a sensor, the impact of physical parameters like

pressure and temperature on different constants ...

107



The fact is that the procedure in Fig. 5 would give the full scale result like in Fig 7 if only
hyperbolic functions would be transformed into exponential form, but simplification in MATLAB
does not make that. Mathematica did give these solutions with exponential terms instead of
hyperbolic. Analytical solutions are best for drawing general conclusions but in some situations in
contemporary science, numerical simulations are the only possible yet.

The cultivation of critical thinking and analytical approach towards the result comprehension or
interpretation are not usual learning objectives but they have great practical value for student ability to
actualize hers/his knowledge so we propose the use of these examples in teaching corresponding
mathematical lessons.

4. Conclusion

This paper addresses different methods of teaching mathematics in an IT environment from two
different aspects: first aspect referring to enhancing the student comprehension, the second aspect
referring to knowledge transfer to solving problems in real life situations whether in an under/post
graduate research or in future professional life.

The advantages and disadvantages of the use of software in various fields (science, education)
described in this paper indicate the need for educating students in this direction. Students should be
encouraged to use the software in learning process, but they should also be trained to recognize the
advantages and disadvantages of particular software packages and based on the tasks' needs to choose
the one that will give them the best solution of the problem. In this way, they develop the ability for
proper selection of software and the capability of evaluation the results™ validity that are obtained by
applying certain software.
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Exe aniaukanuja - Kpeupame HACTABHUX MaTepHjajia U3 MaTeMaTHKe
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Ancrpakr. Enextponcko yuewe y CpOuju mocieamux TOAWHA IIOCTaje CBE MNPHUCYTHUjE H
CBPCHUCXOJIHH]E, KAKO KPO3 yIoTpeOy eIeKTPOHCKUX HACTaBHHUX CPEICTaBa, TaKO U KPo3 crielu(uyuHe
obnuke xuOpuHEe HAcTaBe Koja KOMOMHYje KIacCHYHY M OHJIajH HacTaBy. MHOTrMMa ce YMHH Ja je
BeoMa ONM3y TpeHyTak Kajga he ce HacTaBHU MpoLeC CBE BUIIE OABHjaTU y3 YHOTpeOy pasiUuUuTHX
nporpaMa Koju ce€ y HOTIYHOCTH peajin3yjy Yy €NeKTPOHCKOM OKpYKembY. Y OCHOBHOM 00Opa3zoBamy
xuOprHa HAcTaBa TPEHYTHO NpEACTaB/ba HEUCIPIHY MOTYRHOCT Aa ce€ UCTOBPEMEHO HCKOPHUCTE
no0pe cTpaHe KJIacCHYHE HacTaBe, ajld M MPEAHOCTH Pa3IUUMTHX CHCTEMA 32 YIPaBJbambe YUCHEM H
ENIEKTPOHKHX HACTaBHHUX MaTepujaia. Llusb oBor paza je ma mpencraBu jenaH o OOJBHMX ajata 3a
Kpeupame EIeKTPOHCKUX HACTaBHHX MaTepujasiia - mporpam e€Xelearning u mpukaxe NpeIHOCTH
OBaKO HaCTaJIUX MaTepHjajia y CaBpeMEHOM HacTaBHOM mnpornecy. OnucuBameM HaUMHa HHCTATNPAba
OBOT' TIpOrpamMa, HEeroBUX OCHOBHHMX (PYHKIMja M JaBameéM KOHKPETHOI HpuMepa 3a o0paiy jeqHe
HACTaBHE TeMe, IIPenopyuyje ce Kopuiheme OBOr IporpaMa CBUM HACTAaBHUIIMMA MaTeMaTHKE, YaK U
OHMMa ca OCHOBHHM HHUBOOM 00Y4EHOCTH 3a Kopulheme pauyHapa.

KibyuHe peun: eleKTpOHCKH HACTaBHU MaTepHjaiu; exelearning; MaTreMaTuka.

1. YBog

[lon nHacTaBHMM MaTtepujaiuMa IMOIPa3yMeBaMO CBE MaTepujajie KOje HAaCTaBHHUK KOPHCTH Y
HACTaBH, OMJIO J1a MX Kpempa caM wiM KopucTu Tyhe. [lo ckopa cy ce y HamMM MIKojIaMa MOTJIH
CpecTH MCKJbYYMBO INTaMIIAaHM HAacTaBHM Marepujanu. Melytum, ca pas3BojeM HH(GOPMALHMOHUX
TEXHOJIOTuja, a npe cBera MuTtepHera, cBe yemhe cy y ynoTpeOu eleKTpOHCKH HACTaBHU MaTepHjaliu.
Tome je 3HauajHO HOMpHUHENA U cBE OOJba ONMPEMIBEHOCT IIKOJa pauyHapuMma. HacraBuu marepujainmy,
0uJIo fa cy mTaMIaHd WM eEKTPOHCKU, KOPHUCTE C€ ca IMJbEM Ja YUCHUKE 3aHHTEPECyjy 3a TeMy,
MOJCTAKHY WX HAa Pa3MUILJbame, KPUTHYKO MPOMUIIUbAKE M aKTHBAH MPUCTYI yuewy. [la Ou ce cBe
TO MTOCTHUTIIO, IOTPEOHO je N1a ce 3a10BOJbH oaroBapajyha ¢opma, koja uMa jacHy JIOTHUKY CTPYKTYPY,
U caJp)Kaje MpecTaB/ba Ha MEIarolIKi NMPUXBAT/bMB M 3aHUMJBMB Ha4dMH. Tako je, IpH Kpeupamwy
HACTaBHUX MaTepujajia, MOTPEOHO M3]BOJUTH IEIHHE Y KOJUMa MCTUYEMO IHJBEBE KOje JKEIUMO Ja
IIOCTUTHEMO, jacHO NedWHUCATH aKTUBHOCTH Koje he ydeHWIm 00aBJpaTH, a BAXKHO j€ TMOHYAUTH H
HavnHe Ha Koje he ydeHnum Mohu Aa camu poBepe y K0joj Cy MepH caBiaaaiu rpaguso. Canpxaje je
noTpeOHO NpeacTaB/baTH HA MHTEPECAHTaH Ha4yMH, ncTHuyhn KipydHe mojMoBe, ymehyhn nurtama u
aKTUBHOCTH KOju he 06e30enutn onpeheHy muHaAMUKY U TPOOYAUTH 3aMHTEPECOBAHOCT KO YIEHUKA,
anu yjeqHo u 00e30eIuTH 1a 0 3aKJbydaka Jona3e caMu, [3].

Pa3Bojem MHTepHETa HacTadM cy MHOTOOPOJHHM CHCTEMH 3a yIpaBibame ydeweM (eHr. learning
menagement sistem - LMS) koju cy omoryhunu na ce 3HameM, Kao BaXHHUM JbYICKUM PECYpPCOM,
ylpaBjba Ha HOB HauWH. JemaH o1 Haj3acTymsbeHUjux cucteMa koxa Hac je LMS MOODLE. On je,
3axBasbyjylil CBOjUM DPa3HOBPCHHM peCypcHMMa M ajlaTMMa, Kao M jeJHOCTaBHOM Kopulihemy H
aJMUHHUCTPUpPAaby, CBE MPUCYTHUjU. BakHa KapaKTEpUCTUKA CHCTEMa 3a YIpaBJbalbhe yUCHEM jecTe
Jla HaCTaBHHU CaJp>Kaju KOjU ce KOPHUCTE MOpajy OMTH y TUTruTaIHOM 00NMuKy. [la Ou oBU MaTepujaiu
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OnnM KOMIATHOWIHM ca pa3iMYuTUM IuaTdopMaMa 3a ydewe, MoTpeOHa je HHXOBa
cTaHIapau3anyja. Jenan oA HajpacIpOCTPa-EHUjUX MaKeTa Koju oMoryhaBa oBakBy KOMIATHOMUITHOCT
. 1 . . .

je SCORM™ maker, a oHO ITO OH 00e30ehyje jecy MaTepHjain Koje KapaKTepuIILy:

e JlocTymHOCT - MaTepujall je onrcaH KJbYYHUM peurMa, 1a ce MOXKe JIaKIle MPEeTPpaKuBaTh;
e EKOHOMHYHOCT - HHj€ MOTPEOHO IITaMIIamke MaTepHjaja, ynorpeda namnupa...

e [IpeHocuBOCT - MaTepHjaj je MOryhe KOpHCTUTH Ha pa3iuiuTUM IuTaThopMama;

o [loHoBHa ynoTpeOJEUBOCT - MATEPHjaITH CE JIAKO TIpeypelyjy, Membajy U TIOHOBO KOPHUCTE;
e TpajHOCT - MaTepujasl ce MOXe KOPUCTUTH Oe3 0031upa Ha TPEHYTHY Bep3ujy coprBepa, [1].

2. eXelLearning - copTBep 3a KpeHpame eJT1eKTPOHCKHX MaTepujajia

Melhy MHOrMM anaThma 3a M3pajy eJIeKTPOHCKUX MaTepujana u3Baja ce eXelLearning. Peu je o
jenHocTaBHOM M OecIIaTHOM ajlaTy OTBOPEHOr Koja, Koju oMoryhaBa HacTaBHHIMMA Ja *KeJbEHE
cajip)kaje MmpeicTaBe Ha MeJaroulKy MPUXBATJbUB M MHTEPECAHTAaH HA4YMH, a 0e3 HYKHOT MO3HaBamba
MporpaMupama.

T
TeTAR PO R0 OF P 1 T THds KpyacH Moats, ORIl OF Y0 C3 Tesnos O, yTa0 PO wadeis LTHTRATIFIBM ¥ITIOM kop
CETORIPS TaTrim PO

L0 ot O S8 G0 PREHTIG ZEEBE EH0 KRRHILE HOMUTLANN KIEE E0 payran?

HaupTaj TROYTS0 1 MOSCTRYILN CHMETRANE rerDoHy CTR L. LiTa 08 20roEnno? Komein j8 Tada Npecn CiMeTRana yisanasd 00 Tesse TpoyTRa?

HEUpTa] TROYTED 1 MOCTRYILN CHMETRANS roarDoMN yTNomE. LT 08 SOr0meia? KOnss J8 Tadsa NPEcess CAMaTRana YyTAONS VOAre:a 0 CTRsatia
Tpoyrna?
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Cazs iy ©90 CF NOACHTIEN RN NOMORA Y BONE C3 KEYIOM, HOMENGD [0 Raiss Koo |

Cauka 1. Pajna nospumna anata €Xelearning

Haumme, oH caapxku rortoBe madioHe HasBaHe , instructional device® koju cy memaromxu
npujaroheHH W HyZAE pa3IuuuTe MOTYNHOCTM 3a MpeAcTaB/balb€ HACTaBHUX calpiKaja: YHOC
¢dororpaduja, pasHOBpPCHY 00pajy TEKCTa, yOalMBame INHKOBA, TECTUPAE... BaXHO je HAlIOMEHYTH
na je y nutamy WYSIWYG? enutop KoOju mompasymeBa 1a je CaipiKaj TOKOM KpeHpama CIMYaH
HBETOBOM KOHAYHOM IpHKasy,[2]. Kpeupanu martepujanu cy arpaxtuBau, SCORM komMmaTtuOWiHH,
aJli HCTOBPEMEHO MOTY Jia ce u3Be3y y npyre popmare (HTML, IMS...) u tako mocrase Ha MHTEpHET
WIH KopucTe odiiajH.

2.1. Ilpey3umame 1 HHCTAJANHU]ja

eXelearning je 6ecrtatan nporpam oTBopeHor koma. Moxe ce nncranmupatu Ha Windows, Mac
OS u Linux cucreMuma, a MHCTAJIMpamke MOYMELE TIPEy3MMamkeM OAroBapajyher makera ca 3BaHHYHE
Wntepner crpanuue (http://exelearning.org). Ha oBoj cTrpanunum Hamaze ce u uH(poOpMmanuje o

' SCORM - Sharable Courseware Object Reference M odel
>WYSIWYG - What You See |'s What Y ou Get, [2]
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pa3IMYUTUM Bep3rjaMa OBOT Iporpama Koje ce TPeHYTHO pa3BHjajy Y CBETY, Kao U MPOjeKTHMa KOjH
ce peanusyjy momohy oBor anara. MHcrananmja je jeqHocTaBHa U Op3a.

2.2. Pan ca eXeLearning anaTtom

eXelLearning je mu3ajHupaH Tako na 00e30emy KOpHCHHIMMA (ICKCHOMIHOCT y KpeHpamy
MaTepujaia. AKo, Ha MIPUMeEp, JKEIMMO Ja HajIpe CKULUPaMO CTPYKTYpY calpiKaja, a KacHHje J1a je
MOIMYyHaBaMo JeTajbiMa, HIMaMoO MOTYNHOCT /a2 HalpaBUMO OpTaHU3alUjy CTpaHa, IPH YeMy HaM je
oMoryheHo Aa HW3rpauMo >KEJbeHY XHjepapXujy, ald W TaKCOHOMHjy (HIp. TemMa - CeKuuje -
jenWHUIIA, WK KIbHTE - TTOTJaBJba - Oenemke). Ctpane je Moryhe nonaBaTi, OpucaTi, IpeUMEHOBATH,
QM ¥ TIPEMEINTATH U3 JeAHOT Y IPYTH (ajil.

File Tools Styles Help

Add Page Delete Rename Auth

Outline
=-Kpyr - Boxancka durypa  ~

i Kpyr U3 NPETXOAHMK P...
Kews

=-LienTpantn u nepudepn]..

TeTneHn YeTBOpOYrao

m

TaHrenTe kpyra
3agaum

=-06um kpyra
Mano o Bpojy Mn

Janaiua

T b W
Canka 2. Xujepapxuja cTpanuia

Canpixaj ce Ha cTpaHama opranusyje momohy maobnoHa xoju oMmoryhaBajy aa ce Ha 3aHUMJbUB HAUYMH
npeacraBu onpehena tema. [locroju moryhHocT na ce u3Bene M mpoOieMcKa HacTaBa, Ja yYCHUIH
UCTpaxyjy, UCIIUTY]y U CaMH Jona3e A0 3akbydaka. [lomohy mabnona ce mory ncrahu nusseBu 4aca,
OYEKHBAHM HCXOAW, HAIPaBUTH OCBPT Ha Beh yCBOjeHa 3Hama, HaNpaBUTH raiepuja ¢ororpaduja,
yMeTHYTH ¢ororpaduja, TEKCT, BUACO, JTUHK, HATPABUTH MPOBEPa YCBOjEeHUX caapikaja moMohy KBH3
MUTalka pa3IMYuTOr TUHAa U Tako Aasbe. lllabnmone je moryhe momm¢ukoBaTH, MPEUMEHOBATU H
npeBectu oxpeleHa TEKCT MoJba Ha je3uK Koju Kopuctute. KopucHuky je Takohe omoryheno na
HaIpaB¥ HOBE MIa0JIOHE 32 aKTUBHOCT Koja My je moTpeOHa, [5].

iDevices iUredaj editor

Activity Uredi—— Ime:

Case Study 3EHUMBMBOCT -

Cloze Activity —Dodaj polje PedageSkainaromens
External Web Site Tekst linija

Free Text

Tekst kutija - pa
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Izbrigi

Preknowledge

RSS Satuvaj
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Reflection - - -
IznesiiUredaj
SCORM Quiz = -
True-False Question Show/iSde
Wiki Article Iskljud

Cauxa 3. ITocrojehu ma6monu (J€BO) U KpeHpame HOBUX (JIECHO)
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Kama omnyunmo koju hemo mabioH KOPHCTUTH, NPUCTYNaMoO Kpeupamy caapxaja. LlabmoHu
nocenyjy OoraT TeKCTyalHHM €JUTOp, KOjU HYOW CTaHgapAHe MoryhHocTH 3a ypehuBame TekcTa.
Moryhe je ucrahin ogpehene peun nogedspaBameM, 000JUTH TEKCT, YMETHYTH Tabeny Koja ce 3aTUM
MOXe Jako (opmaTtupaTtH, YMETHYTH (ororpadujy, Buaeo 3amuc, JuHK... lllaGmonuma ce moxe
yInpaBJhaTH Ha jeJHOCTaBaH HA4YMH, MOTY C€ IOMEpaTH, MpEeMEIlTaTd ca jelHe Ha ApPYry CTpaHy,
MOHOBO ypehuBaTu u OprcaTu.

[a noHoeMMo...

B £E ¢¢ | Paragraph |- FontSize ~||FontFamiy |~ | A -~ |x, x* |@ EOI'O.T
| % Ga @ G| e @88 05| 4| EH| ¢V EHO = R | Qo | A
|

vm @ TEeKCTyanHu
eauTop

JJ.YI'MHFIM 3a ynpaeJbame wabnoHom

Path: p WordsD

o ] (%] [#][¥] _premestiu— - hid

Camnka 4. Ypehuame madiona

3a MaTemaTHyape jeé HapouMTO JAparoleHa MOryhNHOCT jeIHOCTaBHOI yMeTama (opMmyia MmoMohy
LaTeX-a. Kinukom Ha onroBapajyhy mkxoHy oTBopuhe ce kapTuia Ha Ko0joj ce, y oarosapajyhem
MPOCTOPY, MOXKE HAJIEIUTH KOA QopMysie Kojy KelnuMo Jia mpukaxeMo. VICTOBpeMEeHO HaM ce Mpyxa
MoryhHocT na BuAMMO Kako he ¢opmyra u3rieqatd y KOHAYHOM NPHKA3y W HalpaBUMO HCIIPAaBKe
YKOJIMKO Cy MOoTpeOHe.

G
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i ] Cancel

Canka 5. Y6auuBame MaTeMaTH4Ke (JOpMyJIe U F-eH KOHAYaH IPHUKa3

Kpeupanu matepujan moryhe je cHumutu kao ¢ajn ca ekcreHzujoMm .€p mro omoryhaBa MOHOBHO
oTBapame, Mewame U JopahuBame. BaxkHa KapakTepHCTHKa OBOT Iporpama jecTe Aa ce KpeupaHu
ca/ip’kaj MOXKe M3BECTH Y HEKH 07 MoHyheHux ¢opmata, kao 3un ¢ajn 3a LMS cucteme xoju Hyne
MOTYhHOCT OJIIaKuBama, WU jeHy BeO cTpaHuily O6e3 003upa Ha Opoj KpeupaHux y EXe OKBHUpY.
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2. YoanenocT no Kol Tasos KPYseele O LsTRa jo
NOAYNIPEYHAK kpyssstg ©oj o OSenesana ca F.

1, Kpymngy clamsanien €8 h{o,r)

Marepujan ce u3Bo3u u kao IMS Content Package 1 Common Cartridge, a 1 kao SCORM mnaker.
OBakBHM MAaKeTH CE Ha jeHOCTaBaH HauYMH yBo3e Ha pasnuuute LMS mnatdopme. Ha mpumep y Mymn
kypc ce SCORM/AICC nakeru yBose momaBameMm aktuBHocTH SCORM/AICC makeru, ok ce IMS

Camnka 6. Jlekuuja y Mymty

naker nponaje uzdbopom IMS naxem y nanajyhoj muctu pecypca.

) [ofaj akTWBHOCT...
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[ofa) akTHBHOCT...

Hanpe,u,Hu NOCTa@BIbaHe AaTOTEKE

AxTueHocT BaH mpexe (Offline)

=]

(3 IMS nakeT
dona

~l@
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JaToTeka
JWpEKTopUjyM
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CTpaHuLla

Camnka 7. J[lonaBame Marepujana y Kypc Ha Mymiry

2.3. Kpeupame e1eKTPOHCKUX HACTABHUX MaTepujaja u3 MaTeMaTHKe

Haunn Ha koju ce MOXe KpeHpaTd CIeKTPOHCKH MaTepHjall U3 MaTeMaTUKe MoMohy
eXelLearning exutopa, Moryhe je Buaeru Ha nmpumepy pana , Kpyr”, koju je ocBojuo mpBY Harpamy
Ha KOHKypCy Jlurutaimau vac 2, y KOHKYpEHIUjU pajioBa U3 MaTeMaTHKe, PauyHapCTBa, HH)OPMATHKE

Y TEXHUYKOT 00pa3oBama.

113


http://www.digitalnaskola.rs/konkurs/dc2/zbornik/brojPrijavaPoPredmetuIRazredu/radovi/PRILOZI_b4uiaCxMOMFl_digitalnicas2.zip�

V meTons paspeny cazRaTi cMo
InTa je KPYT 1 VIIOZHATH HeKe
TOJAOBE KOjIt CV ¥ BE3T ca
EpPYyTOAM.

Caz je Bpera Ja YHOIHAjEMO
HoBe...

Kpos ope nexmje cassabiens:

* KAKBH MOTY DUTI yTI0BU ¥
EpyTY

» Xaxo I8 B pauyHanE oI

EpyTa

Camnka 8. [loueTHa cTpaHa JekIuje

HacraBHu canpxaju cy opraHH30BaHH Tako Ja MOJICTHYY aKTHBHY, IPOOJIEMCKY HAacTaBy. Y UYCHUIIH
cy, 3axBasbyjyhin MoryhHOCTHMa aruiMKalyje, Ha UHTepecaHTaH HauuH, momohy ¢otorpaduja, 100po
OpPTaHU30BaHOT TEKCTa M MpUMeEpPa, YIIO3HATH ca TEMOM, aKTUBHOCTHMA KOje HX O4EKYjy, HCXOIUMA...
Benuka npenHoCT mokasana ce y ylmTeau BpeMeHa, jep je Ha jeAHOCTaBaH HAauWH HampaBJbeH OCBPT
Ha TPaJUBO M3 METOT W ILECTOr pa3pena Ha Koje ce HacTaBHE jeIMHUIIE O KPYTY y CEIMOM paspeny
HaJ0Be3yjy. 3a TO HaM je MHave MoTpeOHO MyHO BpPEMEHa, IpTeXxa, MTaMIIaHuX MaTepujaia, JOK ce
OBJE CBE TO ypaau MHOro OpkKe M KBaJUTETHHje. Pa3mMunTHM akTHMBHOCTUMA YYCHULU CYy
MOJCTAKHYTH Ja CaMH MCIUTYjy YIJIOBE y KPYTy M HUXOBE OAHOCE. 3ajany Cy 3aJaTH IoMohy
malJioHa KOjU OCTaBJbajy MOTYNHOCT Aa y4YeHHWK CaMOCTalHO pajad, ajd U Ja A00Hje MOBpaTHy
uHpopMaMjy o ToMe Aa Jin je Ao0po ypaauo. To je HapouuTO 3HAYajHO 32 OHE YUYECHUKE KOjH
M30CTaHy ca 4yaca, jep UM OBaKO IpUIpeMJbeH MaTepujai omoryhasa na xof Kyhe, Ha akTMBaH Ha4YMH
poyde JIEKLH]y, CAMOCTAIHO WJIN Ca POANTEIbUMA,[5].

3 N1 MOXKEeW [a Ce NPUCETHIL KakKBe CMO KPYXHWLIE NMOMWHbANM Kaga CMo NpoyJyaBani Tpoyrao?

HaLpTaj Tpoyrao M KOHCTPYWIIKM CMMETpane rberoBux CTpaHuUa. LWiTta ce Aoroanno? Konuko je Tauka Npeceka cMMeTpana yAarbeHa of
TemeHa Tpoyrna?

HaupTaj Tpoyrao M KOHCTPYWWK CiMeTpane roerosux yrnoea. WTa ce gorogvno? Konvko je Tauka npeceka cvMeTpana yriosa ydarbeHa
oA cTpaHwua Tpoyrna?

3a cBakW Tpoyrao noctojyu YIWCAHA KpyXHWLA KoJa AoaAWpy]e CEe CTpaHWLUE Tpoyrna.
HoeH LeHTap ce Hanasv y Npeceky caMeTpana yr/iosa Tpoyrna.

Camnka 9. I11abyoH KpenpaH /1a MoJcTaKHe aKTHBaHy HACTaBY

Iopen Tora mro je moryhe yBectu Benuku Opoj ¢ororpaduja U TEKCT OOpaAUTH TaKo Aa €€ jaCHO
youe JIOTHYKE LIeTHHE Y JIeKIMjU U Harjace BaXKHU JICJIOBH, OBaj mporpam oMoryhaBa u kopuiiheme
arutera 3acHoBaHMX Ha JaBu, momyt ['eol’eOpe, mTO je 3a YacoBe MaTeMaTHKe M3y3€THO KOPHCHA
moryhnoct. Ilpu Tom je moryhe ymernyru u ['eol'eOpa ¢ajm, a u Bely Ka HEKOM amery ca
I'eol'ebpaTy6-a.

114



Serbian EI

GeaGebra it i

O programu Preuzimanje Pomod Materijali Zajednica

Pregled Trafl  Spisak korisnika  Pogalji materijal =
Vi STE OvDE: GeoGebraTube » TanrenTe kpyra Dobrododli, posetiotel
2 daiypn| SRigtraciie

Traki

TaHreHnTe kpyra

Nastavnica Natasa

| 1di na Studentski Radni list |

o | Preuzimanje | Ugradi | Deli |

Podelio Nastavnica Nataks — January Sth. 2002 - 18:11 onrm e Oval material je pod icencom Creative Comemens: Attribution Share

Camnxka 10. I'eol'eOpa amter

Arunkanuja HyId pa3HOBpPCHE LIa0JIOHE NOrOHE 32 Kpenpame KBU3 MUTamka U MPOBEPY YCBOjEHOT
rpaguBa. OBaKo MPUIIPEMIBEHN MaTepHjajd MOTY CE ClajaTH M YyoONuYaBaTH y LEMMHE Koje mpare
HACTaBHE TEME U TaKO MOMaXXy YICHUKY Ja CTBOPH OIIITY CIUKY O TEMH, Y OBOM CIIY4ajy - O KPYTYy.

Pl %

N \xa Dy AB je?

@ MPEUHMK
MOAYAPEYHUK
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Ta4yHO

Cauxa 11. Kpu3 nmuTame ca MOBpaTHOM HH(OPMAIIHjOM

3. 3ak/pyuak

EnexTpoHCKM HacTaBHU MaTepHjajH IOCTajy CBE MPHUCYTHHjH y HaIIeM OOpa30BHOM CHCTEMY.
Paznuuute ciocoOHOCTH U KapakTepUCTHKE yueHHKa Hamehy notpely na ce mpoHale HaunH momohy
kojer he Outu Moryhe Ha jemHOCTaBaH M KBaJIMTETaH HAUYMH PEAIN30BATH HACTABY MpHiaroheny
MOjeAMHIlYy. YKOJHMKO Cy KpeHpaHH MpeMa CTaHgapAuMa JehUHUCAHUM 3a YIOEHHKE, eIeKTPOHCKH
HACTaBHU MaTepHjaliil MpYKajy OMJIMYHY MOTyhHOCT Ja ce HAacTaBHM cajpXaju NpeacTaBe Ha
3aHUMJBMB M TOJACTHLAjaH Ha4yuH. JEOHOM HANpaBJbEHH, OHM CE€ MOTY IIOHOBO KOpPHUCTHTH,
JONyHaBaTH M MpuiarohaBaTé HOBUM ydeHUIUMA, a 00e€30elyjy M BEIMKY yIITely Kako BpeMeHa,
Tako W HoBUa. JlaHamme TreHepanuje cy TreHepalnuje ,JUTHTaTHUX Yypol)eHuKa”[4], MOTIIYHO
HAaBUKHYTHX Ja A0 uH(opManuja nonaze Kopucrehn pasnuuuTe enekTpoHcke ypehaje u MHTepHeT.
Crora je HEMHWHOBHO Ja C€ M MM HACTaBHUIM, Kao ,JUTHTalHEe NpUIOLUIHLE’[4], aJeKBaTHO
MPUITPEMHIMO 33 BpeMe Koje 10JIa3u.
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KpI/ITI/l‘lKH OCBPT Ha nz[ejy NPUMECH/BUBOI 3HAbA Y HACTABU MATEMATUKE

Onusepa MapkoBuh
Yyumencku paxynmem, Yoicuye, Yuusepzumem y Kpaeyjeeyy
e-mail: markovic@ucfu.kg.ac.rs
Mmugenko Inkyna
Q@unozopcku parxynmem, Iane, Ynusepzumem y HUcmounom Capajesy
e-mail:mpikula@paleol. net

AnctpakT. ¥V pagy cy pa3marpaHu npo0iieMH Be3aHH 3a aKTyeJHe TPEH/I0BE Y HACTABU MaTeMaTHKe KOjuy
HPBH IUIAH CTaBJbajy MPUMEHIBUBOCT MATEMaTHKE y CBAKOIHEBHOM JXKHBOTY. YpaleH je KpUTHYKHOCBPT Ha
PISA Tectupame Koje je OCMHIUBEHO C IMJBEM Ja MEPH KOJIHMKO Cy YYEHHWIM ITOCIE3aBpIIETKAa OCHOBHE
IIKOJIE CaBJIaajli yIpaBo Ty BPCTY HPUMEHJbUBE MaTeMaThke. Y pajy Cy MpUKa3aHH pe3yinTaTy aHainse 50
3ajaTaka Koju cy ce jaBspanu Ha PISA tectupamy ox 2000.10 2006. roguHe. Mcnuranu cMo y CBaKOM OJ
3ajiaTaka MPenH3HOCT M JaCHOCT TeKCTa 3a/aTKa, Ka0 W TAYHOCT M HPELH3HOCT YIIYTCTBA 3a 0O/0Bambe
3amatka. Ha kpajy pama wu3Henn cMo omeHy o 3Hadajy PISA Tectupama 3a MareMaTHYKO 0Opa3oBame
yUCHHKA.

KibyuHe peun:nprMeHIbUBOCT 3HaMa, MaTeMaTH4Ka miucMeHocT, PISA tect
1. VBon

Hajsehu 6poj caBpemeHnx Hay4HHX pacrpaBa 0 00pa3oBamby Kao M 3BaHMYHHX JOKyMeHaTa KOju
ce 0aBe 0Opa30BHOM MOJIMTUKOM HMajy jellaH 3ajelHUYKH MpoOJIeM — Kako YYMHUTH Ja HIKOJICKO
3Hame MOCTaHe ITO yHKyuoHarnuje. TuMe ce 3a ToNa3Hy NPETIOCTaBKy CBUX OBUX paclpaBa, Kao
HECYMIbUB y3UMa CTaB J1a je HajBaKHUjH KBAIUTET 3HaKka HEroBa (GYHKIHUOHAIHOCT, TPUMEHIBHBOCT
y JKHMBOTY, KopucHOcT. CBH OBM KBIMTETH Hajuemhe ce H3paxkaBajy jeIHOM CHHTarMoM —
@yukyuonanrna nucmenocm. MehyTum, 1mTa ce TaYHO MO THM IOjMOM TOApa3yMeBa, IITa je HEeroB
o0MM W caJp:Kaj, HUje yBEK JIAKO pasyMeTH. Y OBOM H3laramy JaheMo KpUTHUKH OCBPT Ha HIE)Y
MPUMEHJBUBOT 3Habha y HACTaBH MaTEeMaTHKE.

[lo3HaTo je ma ce y MOYETHOj HACTaBH MaTeMaTHKE MOpa KPEHYTH ca IocMaTpameM objekaTta y
CBETY KOjU HAac OKpYXKyje W Koju je menm Omuzak. Kpo3 OpojHe mpumMepe U3 MPUPOIHOT OKPYKeHmha
YYEHHLIM CTUYY NpBa ca3Hamba O HEKMM OCHOBHUM MaTeMaTHYKUM MojMoBHMa. To je, makie, MHOTO
NPUPOAHUJU TYyT Hero 3a Beh QopMmupane ancTpakiuje TPaXXKUTH peajnaHe monene. PasHu T3B.
TEKCTYaJIHM 3aJalli ¢ KojuMma ce Jeua cycpehy Beh om mpBor paspeaa OCHOBHE ILIKOJIE MOBE3Y]jY
MojeIMHE peajHe CUTyallje C MaTeMaTHYKUM afcTpakuujama. MehyTtum, y Mepu y Kojoj Matemarka
MocTaje CI0XeHUja, cMamyjy ce MOryhHOCTH HheHe MpUMeHe Ha CBAaKOJHEBHE KMBOTHE CUTYallWje
Koje Ou ydeHnnuma Oune Omucke. Te mpuMeHe Cy Ha HUBOY O30HJBHUX MpoOiieMa KojuMma ce OaBe
pa3He MpUpPOAHE WM TEXHUUKE Hayke. Jlakie, Kako ce HacTaBa MaTeMaTHKE yCIOXKHIaBa, TaKo CE U
BEHU CaJpKaju yIajbaBajy Ol NPUMEHE Yy ,,CBAaKOIHEBHOM >KMBOTY" KOjy OM ydeHHIM MOIJIM Ja
cXBaTe, jep UM HENOCTajy 3Hama M3 APYruX HaydyHHX oOlacTH, Koja he eBeHTyaJHO Ha BHILIHM
HUBOMMA IIKOJIOBama crehu.

MehytumM, y caBpeMEHUM TpEHAOBHMMa HacTaBe MaTeMaTHKE, HAa CBUM HHBOMMA IIKOJIOBAmA,

WHCHCTUpPA CE Ha IPUMEHU CTEUEHOr 3Hamba Yy CBAKOAHEBHOM XHBOTY. M y HajHOBHjOj pedopmu
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Hamier o0pa3oBama, 4Hje Cy OCHOBE M3IIOkKeHe y ,,CTpaTeruju pas3Boja oOpasoBama y CpOuju 10
2020. ronuHe moApKaHU Cy OBaKBH CTaBOBH.

Jeman opm pasmora TakBOr Kpeuwpama OOpa3oBHE MOJHUTHUKE jecTe M yjora Kojy MMa jeIHO
Mel)yHapoIHO TecTHpame yUYeHHKa y HalleM oOpa3oBHOM cuUCTeMy. Peu je o TecTupamy MO3HATOM
mon HasuBOM Mehynapoonu npoepam npoyene yuenuukux nocmuenyha, wim ckpaheno PISA
TecTHpame, Koje ce peamusyje y opranmszanuju OECD-aa oOyxBaTta npoyerusarbeuumanauxe,
Mamemamuyke u npuUpoOHO-HAYYHE NUCMEHOCU.

IloctaBma ce mutame - 3amTo je opraHuzanuja kao mro je OECD koja ce 6aBu rmobGaiHoM
TP>KUIIHOM €KOHOMHJOM M YHjU je cloraH 3a 006y c8emcKy eKOHOMUjy, 3aMHTepecoBaHa 3a jedaH
akageMcku mpojexat. ,,OECD u meHe 3emsbe wnanune Hucy 3amouene PISA mpojekar 3aTo mTO X
3aHMMajy 0a3uvHa MCTpaXKHBama y o0macTu o0paszoBama WM Teopuje yuema. OBa opraHuszanyja je
omryunna aa uHBectHpa y PISA Tectupame 3ato mTo je 00pa3oBame KJbYYHO 32 E€KOHOMH]Y.
[8]daxne, OECD He unHe HENpHCTPACHU UCTPAXKUBAYH HA MOJbY 00pa3oBama, Beh Jbyn OKyIUbeHH
OKO HeonuOepantHe NOJUTUYKE U eKOHOMCKE UICONIOTH]je U Y TOM KOHTEKCTY Tpeba IocMaTpaTH 0Baj
mpojeKar.

Benuku 6poj kputndapa PISA mpojexTta nomnasu ca, mpe cBera, eBpoIlCKMX yHUBep3uTera. Tako
I"Jlaurgent (Gjert Langfeldt, Agder Universitet) noBoau y muTame BaJHIHOCT U HOY3JaHOCT
pesynrata PISA Tectupama, ncTHdyhu KOHCTPYKLHMjCKa OrpaHHYEHa, METONOJOUIKE TPEIIKe U
KyJTYpOJIOIIKY MPUCTPACHOCT KOje Cy mpucyTHe y oBuM TecroBuma [6]. J. Byrke (Joachim Wuttke)
naje cBeoOyxBaTHy aHanu3y PISA Tectupama, ¢ moceOHUM HarjlackoM Ha HE0O0jeKTHBHOCT pe3yiTaTa
W W3BECHY MPOM3BOJFHOCT Y HbUXOBOM TyMaudewy Of CTpaHe Mel)yHapomHuX W HauumoHaiHuX PISA
tumosa [7]. T. Jauke (Thomas Jahnke, Universitit Potsdam) o0jammaBa, U3 HeMauke MEepPCHEKTUBE,
kako PISA He ycrneBa z1a 3a1cTa NPOLEHH 1ITa C€ Y4U U IITa OM Tpedajio 1a ce yuH y IIKojamMa U Kako
ocnamame Ha PISU mMoke 1a noBene 10 nmponycra y Kperpamy HaCTaBHUX IUIAHOBA M mporpama [4].
B. Majepxedep (Wolfram Meyerhofer, Universitit Potsdam)uctuue na nerajpHa aHanmi3a OHOra IITO
PISA Tpaxu y cBOjUM yNUTHULMMA IOKa3yje KOJIMKO je 3ampaBo Mano tora y PISA tecty noBe3zaHo
ca caBpeMEHOM JTUIAKTHKOM[5].

usb paszBoja u yBohewa PISA mpojekra je, Kako ayTopH HUCTUYY, ,,yTBph)HBame CTeNeHa 10 Kojer
Cy YYEeHHUIH, KOjH ce OJIKe 3aBpLIETKY 00aBe3HOr 00pa3oBama, YCBOJWIM HEKa 3Hama U CTEKIIN
KBaTH(UKALKje KOje Cy HEONMXOAHE 3a HUXOBO IMOTIYHO YKJbyuuBamwe y apymrtBo™ [2]. [akme, y
MPBH IUIaH CE CTaBJbajy KBaJM(HUKALK]je HEONXOAHE 32 YKIbyUHBahe YUCHHKA Yy APYIITBO, a HE 3HAMba
norpeOHa 3a Jajbe IIKOJOBamke Koja Mopajy Aa Oyae y MpBOM IUIaHY. YUYEHHIH IOCTE 3aBpIICHE
OCHOBHE IIIKOJIE HACTaBJbajy CBOj€ JaJbe IIKOJIOBAE U MIPEe CBera 3a TO Tpeba aa Oyny MpHUIpeMIbEHH.
To je moceOHO BaKHO KaJ je y NMHUTamky MaTeMaTHKa, jep je€ MPUMEHJBMBOCT OCHOBHOIIKOJICKE
MaTeMaTHKE y PEaJHOM >HBOTY MHHOpHA. llpouemHBame pa3iMYUTUX BEIMYMHA, TyMaudeHe
rpaduKoHa y MeAWjUMa WM 3aMEHa HOBLA Y MEHauHUIM Cy 3aJaldl Ha KOjuMa Ce y MOMEHYTOM
TECTy MHCHUCTHpA a MpU TOM C€ CTaBjba Y APYTH IUIaH WM CACBUM 3aHEMapyje CYIITHHCKO 3HAHE
MaTeMaTHKe, OJHOCHO TJIaBHH caJpiKaju OBOT IpeAMeTa Koje OM YYeHHK MOopao Ja caBiaga y
OCHOBHO] LIKOJH.

2. Pe3ysiTaTn neTpaskuBama

VY pany je ananuzupano 50 3agaraka koju cy ce jaBibaiu Ha PISA Tectupamy on 2000. mo
2006. roguHe (a HEeKH o1 HUX MOHOBJbeHU cy U 2009.) a Hanase ce y 30upIH 3a1aTaka ca yImyTcTBUMa
3a mperaenade tecta Pisa released items — mathematics (OECD 2006) [12].Y paxy cMo KOpucCTHIN

METOA aHaJIUu3¢ caz[pmaja. Je,Z[I/IHI/II_Iy AHAJIN3C MPCACTaBJba CBAKU HOjeZ[I/IHa‘{HI/I 3aaTaK y HaBC,Z[eHOj
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30MpIM 3a7aTaKa. AHAJIM3UPAId CMO Y CBaKOM OJ 3aJaTaka MPEU3HOCT U jaCHOCT TEKCTa 3a4aTKa,
Kao ¥ TAaYHOCT M MPELU3HOCT yIyTCTBa 3a OonoBame 3aaaTka. Kputepujyme Ha OCHOBY KOjUX jeJaH
3agaTak MoXke OWTH ,,[IpOrJamieH” HealeKBaTHUM, HpPEey3enrd CMO W3 paHMjuxX ucTpaxuBama (VBuh,
[Nemmkan, Antuh, 2008), rme je neduHMCAHO MIECT KpUTEpUjyMa Koje J00ap 3ajgaTak Mopa Ja
ucnyHu. Mu hemo y oBOM paay M3ABOJUTH TPH KpPHUTEpPHjyMa Ha OCHOBY KOjuX hemo aHamm3upaTa
MOMEHYTe 3aJaTKe:

-3a0ayu mopajy 6umu kopexmmuo jezuuxu Gopmymucanu (3amanyd KOju Cy HEKOPEKTHO
jesnuku (opmyiHcaHu Cy HENpeUu3HH, JBOCMHUCICHH, HEJaCHH, HEpa3yMJbUBU MM TPaMaTHUKU
HEKOPEKTHH);

-3a0ayu mopajy 6umu npunracohenu yspacmy (3amanmcy HenmpuiaroheHu y3pacTy ako
CYNPETEIIKH WU MPETaKy 3a y3pacT KOMe Cy HaMEHCHH );

-3a0ayu mopajy 6umu unmenexkmyanno npeyusnu (VIHTENEKTyalHO HENPEUU3HH 33JalH Cy
OHHM Yy KOjUMa ce Kopucte Meradope U TEPMHHHU KOjU YUYEHHIIMMa HUCY jaCHH, 3aJalld y KOjUMa je
HEjaCHO IITa Ce Y CTBAPH OJ] YUCHUKA TPAXKH)

On 50 anamm3upaHux 3anaTaka mux 28 (56%) HUje 3aJ0BOJBMIIO jelaH WIM BUIIE O]
HaBeleHUX Kpurepujyma. IIpeunsnuje, 3 3amatka (6%) HUje 3a0BOJBUIIO HU jelaH OJl HABEACHUX
KpuTepujyma; 2 3amatka (4%) HHUje 3a10BOJBHMIIO MPBU U ApYyru Kputepujym; 1 3amatak (2%) Huje
WCIYHHO NMPBU U Tpehu kputepujyM; 7 3anataka (14%) Huje 3a00BOJBHIIO APYTH U Tpehr KPUTEPHjyM;
2 3amatka (4%) HuUje 3a0BOJBHIIO caMoO NpBH KpuTepujym, 10 3amartaka (20%) camo npyru, a 3
3agaTka (6%) camo Tpehu KpuTepHjyMm.

Kanma je peu o ymyrcTBy 3a OomoBame TecTa, KpUTEPHjyMH JAa C€ YIYTCTBO IPOrjacu
JIOIUM* Cy OWNH: MaTepHjaHe TpelIke U HeapryMEeHTOBAaHO MPOLCHUBAE LITa CBE MOXKE OUTH
TavaH pe3yirat. Pazmarpana cy ymyTcrBa 3a 29 ox 50 3amaTaka jep y OCTaIMM 3a7alliMa YIIyTCTBa Cy
nzocrana. Ox 29 3anaraka HeaJeKBaTHA YIIYTCTBa ce jaBibajy y 19 3agaraka (y 4 3aaTKa cy MpUCyTHE
MaTepHjaIHe TPEUIKe, a y OCTauuX 15 je HeapryMeHTOBAaHO U HEMIPEU3HO MPOLCHUBAE PE3yTaTa).

[a Ou niaycTpoBany NperxofHe pe3yaTare norienajMo cienehe npumepe:

M179: Imauxe'. JedanTV penopmep npuxasao je cnedehu epaguxon u pexao: ,,0saj epaguxon

nokasyje oa je y nepuody 00 1998. oo 1999. oowno 0o oepomnoz nopacma y 6pojy n/bauxu.

520 —
Year 1995
MNumber of 515 —
robberies per
year
B0 — Year 19958
505 —

§

Jla nu cmampame Oa je penopmepoga usjasa peanno mymauere 0oz epaguxona? Hasedume

objaumere Kojum fieme nomxkpenumu c80j 002080p.

'CBaku 3agatak y Pisa released items — mathematics uma cBojy 03HaKy 1 Ha3WB KOju M MU Y pady KOPUCTUMO.
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ITohumo on camor 3axTeBa 3aaaTka. [IuTame r1acy - qa M YYCHHLU cMampajy Oa pernoprep
noopo Tymaun rpadukon? To, mpe cBera, HUje MATEMaTHYKO ITHTAKkE jep CE TPAKU BHXOB CTaB U
JMYHU OJIHOC TIpeMa penopTepoBoj u3jasu. Takolhe, MoxkeMo nocraBuTh U nutame: 1lTa je mpennsHo
3HaYCHE pedr 0cpomHo?CBAKO O]l YYEHHKa, Ka0 M CaM pernopTep OBY ped MOKE TyMauyuTH Ha
Jpyraudju HAuykMH W Pa3TUUYNTE KONHUYMHE ,,IOKHBETH" Kao orpomHe. Kako je W camMo mUTame
HETIPEIM3HO, TaKO C€ W pa3HH HENpELHM3HU OArOBOpH Y3UMajy Kao TayHu. Hamenenu cy cienehu
MPUMEPHU TAYHUX OJITOBOPA:

o Huje peanna. Tpebano bu npuxazamu yeroKynam epagux.

o Mucaum 0a Huje peanno mymauerbe epagpukona jep 0a je npukasau yeau epaguKkon, euoeno
Ou ce da ce padu camo 0 He3HAMHOM nosehiarby NbaAUKU.

e He, 3amo wmo je on uckopucmuo camo 8px epagpuxona, a oa ce suou cee 00 0 0o 520, onoa
nopacm He 6u 610 MaxKo GeNUKU.

e He, 3amo wmo epaghuxon denyje kao 0a je nopacm eauxu, au Kao noziedame 6pojke, oHoa
mo u Huje HeKko nogeharve.

MelyTum, 6110 je U OHMX 00a3pUBHjHX OArOBOPa KOjH Cy Takole OLEHEHN Kao TauHH:

o He moorcemo pehiu 0a wu je nopacm oepoman uiu He. Axo je y 1997. 6poj nwauxu 6uo ucmu
kao y 1998, onoa bucmo mozau pekiu da je nosehiarve y 1999. oepommno

o He moocemo 3namu wma je mo ,,02pomMHo‘“ 3amo wmo 6u mpebano oa umame maxkap 0ge
npomere 0a bucme jeOHy cMampani 02pOMHOM, a Opy2y MALOM.

W mra Ha Kpajy 3aKkJbydyjeMO M3 OBOI TIpaMKOHAa W IITa j€ HMCIPaBHO PEIICHE OBOT
»3amatka“? Moowcoa je pernopTep MOrpeIrHo 3aKJbY4ro, WIH ModcOd HAje MOTa0 HU JOHETH HUKAaKaB
3aKJby4yak, a M heMo JOJaTH Ja je OH Mo cda W Yy TIpaBy jep Ap:KaBa Mopa Aa ce OOpH NPOTHB
MJbAYKH U J1a UX U3 TOJMHE Y TOJUHY CMamyje, 1a je CBako mosehawe, 3ampaso - orpoMHo. [IpeBuie
je oBme pedyn modxcoa ia OM Ha OCHOBY OBAaKBOI 3ajlaTKa CMAaTpalH Jla YYCHHWK 3HAa WIM HE 3Ha
MaTEMaTHKY.

Jlakrne, muTame je KOMHKO je npoyerusarse OO unje usjaBe (Kao y MPEeTXOIHOM 3aJaTKy)
WJIH TIPOIICHA HEKE BETUYMHE, Ka0 y 3aJaTKy KOjU CICIH, MATEeMATHUKK MPOOJIEM, a KOIHUKO TpUmaaa
HEKHUM JPYTUM JUCIUIUTHHAMA KOje ce 0aBe MCITUTHBAEM PA3HHUX BPCTA CTABOBA.

M148: IloBpmuna KOHTHHEHTA. /lama je kapma Anmapmuxa

ANTARCTICA
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Ilpoyenume nospwuny Aumapxmuka xopucmehiu oamy pazmepy. Ilpuxaxcume nocmynax
uspauyHasarwa u objachume Kako cme oouiu 00 npoyewne. (Moowceme ypmamu npexo nocmojehie
mane axo he eam mo nomohiu.)

3aMUIUBEHO je Na ce 3amaTak [logpuiuna KoumuHenma pelaBa Tako Ja Ce WIM KOHTHHEHT
JieTy Ha TI03HATe MOBPIIM YHje MOBPIIMHE YYSHUI MOTY payyHaTH, a 6uuKose JAa MpoLeHe 00 oKd,
WK 1a ce Behr 1e0 KOHTHHEHTA yIUIle y KBaJaT, MIPaBOYraOHWK WIIM KpYT Ia Ja ce TIOHOBO, HAKOH
MpOILIEHE 3a MOJyOCTpBa U yceKe, A0a Ta noppirHa. HapaBHo, To mponemuBame 00 oka aoseuthe 10
Tora Aa he cBM yuyeHMIM MMAaTW pa3lMuUTa pellema, a HajBepoBaTHHje HUKO Helie mMaTh TavaH
pe3yaTaT WWITO Ce, yOCTANIOM, U HE O4YeKyje. Y KJbydy 3a peliaBame OBOI 33/1aTKa CTOjU J1a ce MpHU3Haje
cBaku ofrosop usmehy 12 000 000 km?u 18 000 000 km?. Unaue, noppumna AuTapkTuka je 14 200
000 xBampatHux kuiomerapa. Jaxie, ydeHuk koju naje oarosop 11 800 0Dfeksr mobutn
MakcuMmalian Opoj 6oxoBa, a oHaj koju Hamumre 18 000 000 ¥mobuhe makcumanan Opoj 6omoBa,
nako je oOjeKTUBHO OH JomMje mpomeHno. Ha ocHoBy dera je wu3aOpaH HWHTEpBal
(12 000 000 km?, 18 000 000 km?) y okBUpY KO CBH OATOBOPH HOCE MAaKCHMAaJaH Opoj moeHa, Kao
U ofjIyKa Ja ce 3a OpojeBe Koju cy ,,0u3y™ , alu Majo ,,MCTIOJ MK U3HaL™ JaTor MHTEepBala OleHe
JIEMTUMUYHIM OpojeM 0o/oBa - HE 3HaMO. 3amlpaBo OBJE CE pagdl O CIOOOAHO] MPOIEHU, ATl OBOT
nyTa cacmaesaua mecma, jep MOCTaBJbEH MHTEPBAI HEMa NpPElHM3HYy MaTeMaTHUKy apryMeHTalujy.
Axo je nuib OMO Jja ce KO yUeHUKa MPOBEPH 3HAE pa3Mepe U youaBame MO3HATUX MOBPIIN YHYTAp
3ajaTe MOBPLIM, OHAA CE TOpellaBa 3a/JaBalkeM TaKBe MOBPIIM Koja ce 0 Kpaja MOXKe MU3IEIUTH Ha
MO3HATE MOBPIIH 1a, CXOJHO TOME, ¥ TAYHO W3payyHaTH H-eHA IMOBPIIMHA.

Jeman Opoj 3amaTaka Koju ce KOHCTaHTHO mojaBibyje Ha PISA tecroBuma je u3 obmactu
BepoBaTHOhe. TakBu 3a7a1Ml y HalleM MIKOJICTBY HUCY MpHiIaroleHn y3pacTy MeTHaeCTOrOIUILbaKa,
jep ce ca OBUM IOjMOM YYEHUIM YIO3HAjy TEK Y 3aBPLIHOM pa3peny cpelibe MIKoje. JexaHn o TAKBUX
3aymaTtaka je u cienchu:

M471: Mpoaehnn Bamap. V jeoroj uepu Ha wmandy Ha npoaehinom eawiapy npeo ce Kopucmu
mouak ca cmpenuyom. OHOa, ako ce cmpenuya 3aycmagu Ha napHom O6pojy, uepay uma npaso oa

uzabepe jeoan kauxep u3 kecuye. Ha 0oroj cruyu cy npuxasanu mouax u Kaukep y Kecuyu.

/<'- _4> ‘:*_1

|' 10 | \
'x_z o0 G-;% |
Q 8 2R

Haepaoa ce oobuja xaoa ce uzeyue ypuu xauxep. Cyzana xohe oa uepa camo jeonom. Konuka je
seposamnoha oa he Cyzana oceojumu Hacpady?
A) Hemoeyhe B) Huje mnoeo eéeposamuo C) Oxo 50% D) Bpno seposamno E) Cueypro

3a MAaTypaHTC CPCALC IHIKOJIC OBaj 3agaTak 0u ce mMorao OKapakTepucatu Kao jCI[HOCTaBaH

5 6

1 .
(P = PR Z)' Haxne, BepoBatHoha je%a, MM u3pakeHo y mpoueHTuMa 25%. To 3Ha4um Ja ce ox

ydEeHHKa OueKyje Jia 3a0Kpyxke oarosop B-Huje mnozo eeposammno, jep je To on nonyheHux oxrosopa
OHAj KOjU je HajONMKH IMpaBoM peuiery. MehyTum, ydyeHHIH OBOT IIKOJICKOT y3pacta HUCY Y
MoryhHocTH 1a 3Hajy 3a ¢popmyiy, Beh ce o BUX OYeKyje IpolueHa TUNa: L{prux kyeauya je MHO20
Marve He2o benux, a y3 mo mpeba ho2ooumu u napan 6poj Ha mouxy. /lakie, Huje MHO20 8epPOBAMHO

da ce mo baw maxo doeoou. OBako 6u 6e3 mpobieMa MOrao Ja MpoLelkyje CKOpO CBaKU OAPAacTao
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YOBEK KOjU ce BHIIe U He ceha jaa je nmao y mkomy. MelyTuM, mTa HaM Ta MpoleHa rOBOpH, UIIH
PEUYCHO y IyXy TaKO MCTHIIAHE MPAKTUYHOCTH - YeMy oHa ciyku? Hayuuhe Hac ma ce Ha nponehaom
Ballapy He YKJby4dyjeMo y CIuHe urpe jep hemo sepogammuo n3ryoutu. To he OUTH HECYMIBUBO OX
MPaKTUYHE KOPUCTH, ali Helie IMaTH MHOTO BE3€ C MaTEMaTHKOM.

Kao mro cmo nomenynu, ¢ mojMoM BepoBaTtHohe yueHHIHM ce cycpelly y 4eTBpToM paspeny
cpenmwe mkone. Hema morpebe 3a paHujuMm yBoereM OBOT I0jMa, jep Ja Ou ce OH y MOTIYHOCTH
CXBaTHO YYEHHUIIH C€ MPETXOTHO MOpajy YIMO3HATU C Ae()UHUIMJOM T'paHUYHE BPEAHOCTH (QYHKIH]E.
Ha mu je moryhe nma Taj cazmpkaj mpeHeceMO y OCHOBHY Iukony? Pasmorpumo cnenehun ciydaj:
VYdyenunuma ce Moxke 00jacCHUTH Ja mpu Oalamy KOLKE IMOCTOjH IIecT Moryhnx ucxoja, a ImaHca aa
Oam nmagne mwectuna je 1/6. Mehyrum mTa he ce qecuTu ako OHH MOXKeENe Jla npaKmuyHo IpoBepe
nobujeHn pe3ynTaT, a y Hapenaux 10 wmm 15 Oamama Kolka HUjeJaH IIyT HE MajaHe Ha Opoj IIecT.
Kako onma ma pasymejy na je pesyntar 1/6? BepoBatHo he Outm mortmyHo 30ymenu. [laxie,
OCHOBLIMMa OMCMO MOIJIM JaTH TroTOBY (GOpMYIly 3a padyHame BepoBaTHohe, oHM OH je Oe3 Behux
npobieMa IpUMEBUBAIN U YCIIEITHO pemaBaiy 3agatke PISA Tecta ©MOXkaa MUCIHIIN J1a cajia uMajy
BHUIIE M3IJIeAa Aa Oyly YyCHEIHH y KIaJuOHHIH. AKO 3aHEMapHMO OBY IMOCIEAbY KOpUcm CBUMA je
JacHO J1a OfI OBaKBE MaAmMeMamuyxe nuCMeHoCmy HIKO HeMa KOPUCTH.

[lornenajmo 3amaTax 4uja je cBpxa, Kako ayTOpu UCTHYY, Hposepa 0a Ju je y4eHUuK cnocobaH
da npumenu oamy opmyny.

MOA7: LumajeBu. Jeona 00 nocieduya 2no6ainoz 3azpeearba jecme u Omanawe 1edd Ha
enevepuma. /leanaecm 200una nociie omanarea 1€od, Ha CmeHama oYUy 0a pacmy cuhyuine oumke
36ane auwajesu. Ceaku nuwaj uma npubnudxicHo obnux kpyea. Besa uszmehy npeunuka kpyea u

Ccmapocmu IUaja nPUOTUNICHO ce MOACe ONUCAMU POPMYIOM:

d=70xvVt—123at>12
Toe je d npeunux nmuwaja y munumempuma, a t npedocmasnsa 6poj 200una NPOMeEKIUX 00 OMAnarbLd
neoa. Ana je meperbem ymepouna 0a je npednux jeonoe auwiaja 35mm. Ilpe xoauxo eoduna ce neo
omonuo ca moz mecma? Hanuwume nocmynax uspavynasarsa.

[Ipumernmo na je 3amaTak BpJIo jenHOCTaBaH, au npeontepehen cyBuIIHUM TekcToM. Hherosa
3aHUMJBHBOCT U aKTYETHOCT JeCT€ Y UCTHLAIY CaBpPEMEHeE I10jaBe MO3HATe Kao II100aIHO 3arpeBame,
a jeIVHM IMJb OBOT 3aJaTKa je MpoBepa Ja JIM yYEHHWIHM 3Hajy Ja MpUMeEHe roToBy ¢opmyiny. 3a
nobujame TadyHOr pe3yiTaTa ydYyeHHMHM OW Mopanud Ja TMO3Hajy M HUpaluoHalHEe jeqHaunHe
HAajjeqHOCTaBHH]jEr 00JMKA Kao IITO je jeAHaYrHa Y OBOM IIPUMEpPY:

35=7-Vt—12

Maxkcumanan 6poj 6010Ba, peMa YIYTCTBY 3a Mperjienaue Tecra, 1o0Hja ce 3a oarosop 37
200una, 6e3 o03upa a JH je MOCTyNaK pellaBama AaT WIK He, MaKO C€ IMOCTYMAaK EKCILUTUIUTHO Y
3agaTKy Tpaxku. Muaue y Opomypu PISA mpojekta cy HaBeAeHH NpUMEpPH YYEHHUYKHUX OATOBOpa M
Ha4YMHA KakKo je KOju OATroBOp OoaoBaH y3 mpompaTHH koMeHTap. Crnenehu onroBopu cy 00moBaHH

MaKCHUMaJIHUM OpojeM moeHa
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Primjeri odgovora

Kod 2:
35=7-4t-12 35:7=5
5=4t-12 7-5=7-4/25
B5=1-12 =7-425+12
=37 =7-37
... 37 godina
35:7=5 {Nije ispravan algebarski zapis, ali znamo da je ufenik dobro
52— 95 mislio.}
25+12=37
t=16 d=121 (Primijetite da je ispravan rezultat wvriten u formuly,
t=95 d=252 sto je tacno.)
t=40 d=37
t=35 d=3356
t=37 d=35

Dakle, 37 godina nakon nestanka leda.

r—— —

756 =35=T7-4/37-12=7-4/25=7-5=35

Jakre, KpeaTopuMa TecTa je camo BakaH KOHa4yaH pPe3yaTar, ajld He U Ha4rH KakKo ce A0 mhera
cTrxe. Y IPETXOAHUM OATrOoBOpuMa npumehyjeMo MatepujaiHe rpemKe(7 XV25=7x%x+25+12 =
7 X 37) M HENPELMU3HOCTH KOje Ce YUSHHIIMMA TOJECPUILY Y3 00pa3IoKeme Aa Cy ,,J00p0 MUCIHIN
jep cy Ha Kpajy noouim TayaH oaroBop. Ha ocHOBy 4era mperienayn Tecta 3Hajy Od je yueHux 0oopo
Mucauo - He 3HaMO, a oIl Mamke 3HAMO Kako ce TO OeCMHCIIEHE jeAHAKOCTH MOTYOICHHBATH Kao
CYIITUHCKM HEOWTHE W TpeTHpaTth Kao CUTHE omaimuke. Jloma3ak 10 TadyHOr OArOBOpa METOIOM
MOKYIaja y OBOM 3aJaTKy je MOTIYHO OECMUCIICH jep TO 3Hauu Aa YUYEHHIMMa arcolyTHO HHjE jacaH
mojaM KBaJpaTHOT KOpEHa.

MebhytuM, moceOHO je 3aHMMJBHBO 3a KaKBE OJFOBOPE CE YYCHUKY Jaje JeNMMUYaH Opoj

noeHa. HaBoanmo npumepe onrosapa koju cy 0010BaHH Ha Taj HAYMH.

Kod 1

35=7-/1-12 35=7-4/1-12 35=7-/1-12
3 =7"1-12 5=4t-12 5 =4/t—12

49r_= ;T:«"S; 25=£-12 = i1
r=-2 t=13 Pretesto je!

VY cBakoMm 0J] OBUX CilydajeBa HauMbEHE Cy KpYIHE MaTeMaTH4Ke Tpelike, Koje ce camo
OHOME KO HE 3Ha eJeMEHTapHy MaTeMaTHKy MOy YYHMHHUTH HEOMTHHM, a caM IOCTYIaK BPETHHM
Hekor Oopma. UlraBumme, y Tpehem ciydyajy KOHCTaTOBaHO je Ja je MOCTYMaK INpPETeXaKk a He
CYIITHHCKH IOTpPEIIaH, ITO OH Y CTBApH jecTe, jep je MpUKa3aHO HEMO3HAaBamkbe OCHOBHUX OCOOMHA
KBaJ[paTHOT KOpEHa.

Jom je mpobneMaTHUHMjU HAUMH OOAOBama y 3aaTKy KOjU HOCH Ha3uB /[eopuwime:
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M267: JAsopuinre.Hukona scenu da nonioda npasoyeaono dgopuuime ceoje Hose kyhe. /leopuwime
je oyeauko 5,25m u wiupoxo 3m. 3a noniouasarse jeOHoe keadpamnoz mempa nompebna my je 81

yuena. M3pauynajme Konuxo je nompedno yuenu 3a nonio4agarse yenoe 08opuLuma.

BODOVANJE: DVORISTE 1

Maksimalan broj bodova
Kod 2: 1275, 12761 1275,75 (jedinice se ne moraju navoditi).
Dijelimic¢an broj bodova

Kod 1: 15,75 (jedinice se ne moraju navoditi)

ILI

1215 cigli za 5m x 3m

{Ovaj kod se konsli za uCenike koji su u stanju da izraéunaju broj ciglh za cijeli
brof kvadratnibh metara, ali ne i za kvadratne metre izraZene razlomecima. Pogledati
primjere mogucih odgovora.)

ILI

Greska pr izradunavanju povr3ing, ali je ispravno pomnoZena sa 81

ILI

Povriina zaokruZena na cio broj, ali je ispravno pomnoZena sa 81.

Maxkcumanaum Opojem 06070Ba olemyje ce OMIo Koju Of TpH HaBeneHa oxrosopa - 1275 umm 1276
umn 1275,5. HapaBHo, MOke OMTHM caMoO jeaH TayaH oAroBop a To je 1275,75 koju ce mobOuja
jEAHOCTaBHUM MHOXEHEM IaTtux OpojeBa. Y mpakcu mpoOiieM OMCMO PElIMid Tako IITO OHCMO,
3ancTa, Kynwid 1276 nurim ma oHOa jeAHy LUTIY CEKIM - ald To HHje Omno mutame. Ho kxako
hemoraj mpobieM pemMTH ako M HeTayaH OAroBop 1275 muriam — cMaTpaMoO TayHUM - He 3HaMmo!
MebhyTuM, MOMITO je ped O peanHoj JHCUBOMHO] CUMyayuju, MOXKEMO TPETIIOCTABUTH JIa Cy ayTOpH
MUCIIHIIM J1a HA MECTO Ha KOje HEJoCTaje IWIa CTaBUMO, Ha mpuMep, cakchjy 1Beha! Takobe je
BaYXKHO IPUMETUTH 32 KaKBEe OATOBOpE ce Aaje nenumuyan Opoj moeHa. Ha mpumep, KO MOBpIIMHY
JBOPHUIITA padyHa MHOXEHEM OpojeBa 5 u 3 urHopuiryhu Aa je IBOpHUINTE Ayraduko 5,25m, HapaBHO
He no0Mja TayHy MOBPLIMHY IBOPHUIITA, ajd OLEHHBAY MPOLEHYje Aa je OArOBOp my Hezde W Na
3aciyxyje Oap Heku Oon. [akme, ydeHuk je, uzberaBajyhu 1a MHOXHU ¢ ASHUMaTHUM OpojeM IMOKa3ao
eJIEMEHTapHO HeEMO3HaBambe padyHama, alli TO HHUje OKapaKTepHCaHO Kao 3HayajHa TpellKa, jep
HapaBHO, KO jOII JaHAC MOPEA pauyHapa Ha CBAaKOM KOPAaKY, V PeaiHUuM HCUGOMHUM CUMYayujama,
uMa TOoTpedy Ja caMOCTallHO padyHa. AKO Tako OyIeMO HpuMerusanu Mamemamuxy, camo je
MUTalke BpeMeHa Kaja heMo u Tabnuily MHOXKEHa YBPCTHTH Y eHYUKAONEOUjCKO 3HAe U TIPOTTIaCUTH
j€ CYBHIITHOM.
Ha xpajy, ananusupahemo u 3agatak Kopayu.

M124: Kopauu. Ha cruyu ce sude omucyu cmonana mywxapya Koju xooa. Kopax P npeocmasmwa
pazmax uzmehy 3aowee kpaja osa ysacmonua omucka. Ilomohy ghopmyne, % = 140, k00 mywxapaya,
npedcmasba ce npubaudican ooHoc usmehy n u P, 2oe je,

n = Opoj Kopaka y munymu, a

P = Oyaicuna kopaxa y mempuma.®

2 . .
3agaTakK je HanMcaH UCTO Kao Y NPUPYYHMUKY, MaKo ayTopK OBOT paga Mmajy npumeAady Ha NpaBonuc, o Yemy
he 6MUTU peun y nasbem TEKCTY.
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1. Axo ce osa popmyna npumenu na Muprkog x00 u Mupro nanpasu 70 Kopaxa y Munymu, KOauKda je
Oyarcuna wez20602 kopaxa. Tloxasicume xako cme 0outau 00 pe3yimama.
2. Unuja 3na 0a je mwezo6 kopax dye 0,80 memapa. @opmyna ce modice NPUMEHUMU U HA FHe208 X0O.
HM3pauynajme xojom 6p3unom Hnuja xooa uspasiceno y mempuma no MUHymu u y KUIOMempuma Ha
yac. [loxasxcume kaxo cme 0ownu 00 pe3yimamd.

VY4eHHK KOjU MaXJbMBO 4HWTa 3ajarak, octahe 30ymeH MpeA MPaBONMCHO HEMPaBUIHOM
pEeUYCHUIIOM Koja je onTepeheHa CYBUIIHUM 3ape3uMa (MCTO je Uy GHIJIECKOj My CPIICKO] BEp3UjH

MPUPYYHUKA). AKO Ty YHIEHUILY, KOja Ce HE THUE MaTeMaTHKe, 3aHeMapruMo polIieM je u moHyhena

¢dbopmyna % = 140. Bennuune N u P xoje mpeacrassbajy Opoj Kopaka y MHUHYTY U OY)KHHY KOpaka y

MeTpHuMa, MpeMa AaToj GOpMyIHu Cy MPONOPLUOHAIHE, OTHOCHO, ¢ moBehameM BennuuHe P mosehasa
ce u BenmnunHa N. Huje Temko mpUMETHUTH Ja Taj OAHOC HUje JIOTHYaH U Ja He OAroBapa ,,peaHoj
JKUBOTHO] CUTYallMju, jep Y peallHOCTH LITO YOBEK Opie Mae Kopalu My IMocTajy cBe Kpahu, mro
3Ha4M Ja cy BenuunHe N u P oOpuyTo mponopunonanne. HapaBHo, To je mpoOnem caMo 3a ydeHHKE
KOjH pa3MHUILbajy O TEKCTy 3aJaTka. 3a ocraje, MPBH €O 3aJaTKa je TpPUBHjaJlaH jep MpeAcTaBiba
HajjeqHOCTaBHH]y NpuMeHYy ¢opmyne. Mnaue, 3agaum y PISA rtecty cy mnajuemhe ,,ykpameHu*
cliMYMLiaMa Yyja je yiora yriaBHOM jAeKopaTthBHa. MelyTuM, ako CIMKY Y OBOM 33JaTKy Mayio 0oJbe
MorJieIaMo, MOJKEMO NPUMETHTH Jla HA OHAa HE OArOBapa ,,peajiHoj KUBOTHO] cuTyauuju‘. Hanwme,
Kako ce y JApYrom JAely 3alJaTka NoMHEbe Kopak Ayr 80cm, TO mpema AaToj CIUIH MOXEMO
3aKJBYYHUTH Ja je cTonajo ayro Oap nomna merpa! Moxaa he, y OyayhHoctu, 3a kojy nac PISA cnpema
JbyIId ¥ UMATHU TOJIMKA CTOMaja, alli TPEHYTHO ce 3a TAKBOT [IMHA HE 3Ha.

[IpoGnem mnomer 0ogoBamka MPUCYTaH je 'y 0oBoM 3aaatky. [IpeaBuleHo je na ce nenumuyan
Opoj moeHa Jozesbyje YUeHHIIMMA KOjU MOMEIIajy Kopake U MeTpe, Ia YMECTO TaYHOT OAroBopa KOju
rinacu 89,6 merapa y MUHYTY, oHU 1o0ujy 112 Merapa y MunyTy. He BUIUMO HU jenaH apryMeHT Ha
OCHOBY Kora OMCMO CYIITHHCKH HETAYHOM 33aTKy AOAENUIHN 010 Koju 6ox!
3. 3akipyuyak

HapaBHno, HUCY cBM 3aiali Koju ce jaBJpajy y okBupy PISA Tectupama CIOpHH, alld MHOTH
jecy - TO je HEeIOIyCTUBO KO OWJIO KOT TEeCTHpama, a moceOHO OHOT M3a Kojer croju 60 3emaspal He
noBonehn y muTame KOMIETEHTHOCT HerOBUX CacTaBjbada, MOpaMo Jia MPUMETHMO Ja je IPUITHKOM
MpUIIpeMe TECTOBAa M30CTaja JeTajbHa aHalk3a CaMUX TEKCTOBA 3ajJaTaka M 030MJbHA MIpOBeEpa
pesyiraTa Koju ce IPU3HAjy Kao Ta4HW WM AETMMUYHO TayHH. TuMe cy Mopaiu Ja ce mo3adaBe He
caMo ayTopH 3aj1aTaka, Beh 1 mmpa MaTeMaTHUKa jaBHOCT. JenaH o1 pasjiora 3amiro A0 je TO H30CTalo
jecTe 1 TajHOCT caMor TecTa. Tek y mociembyX nap ToauHa HEKH 0] 33/1aTaka ca OBUX TECTHpamba Cy

jaBHO 00jaB/beHH®, amM M [a/be KOMIUICTHM TECTOBM CE KPHjy O jaBHOCTH, INTO je MO HAIIEM

® PISA RELEASED ITEMS-MATHEMATICS (www.oecd.org/pisa/38709418.pdf)
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MUIIJBEHY HenonmycTnBo. Cmartpamo na OM HberoBa TpaHCHApeHTOCT Owina on momMohM He camo
YUEHHIIMMa M HACTaBHULIMMa, Beh Ou JonpuHena modosbliamky KBaJIUTETa CaMor TecTa.

Wnadve, ka0 mrTo CMO paHHMje MCTaKid, HUje Malu Opoj MaremaTthyapa, Ipe CBera, ca
EBPOICKUX YHHBEP3UTETA, KOjU Cy youunu OpojHe cnadoctu PISA tectupama. ,,Heku on mux Bepyjy
na ce youeHe cimaboctu Mory mpeBazuhu y okBupy camor mpojekra (Hup. Allerup, Dolin, Olsen,
Sjoberg), npyru cy ckiionu na 3akipyde aa PISA mpojexat He Mmoxe na ce monpasu (Hmp. Langfeldt,
Meyerhofer, Wuttke) unu na je tonmko OutaH 3a oapeljeHe monmMTHUKE CBpXe Aa Tpeba aa ce
mocMarpa Kao BPCTa UCTpaKMBamba y OKBHPY (QopMHUparma MONHUTHKE, a HE Ka0 HAYYHHU IMOLyXBaT
(anp. Hopmann, Jahnke, Uljens, Bozkurt/Brinek/Retzl).* [5]

U na xpajy namehe ce nutame: Tpeba 11 HamMM yudeHHIMMa 0BO Tectupame? Hema cymme
na nobujenu pesyaratd PISA mory OMTH KOpHUCHHM HEKMM HMCTpakMBauMMa, OCEOHO KaJla ce uma y
BUIY /a YYEHHLH YIOPENO C OBHUM TECTOM IONYHaBajy M YIUTHHK KOJU CE€ OIHOCH Ha HUXOBY
MOTHBAILMjy, HABUKE Y BE3M Ca YUYCHEM M pa3He CTaBOBE BE3aHE 3a HUXOBO LIKOJOBame. Takohe,
pe3ynTaTH OBOI TecTupamaoMoryhaBajy pa3He KOMIIapaTHBHE aHalM3€ HEKUX BpCTa 3Hama Mehy
YUEHHIIMMA U3 Pa3InUUTHX 3eMasba. MehyTum, nogaum go0MjeHH OBUM TECTHPAamEM HE /ajy MpaBy
CIIMKY 3Hama YYeHHKa M3 00JacTh MareMmatuke,kako y CpOuju, Tako M y APYTMM Ap)KaBama TIe ce
OBO TECTUPAIE CIIPOBOIM M 3aTO CI000THO MOKeMo pehr Jia je 3Hauaj OBMX IOAATaKa MpeleHEeH.
3anpaso, ,,PISA Tect, Mame WK BHIIIE, PABUIIHO MEPU CIIOCOOHOCT YUEHUKA JIa pPellaBajy 3a/1aTke y
OBOM TecTy - anu Humra apyro” [4]. Cmatpamo na oOpa3oBHa IMOMUTHKA U CTpaTeruja Koja ce rpaau
Ha pe3ylTaTHMa OBOI' TECTHpama MOXXE MMaTH JAAJCKOCEKHO JIOLIE IMOCIEeOUIle 110 MaTeMaTH4KO
o0pazoBame, jep U opel TPEHYTHE CBeTcKe akTyenHoctu PISA tectupame nMa, Kao ILTO IpeTxoHa

aHaJlu3a MokKasyje, mpeBuIe cnadbocTy.
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Apstrakt. Jedan od najvaznijih segmenata u danaSnjem razvoju i upotrebi Interneta je
personalizacija sadrZaja i izgradnja korisnickog profila zasnovanog na ponaSanju svakog
pojedinacnog korisnika. U sistemima elektronskog ucenja formirani profil ucenika pomaze
prilikom izbora sadrZaja i informacija koje se u datom trenutku predstavljaju uc¢eniku. U cilju
personalizacije procesa ucenja i prilagodavanja sadrzaja svakom pojedinac¢nom uceniku, sistemi
za elektronsko ucenje moraju koristiti strategije kojima ¢e zadovoljiti potrebe ucenika. Takode,
ti sistemi moraju koristiti razli¢ite tehnologije radi promene okruzenja i adaptacije nastavnog
materijala na osnovu potreba ucenika. Proces adaptacije moze biti u formi adaptacije sadrzaja,
procesa ucenja, povratnih informacija ili navigacije. U radu su prikazani karakteristi¢ni tipovi
tutorskih sistema koji sadrze razliCite oblike personalizacije nastavnog materijala i procesa
ucenja.

Kljuéne reéi: elektronsko ucenje; personalizacija; tutorski sistemi.

1. Uvod

Elektronsko ucenje ili E-u€enje (E-learning) je interaktivno uc¢enje u kom je nastavni sadrzaj dostupan
onlinei gde je ponudena automatska povratna akcija kao odgovor na ucenikovu aktivnost [8]. U sustini, to je
viSe ucenje uz pomo¢ racunara (computer-based training) i davanje instrukcija uz pomo¢ raCunara
(computer-aided instruction) ali je razlika, u odnosu na tradicionalno ucenje na daljinu, Sto je potreban
Internet za pristup materijalu kao i za kontrolu ucenikovih aktivnosti. E-uCenje ukljucuje sve aspekte i
procese ucenja koji koriste World Wide Web kao osnovnu tehnologiju i medijum za komunikaciju. Ucenje
preko mreze karakteriSe [29]: razdvojenost predavaca i ucenika; upotreba Veb tehnologija za prezentovanje i
distribuciju obrazovnih sadrzZaja; moguénosti dvosmerne komunikacije, uenik-uéenik, uéenik-predavac.

Brojni primeri sistema za elektronsko ucenje prilagodenih radu preko mreze razvijeni su u svetu
poslednjih godina kao posledica potrebe ubrzanja procesa ucenja. Ovakvi sistemi su uglavnom platformski
nezavisni i omogucuju pristup nastavnom materijalu sa razlicitih lokacija [28]. U njima se sakuplja velika
koli¢ina informacija o korisnickim sesijama ¢ime se omogucuje analiza ponasanja ucenika. U sistemima se
generiSe i velika koli¢ina razli¢itih lekcija i nastavnih resursa te je takvom bazom podataka teSko ruéno
manipulisati 1 prilagodavati nastavni materijal potrebama pojedinacnog ucenika. Dva efikasna nacina
poboljSanja kvaliteta usluga ovih sistema je upotreba inteligenthih tehnika i adaptivnost ka potrebama
pojedinaénih korisnika [8]. Uvodenje inteligencije u sisteme za elektronsko uéenje dovodi do Inteligentnih
tutorskih sistema (Intelligent tutoring systems - ITS). U njima se mogu primeniti razne tehnike u cilju

postizanja personalizacije. Poslednjih godina u svetu, popularna tehnika prilagodavanja nastavnog materijala,
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je upotreba sistema za generisanje preporuka [18]. Razni obrazovni sistemi generiSu preporuke ucenicima,
prilagodavajuéi im nastavni materijal koji ¢e im drzati paznju ili koji ¢e lakSe savladati.

Popularan trend u projektovanju tutorskih sistema je i upotreba tehnologija semantickog veba [3].
Semanticki veb je nova generacija veba u kojem se informacije pokuSavaju predstaviti na nadin da ih
racunari mogu bolje Koristiti (Cesto, pomocu inteligentnih agenata) ne samo za prikazivanje nego i za
automatizaciju pretrage, integraciju i ponovnu upotrebu izmedu aplikacija [1]. Jedan od osnovnih gradivnih
elemenata semantickog veba je ontologija [4]. Ontologija odredenog domena predstavlja terminologiju, skup
svih bitnih koncepata u domenu, njihove klasifikacije, taksonomije, njihove veze i sve aksiome domena. Pri
modelovanju inteligentnih aplikacija, ontologije predstavljaju vazne ponovno upotrebljive gradivne blokove.
Informacije koje su sadrzane u ontologijama se uz pomo¢ pravila adaptacije koriste u procesu prilagodavanja
sadrZaja.

Interaktivni sistemi za elektronsko ucenje, grupisani na osnovu tipa personalizacije koje nude, ¢e biti
prikazani u drugom poglavlju. Tri karakteristiCna primera tutorskih sistema i oblici adaptacije nastavnog
materijala u njima, bice detaljnije prikazani u trecem poglavlju. Neki rezultati personalizovanog ucenja u
tutorskim sistemima su prikazani u zakljuénom poglavlju.

2. Interaktivni sistemi elektronskog ucenja

Savremene informacione tehnologije se intezivno koriste pri izrade razli¢itih tipova obrazovnog softvera.

U ovom radu, paznja je usmerena samo na nekoliko specifi¢nih tipova tutorskih sistema:

e tutorski sistemi koji prilagodavaju nastavni materijal specifi¢nim stilovima ucenja,

e tutorski sistemi koji koriste razlicite tehnike za generisanje preporuka sa ciljem da preporuce uceniku
odgovarajuce nastavne aktivnosti na osnovu njihovih potreba, znanja kao i putanja kretanja kroz
nastavni materijal koji su koristili drugi ucenici sa slicnim stilom ucenja,

o tutorski sistemi koji su bazirani na tehnologijama semanti¢kog veba.

2.1 Sistemi sa adaptacijom na individualne stilove u¢enja ucenika

Razli¢iti u€enici na razli¢it nacin pristupaju i koriste nastavni materijal, uce i usvajaju novo gradivo.
Stoga je pozeljno da sistemi za elektronsko ucenje ponude isti nastavni materijal na razliite nacine,
prilagodene svakoj od kategorija potencijalnih korisnika sistema. Postoje mnogi modeli stilova ucenja u
raspolozivoj literaturi od kojih svaki donosi razlicite opise i klasifikacije stilova ucenja. Neki od
najpoznatijih su modeli Coffield-a [6], model Kolb-a [19] i Dunn and Dunn model [10].

Sistemi koji prilagodavaju nastavni materijal stilovima ucenja koriste razliite metode za utvrdivanje
kojoj kategoriji ucenici pripadaju. Jedan od nacina je da uenik popuni upitnik koji u razli¢itim formama
postoji za svaki od stilova ucenja [23], [24], [35], [36]. Drugi metod je odredivanje stila uenja na osnovu
interakcije ucenika sa sistemom. Sistem prati tok ucenja, stranice koje ucenik posecuje i linkove koje
pokrece. Na osnovu tih rezultata, sistem formira bazu podataka posecenog nastavnog materijala i donosi
zaklju¢ke o tome koji materijal odgovara korisnicima sa odgovarajuc¢im stilom uéenja [17]. Nakon $to se za
konkretnog ucenika utvrdi stil ucenja, ovi sistemi prikazuju nastavni materijal u formi koja je prilagodena za
taj stil ucenja.

Adaptivnost postojecih sistema je ¢esto realizovana u obliku razli¢itog prikaza slika i teksta a jedan od
izuzetaka je sistem iWeaver [37] koji nudi i odgovaraju¢i multimedijalni sadrzaj. Takode, sistemi uglavnom

prilagodavaju nastavni materijal stilu uéenika koji je odreden na pocetku koris¢enja sistema i pretpostavlja se
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da ce taj stil ostati nepromenjen. Ipak, istrazivanja pokazuju da se stilovi ucenja pojedinacnih ucenika
menjaju u zavisnosti od trenutnih ciljeva ili kvaliteta konkretnog nastavnog materijala. Kontraproduktivno je
da se u toku kursa ucenik veze samo za jednu kategoriju materijala, tj. da se tokom sesija dodatno ne
preispituje odluka o dodeljenom stilu.

Kada se radi o sakupljanju i obradi informacija o individualnim stilovima uc¢enika u tutorskim sistemima
mnoga pitanja su i dalje otvorena: nacin na koji ucenici sa razli¢itim stilovima u¢enja odgovaraju na pitanja
na testovima; izvodenje vezbi i razne druge nastavne aktivnosti; kako stilovi u¢enja uticu na kretanje kroz
nastavni materijal; koje su zajedni¢ke osobine ucenika sa odredenim stilom ucenja; na koji nacin pojedine
kategorije ucenika biraju i koriste nastavni materijal, itd [34].

2.2 Sistemi sa ugradenim podsistemima za generisanje preporuka

Sistemi za generisanje preporuka (recommendation sistems) koriste misljenja razli¢itih korisnika sistema
u cilju identifikacije potencijalnih interesovanja pojedina¢nih korisnika [26]. U sistemima za elektronsko
ucenje oni se koriste za generisanje preporuka koji nastavni materijal treba prikazati u¢eniku u cilju $to brzeg
savladavanja gradiva [11], [21].

IstraZivanje o upotrebi sistema Netlogo za generisanje preporuka ucenicima je predstavljeno u [20].
Autor je prikazao razlic¢ite forme nastavnog materijala koje uti¢u na povecanje ili smanjenje motivacije kod
ucenika. Slican sistem za generisanje preporuka je dat u [16], medutim, prilikom generisanja preporuka ne
uzimaju se u obzir li¢ne karakteristike u¢enika.

Metodologija poboljsanja ve¢ gotovih onlajn kurseva uz pomo¢ adaptacije je predstavljena u [27].
Takozvani AHA! projekat je prvobitno zamiSljen kao podrSka onlajn kursevima prilikom implementacije
adaptivnosti hipermedijalnih kurseva na TehnoloSkom univerzitetu u Ajndhovenu [28]. Najvazniji doprinos
ovog projekta je adaptacija (pomocu predikcionih pravila) prezentacionog i navigacionog sistema kursa na
osnovu nivoa znanja ucenika.

IstraZivanje o implementaciji tehnika data mining-a u sisteme za elektronsko uéenje i poboljSanjima
procesa ucenja koji se time postize je predstavljen u [33]. Autori su predloZili tehniku data clustering-a kao
nac¢in modelovanja studenta. Metoda clustering-a je prikazana i u [13] sa ciljem grupisanja nastavnog
materijala na osnovu tema koje obraduju i sli¢nosti u njihovoj formi. Tehnike Data mining-a kao Sto su
Association Rule mining i Intra-session frequent pattern mining su primenjene u [38] u cilju izdvajanja
korisnih modela ponaSanja ucenika.

Svi ovi sistemi su prikazani kao inovativni i napredni ali na Zalost ni jedan od njih nije uSao u Siru
upotrebu. Ni jedan od tih sistema ne koristi sve mogucnosti tehnika generisanja preporuka kao §to su
collaborative filtering, association rule mining i klasterovanje nego samo najosnovnije tehnike data mining-

a. Takode, retki su i sistemi koji uzimaju u obzir razlicite stilova ucenja.

2.3 Tutorski sistemi sa elementima tehnologija semanti¢kog veba

U skorije vreme sprovode se mnoga istraZivanja o upotrebi tehnologija semanti¢kog veba u sistemima za
E-uCenje ali vecina razvijenih sistema koristi ontologije samo za prikaz nastavnog materijala i podataka o
ucenicima [5], [12], [22], [25], [30].

Prototip sistema SMARTIES se u potunosti zasniva na tehnologijama semantickog veba [2]. Najnovija
verzija sistema sadrZi ontologije koje prikazuju samo apstraktni dizajn nastavnog materijala, tj. nije jo$
konkretizovan sadrZaj lekcija i celokupno znanje iz domena.
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U sistemu Personal Reader tehnologije semantickog veba se koriste u cilju personalizacije nastavnog
materijala [9], [15]. Autori predlazu arhitekturu baziranu na RDF-u (Resource Description Framework) i
ontologijama koje prikazuju nastavne resurse, znanje iz domena kao i podatke o samim ucenicima. U [15]
autori predstavljaju nekoliko ontologija za izgradnju adaptivnog obrazovnog hipermedijalnog sistema.
Medutim, strategija adaptacije nastavnog materijala primenjena u sistemu nije predstavljena ontologijama.

Znacajan doprinos U 0voj oblasti predstavlja inteligentni tutorski sistem QBLS [7], prilagoden radu na
mreZi uz primenu tehnologija i standarda semanti¢kog veba. Sistem preuzima nastavne resurse pronadene na
Internetu i sluzi kao podrska uc¢enju programskog jezika Java.

Autori u [12] su prikazali sistem Kkoji su razvili nastavnici srednje Skole i koji koristi ontologije za razvoj
i azuriranje nastavnih planova za svoje ¢asove. Oni opisuju softversku platformu Gescur koja implementira
procese formiranja, planiranja, usmeravanja i kontrole nastavnih planova i programa.

Experiment sa integracijom modela znanja iz domena dva razli¢ita adaptivna sistema koriS¢enjem
ontologija je prikazan u [31]. Ekperimetalna ontologija Java programerskog kursa (Java Learning Object
Ontology — JLOO) je data u [22]. Definisana ontologija je koris¢ena kao osnova za razvoj nastavnog
materijala pocetnog Java kursa kao i za integraciju tog materijala u adaptivni sistem za E-ucenje. Dodatni
predlozi upotreba ontologija prilikom izgradnje pojedinih elemenata sistema za E-ucenje: model ucenika,
ontologija domena, ontologija akcija i dr. se mogu naci u [2], [22], [31].

U navedenim sistema, upotreba ontologija se uglavnom fokusira na modeliranje znanja iz domena i
formiranje nastavnog materijala dok su definicija i komunikacija izmedu drugih komponenti sistema
izostavljene. Ovi radovi isticu da je najveca poteSskoca prilikom modelovanja znanja u sistemima za E-
ucenje, kreiranje i azuriranje struktura semantickog veba (npr. ontologija). Te strukture mogu biti kori§¢ene
ne samo za organizovanje nastavnog materijala nego i za definisanje odnosa medu njima i definisanja

redosleda prikaza materijala uceniku.

3. Karakteristi¢ni primeri tutorskih sistema

Nekoliko karakteristiénih primera sistema koji koriste razli¢ite tehnologije i tehnike za generisanje
personalizovanog kursa su prikazani u nastavku.

iWeawer - iWeawer je sistem za primenu individualizacije pri uenju programskog jezika Java. Nastao
je kao rezultat projekta za realizaciju personalizovanog sistema na Fakultetu za obrazovanje, jezike i
drustvene nauke u Melburnu, Australija [37]. Sistem prikazuje razli¢ite mutimedijalne elemente i formate
lekcija iz programiranja uz upotrebu nekoliko adaptivnih tehnika: sortiranje linkova, sakrivanje linkova i
uslovni sadrzaji stranica [36].

Upotreba sistema - Kada ucenik pristupi iWeaver sistemu prvi put on mora da popuni standardizovani
upitnik (Building Excellence Inventory) na osnovu kog se procenjuje njegov pocetni stil u¢enja i kreira profil
sa 118 pitanja sa ponudenim odgovorima [10] (Dunn&Dunn model stilova u¢enja). U¢enici dobijaju analizu
svog profila stilova uéenja sa preporukama za personalizaciju. Njima se potom prikazuje sadrZzaj za ucenje
koja odgovara njihovom stilu uéenja.

Korisniku su, uz pomo¢ adekvatnog interfejsa (slika 1.), ponudene osnovne opcije kao i stablo za
navigaciju kroz sadrzaj. Centralni deo interfejsa je namenjen za prikazivanje sadrzaja. Sistem bira adekvatan
nacin za prikaz sadrzaja trenutnom korisniku na osnovu njegovog stila ucenja. PreCice za prikaz ostalih
stilova se postavljaju u toolbar-u za izbor stilova. Ponudeni su slede¢i stilovi:

e Tekstualna lekcija. Predstavlja najjednostavniju varijantu prikaza sadrZaja namenjenu ucenicima koji

najbolje usvajaju materijal tako $to ga jednostavno Citaju.
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e Animacije. Ucenicima kojima najvise odgovara vizuelno ucéenje prezentuje se odgovarajuca

animacija koja prikazuje pojedine koncepte.

Stablo ucenia Osnovni linkovi
Indikator nanretkal Toolbar za izbor stilova
K g
iWeaver i aﬁmrn;eg i1

_% Java Language Basics

B 0 Introduction

El-a 1 Programming Terminology Glossary
{1 Overview
B3 Syntax and Sernantics Try It Out!
- [ About Syntax and Semantics
D Working with Syntax and Semantics
=11 Compiler versus Interpreter View Full Tree

Take Motes

Sadrzaj lekcije Alati za ucenje Navigacija

unutar lekciie
Slika 1. Korisni¢ki interfejs iWeaver-a

e Interaktivni sadrZaj. Ova varijanta sadrzaja namenjena je ucenicima koji bolje usvajaju gradivo
pomocu aktivnog stila u¢enja. Na primeru switch naredbe, u¢enik moze ru¢no postavljati break izraz
tako $to ¢e manuelno podesavati polozaj naredbe u okviru koda.

e Audio sadrZaj. Namenjena je ucenicima koji gradivo najbolje usvajaju kroz sluSanje sadrZaja.
Materija se prezentuje u audio formatu (napr. snimljena Power Point prezentacija).

Sadrzaj koji se ui je podeljen u module (modules) koji su dalje podeljeni na jedinice (units). Nakon §to
prede neku od jedinica, ucenik moze da odabere da je ponovi ali uz upotrebu drugog stila. Ukoliko u¢enik
odabere prelazak na narednu jedinicu, od njega se trazi da oceni varijantu prikaza prethodno predenog
nastavnog sadrZaja na osnovu njegovog subjektivnog misljenja o efikasnosti. Takode se od ucenika trazi da
oceni svoj napredak pri ucenju i opsti utisak o okruzenju za ucenje.

Arhitektura sistema - Arhitektura sistema iWeaver [37] je predstavljena na slici 2. Uenik se prijavljuje
na sistem preko standardnog veb browsera i pokrece se sesija u kojoj se ¢uvaju svi relevantni podaci
(trenutni stil prikaza, opcije navigacije, upotreba alata, itd).

Upravlja¢ sesijama (session manager) je realizovan kao servis koji neprekidno sakuplja podatke kroz
sesije ucCenika. Model ucenika se analizira i uporeduje sa modelom prezentacije sadrzaja (Content
representation model). Zatim se pronalazi najbolja kombinacija prikaza sadrzaja i alata koja se preporucuje
uceniku.

Model ucenika definiSe stil u¢enja svakog ucenika. Sistem ne uzima u obzir druge faktore, kao $to su
prethodno znanje i ciljevi u¢enja (ucenici bez znanja iz objektno-orijentisanog programiranja).

Sistemu iWeaver nedostaje upotreba tehnologija semanti¢kog veba kojima bi se postigla lakSa ponovna

upotreba materijala i omogucilo dodavanje novih kurseva kao i opcija personalizacije.
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Multitutor - Multitutor je onlajn okruZenje za razvoj proizvoljnih kurseva E-ucenja [32]. Dizajniran je
kao Klijentsko-serverski sistem koji koristi ontologije za prikaz osnovnih elemenata sistema. Multitutor
omogucuje kreiranje i pohadanje neograni¢enog broja kurseva tako $to predava¢ definiSe poglavlja, lekcije i
testove za svoj kurs. Sistem omogucuje ucenicima da koriste materijal i testiraju svoje znanje nakon toga, i
generiSe preporuku materijala u cilju postizanja boljih rezultata. Generisanje preporuka se vri na osnovu
istorije pristupa i prethodnih rezultata ucenika.

Varijante prikaza
sadrzaja

f !

N%I Eentacije
safffzaja

Alati za u¢enje

Korisnicke sesije
—p»1 | Horisnicke sesije

v

Upravlja¢ sesijama —

WWW - server
=k

& Browser

Lo
=

Slika 2. Arhitektura sistema i\Weaver

Primer ontologije modela ucenika sistema Multitutor dat je na slici 3 [32]. Klasa ucenika sadrZi
objektivne informacije o uc¢eniku. Kada se ucenik registruje u sistemu da bi pohadao kurs on/ona mora da
popuni upitnik ¢ime se omogucuje sistemu da postavi incijalne vrednosti u model ucenika. Klasa
CiljnaZnanja povezuje delove ontologije koji ne zavise od domena sa samim ontologijama domena. Osim
toga sistem dozvoljava da ucenik pohada vise kurseva preko Multitutora, od kojih svaki poseduje svoju
ontologiju domena. Kao rezultat, model ucenika sadrzi pocetne slojevite podatke u klasi CiljnaZnanja i oni
su kategorizovani u vidu stereotipa definisanih u klasi StereotipUcenika. Tokom vremena, aplikacija aZurira
CiljnaZnanja i time procenjuje nivo ucenikovog znanja. Konkretne vrednosti se cuvaju u klasi
MerenaZnanja, i svaka od njih je predstavljena kao skup Rezultata. Tokom interakcije ucenik-sistem prati se
navigacija ucenika kroz nastavni materijal i vreme provedeno na savladavanju svakog pojedinac¢nog
koncepta. Ti podaci se zatim koriste sa ocenama ucenika u cilju adaptivne personalizacije narednog
nastavnog materijala.

VremenskoObelezavanje

o..nT

StereotipUcenika Ucenik MerenaZnanja PutanjaNavigacije
0..n 0..n
i 0..n i 0..n
Ciljnaznanja Rezultati Rezultat
0..n

Slika 3. Primer ontologije modela u¢enika Multitutora
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Multitutor predstavlja uspesnu realizaciju okruZenja za E-ucenje, medutim iz realizacije su izostavljene
brojne potencijalne moguénosti personalizacije nastavnog materijala.

The Personal Reader - The Personal Reader predstavlja vaZan rezultat primene tehnologija
semantickog veba u domenu E-ucenja [14]. Sistem nudi okvir za dizajn [15], implementaciju i odrZavanje
veb sadrZaja, podrZane opcijama personalizacije za svakog pojedina¢nog ucéenika. Arhitektura sistema je
zasnovana na jeziku RDF i ontologijama za razmenu informacija o nastavnim resursima, domenu i
ucenicima. Resursi su definisani uz pomo¢ ontologija dok su upiti nad bazom i opcije adaptacije prikazani uz
pomo¢ jezika TRIPLE. Autori su koristili tehnologije semantickog veba za automatsko generisanje
hiperlinkova u sistemu (Slika 4). Definisane su ontologije i metapodaci za tri tipa resursa: ontologije
domena (domain ontology), ontologije korisnika (user ontology) i ontologija za pracenje korisnickih sesija
(observation ontology). Medutim, strategije personalizacije nastavnog materijala nisu definisane pomocu
ontologija sistema. Za izgradnju sistema primenjen je pristup zasnovan na logici generisanja obrazovne
hipermedije uz pomoc¢ jezika TRIPLE.

(v hj Chay
—

The Java™ Tutorial
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Slika 4. Personal Reader

Ovo reSenje personalizovanog sistema sadrZi nastavni materijal definisan metapodacima u okviru
ontologije domena. U cilju personalizacije prikaza nastavnog materijala, definisana je ontologija za
modeliranje ucenika i ontologija za pracenje korisnickih sesija koja prati i belezi interakciju ucenika sa
sistemom. Svaki servis sistema za personalizovano ucenje se sastoji od pravila adaptacije (IF-THEN oblika) i
ima jasno definisanu svrhu adaptacije. Sistem takode sadrzi ontologiju domena (ontologija dokumenata)
prilagodenu hipermedijalnom okuZenju kao skup prikaza dokumenata i koncepata u sistemu (slika 5).

Klasa Dokument se Koristi za definisanje lekcije (koncepta) koja sadrZi viSe nastavnih resursa
(tekstualnih ili grafickih fajlova). Ontologija dokumenata je kreirana da naglasi funkciju nastavnih resursa u
sistemu, da definiSe raspored prikaza dokumenata kao i uloga pojedinih koncepata u nastavnom procesu.
Takode, definisana je i hijerarhija koncepata, dokumenata i uloga koncepata.
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ObjectProperty ObjectProperty Class domin ObjectProperty ObjectProperty
dcterms:requires dc:subject range—m Concept ™ isPrerequisiteFor subConceptRoleOf
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“*range/

Slika 5. Ontologija dokumenata sistema Personal Reader

Na slici 6 je prikazana ontologija profila ucenika definisanog u sistemu Personal Reader. Ona prikazuje
vezu klase ucenika (Learner) i klase za pracenje napretka ucenika (Performance). Sistem prati pristup
ucenika odredenim dokumentima i konceptima, ¢ime se ucenici usmeravaju na nove (neposecene) koncepte i
dokumente. Nedostatak sistema je $to se modeluje samo minimalan broj osobina ucenika Cime je

onemogucena slozenija personalizacija u sistemu.

Class ObjectProperty Class ObjectPropert?r
Leamner l«—domain—  hasPerformance range—» Performance [«——domain PerformanceValue
onProperty I
: range
Class ObjectPropert domain )
Document «-range— " learningExperienceldentifier ~__~ subClassOf r Exiernal”!
. dornain T Restriction onProperty | xsd:Float |
Class ObjectProperty
Concept « range— learningCompetency domain hasClass
Ob{'ectPro erty Class Class
ssuedBy ——domain— Certificate subClassOf | Over0 Restriction
! N T
range hasClass
v
Class ObjectProperty Class
Insfitution range— ertifiedBy Bellow 1

Slika 6. Ontologija profila u¢enika sistema Personal Reader

Slika 7. prikazuje ontologiju za pracenje korisni¢kih sesija (ontology for observations). Ona sadrZi
podatke o interakciji ucenika sa odredenim dokumentom: pristup (access) materijalu, postavljanje markera
(bookmark), obeleZavanje (annotate) materijala, reSavanje zadataka (exercise), itd.

Autori uvode i ontologiju koja se koristi za opis strukture elemenata neophodnih za vizualizaciju kao i
sisteme pravila koja se koriste za postavljanje upita nad informacijama sadrZzanim u ontologijama
(prikazanim u jeziku TRIPLE).

Personal Reader generise personalizovano korisni¢ko okruzenje za prikaz nastavnog materijala, ali se
sva personalizacija obavlja na osnovu pracenja poseta nastavnim resursima a ne koristi se ni jedan slozeniji
mehanizam za generisanje preporuka niti personalizacije kao §to je identifikacija stilova ucenja. Personal
Reader koristi nastavne resurse sa besplatno dostupnog tutorijala (Sun Java Tutorijal), stoga nedostaje

posebno razvijeni nastavni material prilagoden studentima.
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Slika 7. Ontologija za pracenje korisnickih sesija

4. Zakljuéak

U radu je predstavljeno nekoliko karakteristicnih primera interaktivnih sistema za E-ucenje. Pri
realizaciji ovih sistema koriS¢eni su neki od opstih trendova dizajna i razvoja softvera. Prikazani su tutorski
sistemi koji prilagodavaju nastavni materijal specificnim stilovima ucenja, kao i sistemi koji koriste razlicite
tehnike za generisanje preporuka sa ciljem da preporuce uceniku odgovarajuée onlajn aktivnosti na osnovu
njihovih potreba, Zelja, znanja i putanja kretanja kroz nastavni materijal drugih ucenika sa sli¢nim
karakteristikama.

Opéti trend je upotreba elemenata vestacke inteligencije u cilju personalizacije sistema i prilagodavanja
korisni¢kog interfejsa i nastavnog materijala svakom pojedinaénom korisniku. Elementi semantickog veba se
takode Cesto upotrebljavaju u ovim sistemima jer se njihovom upotrebom postize standardizacija i
omogucuje ponovna upotreba pojedinih komponenti sistema.
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AncTpakT. Y pany je IpelncTaBbeHO Ha KOjU HAYMH CEe TeMaTHKa HOBIIA MOXXE OOpaguTH Yy OKBUPY
CpeOIIKOJICKE MaTeMaThKe. JlaT je mpuMmep Kako ce 3a MOJATKE W3 peaHUX CHTyallja NMPaBH MaTEeMaTHUKH
MOJIETT KOjU WIIyCTpyje Be3y m3Mel)y MaTeMaTHUKe Teopuje M INTeqme HoBLA. lIpuMep je KOHCTpyHcaH Ha
OCHOBY KBAJINTATHBHE aHAJM3€ YUEHUUKHX pElIeHha 3a7aTka U3 PEaTHOr KOHTEKCTa ()MHAHCHjCKE MaTeMaTHKe.
3a Bu3yenu3anyjy nojaTaka 1 MaTeMaTHIKO MOJIENTUpambe cMo KopucTiin Geogebra-y.

K.Tby'-lHe pedyu: MaTeMaTUYKU MOJCII, IITEIHka HOBLIA, Geogebra

1. YBox

[Ipema KenToBoj [3] meduHMIMjuU HOBAI] ce MOCMaTpa Kao OWJIO INTa IITO j& y 3ajCAHHYKO)]
yrnoTpebu M omire npuxBaheHo kKao CPeACTBO pa3MEHE WM Mepa BPEMHOCTU. TO je YHUBEP3aIHO
CpencTBo 3a ynopehuBame U pa3MEHBHBakE CBUX MPOU3BOA JbyAcKor paxa (Www. sh.wikipedia.org).
Hogar je He3aoOmiIa3Ha TemMa U 300T CBOje YHHUBEP3AJIHOCTH CBaKO O Tpebasio Jia 3Ha eJIeMEeHTapHe
cBapu o eMmy. To Tpeba 11a je 1eo eneMeHTapHe KyaType nojenunna. VctpaxuBama y K0joj MepH CY,
Ha MpUMeEpP, MIIAJIU KOju ce He 0aBe SKOHOMH]OM YIIO3HATH Ca €JIEMCHTAPHUM 3HAKHUMa O HOBITY, Kao
IITO KypC WM KaMaTHA CTOIa, HUCY MHOTOOpOjHA.

2. Cpensm0IIKOJIIH M MITEAHA HOBIA

Ja O cTeKn yBHJ Yy 3HAmE CPEeNbOIIKONala y Be3n (PUHAHCHjCKE MaTeMaTUKe, YUeHUIIMMA
npBor u apyror paspena OCHOBHE M Cpelmbe HIKONe ca JoMoM yuyeHuka ,Ilerpo Kysmjak®™, cmep
TYPUCTHYKH TEXHUYap, CMO IIOCTABWJIM BHILIE MHUTama W3 PEaTHOr KOHTEKCTa (puHAHCHjCKe
MaTeMaTHKe. TypHCTHUKMA TEXHUYAp je 3aHUMame U3 €KOHOMCKO-YIOCTHUTEIbCKE CTPYKE M BeoMma je
OWTHO Ja YYEHWIHM caBlalajy OCHOBE (UHAHCHjCKE MaTeMaTHKe. Y CaMOM HCTPaXXHBamwy je
y4ecTBOBaJIO YKyIHO 53 ydeHuka. Ha tecty je Ouno cnenehnx ner nurama:

Kypcna nucma na danawrou oan je oama y Tabenu 1:

Tabena 1: Kypcna aucma

1 € (espo) 1 8 (amepuuxu oonap) | 1£ 6pumarcka
¢ynma)
RSD (ounap) 110 85 131
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1. Konuxko je 150 espa y ounapuma?
2. Axo umaws 1500 ounapa u 150 espa, xoruxo umaut ounapa?
3. Konuxo donapa moxceur 0a kynuut 3a 150 espa?

4. Hopoouya Mumposuh uma 73425 ounapa npuxoda u cieoehe pacxooe: 30% odpocasaroe
cmana u xona, 25% xpaua u nuhe, 15% ooeha, 5% 3abaea, a ocmano wmeou 3a 200UUFU OOMOP.
Konuko npubnusicno mpeba pemena oa ce ywimeou 3a iemosarve Koje koutma 80000 ounapa?

5. Axo y 6anxy ynoocuw 10000 RSD ca eoouwrom kamamom 5%, konuxo hew nosya umamu
nocie 5 200una, ako ce Kamama pavyHa 2oouurbe?

WIn

Axo y 6anxy ynoocuws 10000 RSD ca coduwrsom xamamom 4%, xoauxo hew nosya umamu
nocie 4 2odumne, ako ce KAmMama pavyrHa o0uurbe?

OBo mnuTama ce oclamajy Ha HajOCHOBHH]Y, €IEMEHTApHy MaTeMaTUKy. YUEeHHIH CYy
opakTepHcald 3aJaTKe Kao Jlake, KOPHCHE W HHTepecaHTaHe. MelyTum, mperiemameM paaosa,
yIBpAWIM cMo cienehe pesynTare npukasade y Ta0enu 2.

Tabena 2: PesynraTn yueHuka

ITutame 1. 2. 3. 4, 5.
Bpoj Taunmx 92,45 81,13 60,37 47,17 18,86
oarosopa (%)

MoxeMO MPHUMETUTH Ja je MeTH 3ajaTak Hajcinabuje ypaheH u 300or Tora je Taj 3amaTax
JeTaJbHO aHAIM3UPAH y JajbeM paay ca IBa aclleKTa: Yy YeMy YYEHHUIIHM Tpelle U Kako MoOOJbIIaTH
BUXO0BO pa3yMeBamke OBAKBUX MpoldiieMa.

[IpernenamemM pamoBa CMO YTBPIAWIIM JBE KapaKTEePHCTUYHE TPEIIKE y pellaBamy 3agaTka S.
Bux hemo miyctpoBatn y najbeM TEKCTy Ha KOHKPETHHUM paZoBUMa ydeHHKa. KapakrepuctuuHe
TpelKe y OBOM 3aJaTKy CMO aHJIM3UPAIH U puka3any Ha Ciukama 1 u 2.

Ha Cnunu 1 je npukasano pememe yuenuka C. L. (mpBu paspen). YUeHHK je yI0XKHO J0CTa
TpyZa y pellaBame 3alaTKa, ajlld Ha OCHOBY OIroBopa Ja Ce ,,HOBall NPWJIMKOM IUTedmke Tyom™
MoxeMo 3akbydanTH ga ydeHuk C. L. Huje moOpo pazymeo camy peajiHy CHUTyalHWjy M peajial
npobieM. Ha HaunH koju je 00jacHHO CBOje pellermhe, OH HEe CXBaTa KOHLENT INTEAE HOBLA, jep
peMa BbEeroBOM OAr0BOPY, MPHUIIMKOM IITEHE Ce HOBaLl I'yOu.

Ha Cmumm 2 Buammo mokymaj yuennue H. H. (mpyru paspex) ma pemn mpoOieMm MITeAme.
Mehytum, oBzie ce BUAM Jla, MaKO OHA MMa MPEACTaBy Ja ce HOBall MPUI0Aaje, UMaK HUje HalpaBHuia
nobap marematndku Mozen. OHa je moKyaia MponopIHOHAIHIM padyHOM Ja 1o0uje peuiemne. then
MPETIIOCTAaBJbEH MOJIEI N0 MPUHIHITY IIPOCTOT KAMAaTHOT pauyHa HHUje 700ap jep Huje 100po mosesana
peayHy CHTyalujy ca MaTeMaTH4KUM MozaeioM. OHa je TayHO M3padyHajia MPOLEHAT 3a MPBY T'OAUHY,
aJd je MOrpelInIa jep je mpeTnocTaBuia Ja he oHga cBake ToAnHEe OWTH MCTa BPEAHOCT MHTEpeca, a
He yBehana. Kako Huje 10o0po HampaBuia MaTeMaTHUYKH MOJEN, CAMUM TUM HHje 100HJIa HH JOOpO
MaTeMaTH4KO, a HU pelIekhe peaaHor npodiemMa. MHave, mpocT KaMaTHH payyH je THI KaMahema Koju
j€ moTIyHO n30aueH u3 ynorpeoe.

U3 oBora MoxxeMo BUAETH Ja YUCHULIMMA HUje HajjaCHUjH 3a/laTak Be3aH 3a LITEAkY HOBLA.

3. IlpuMep moaeanpama mpodJjieMa HiTelhe HOBIA Y CPell0j KON

Ha ocHOBy aHanmm3e y4yeHMUYKHX pelIemha 3a METH 3a7aTak, OCMUCIWIH CMO IMPHUMEP KOjH
MOBe3yjy MaTeMaTHKy ca peajJHHMM KOHTEKCTOM HoBuA. [IpuMep cMoO y3enum H3 HEmocpegHor
OKpYXeHa YYEHHKa, a OCUM KIACHYHHM HAUYMHOM W TOBE3HBAEM Ca MAaTEMAaTHYKOM TEOPHUjOM,
npobieme cMo Bu3yenuzoBanu y Geogebra-u. [Ipumep cMo ypanunum ca yueHHIIMMa KOjU Cy paauiH
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3aJaTake, aa ou UM YKa3ajii Ha T'pCIIKC KOje Cy nOpaBuJid, Kao0 WU Ja OM MM TIOMOTJIH JAa 0osbe

caBlla/iajy HaBECHY TEMY.

Canka 1. Pemnewe yuenuka L. C.

Cauka 2. Pemiewe yuennne H. H.

HaBenenn mnpumep mpencTaB/ba MAaTEMAaTHUKO MOJCIHMPABE peaHe CHUTyauuje. Ydeme
MaTeMaTHKe MOJICIHpameM YYCHHIMMa IpHKazyje Bedy u3Mel)y MaTemaTuke M peasHOr CBeTa.
Mopnenupame y HaCTaBU MAaTEMATHKE MOYMHE YIIO3HABAKHEM yUCHHKA Ca CTBAPHUM IIPOOIEMOM H3
XKHMBOTA U IPEKO CBOjUX (a3a BoAU 10 perierma npoodnema. dase Mopenupama Cy: peajiHa CUTyallHja,
peasiaH podIeM, MaTEMaTHYKU MOJIEI, MATeMaTHYKO PEIIeHe, PELICHE PeaHor Mpodiema, mpoBepa
U TIPUXBaTabe WM O10Hja-e MOJIeNa.

Ca craHOBHWINTAa KOTHUTHBHE TEOpHj€, MPE3CHTOBAKE MATEMaTHUYKUX II0jMOBA KpO3 peasiaH
KOHTEKCT JIONPUHOCH 00JbEM pazyMeBamy jep yueHuIMMa oMoryhaBa:

e JlaKIIIe YCBajame CTpaTeryje 3a pemasame npoodiema [4]

® yUeH€ y MambuM lenuHama [1]

® [10BE3MBAKHE MATEMATHKE U CUMYJIAIHjy CBAKOAHEBHOT KHUBOTA [0]
® yCBajamke arliCTPaKTHHUX TI0jMOBA KOjU CY TEXKH 32 pa3yMeBame [2]



VBox y mpoOieM MOYMIE peannom cumyayujom INTeAme HoBHA. Jla Ou  ydeHHMIuMa
OpUOIMKUIN caM KOHLENT IUTEeNhe, MCKOPUCTHIM CMO ,,0OHJIajH KaJKyJaaTop jemHe OaHKe Koja
MpoMoBHILE cBOje KpenuTe. Ca ydeHHMIIMMa CMO Ha CajTy OaHKe aHaJM3HUpald MOHYLy. YUEHHLHU Cy
UCTPaKMBANIM U MOCTaBJbalIM MMUTAKA, jep UM MOjeINHN TepMUHH HUCY Omnu jacau. Ha Cimum 3 je
MpHKa3aH KaJKyJIaTop KOjU padyHa MITeAmy 3a moyerHu Kamutan of 10000 munapa. HMcnpobaajyhu
KaJIKyJ1aTop, YYEHUIM Cy IMOCTaBHJIM NUTame: ,,Ha koju HauumH ce Ha opoueHH kamutan ox 10000
ouHapa nobuja kamata 862,5 nuHapa, ako je kamaTHa croma 8%7?7° . HaBeneHo murtame y4yeHHKa
NpeAcTaBiba peaian npobiem. Y OBOM IPHMEPY, OHO je MOTHBalHja 3a Jajbe U3ydaBame mpodiema
mTeAme. YUeHHIuMa je 00jalllbeHO Ja Ha BHCHHY LITEAE y PEaHOM CIIydajy YTH4Yy W JpYyrH
¢akrTopu, kao Ha mpumep nope3. CamuM THM je Moryhe J1a ce KOHKPETHO MaTeMaTHYKO pellelhe Ha
Kpajy pasnukyje ox oHora mrto here nooutn y Oanuu. To je u Harnmameno, Ha npumep Ha Counm 3
Kao ,,0pyTo KamaTta‘““ u ,,kamMata MUHYyC nopes‘‘. Takole, onpeheHa oxcrynama MOry Jia ce mojase 300r
HAauWHA payyHama M 3a0KpyXHBama OpojeBa. Y OBOM Jely Mojenupama ce u3 (ase peanHe
CUTYyallMje IIPeNla3u Ha MamemMamuyku MooOei.

Jla Ou ce HampaBHO MaTeMAaTWYKH MOAEN, YUeHHIHMMa Tpeba 00jaCHUTH Kako (YHKIHOHHILIE
LITEAa €A MaTeMaTHYKOr acleKkTa. 3aTo cMO NMPBO yYCHHWKE YINYTHIM Ja padyHajy mmopacT HOBIA
roAMHy 3a TonuHOM. To MOXe ypaJuTu Ha JjBa HAYMHA MTO3HABAHHEM OCHOBHHX IMPABUJIA MTPOLEHTHOT
pauyHa. [IpBu HaunH je na uzpauyHa 8% ox 10000, u xa Taj pesynrtat goaa Ha ynor ox 10000 aunapa.
Hpyru HaumH je na uzpauyna 108% mnpoueHta y ogHocy Ha ynoxenux 10000 qunapa. Ha netn HaunH
YUEHHIX OOWjy MOJaTak O BUCHHH INTE-€ HAKOH BUIIE Of jeaHe roaune. Jla He OM HampaBWIA
rpewky kao yuyennna H. H., yaeHnnuMa cMo Harmacwin Ja MPHJIMKOM padyHama ITEAmE 3a APYry
TOAMHY, TIOYETHH KamuTal ce yBehaBa 3a KamaTy W3 NIpBe roguHe. 1o BaXu M 3a cBaky cienchy
TOAVHY.

Mehytum, nobujame caMmor MaTeMaTHYKOTr Mojena Koju he na ¢yHKUHOHUIIEe, Ha TIPUMEp H 3a
MECEeUYHY IITEIby, Kao Ha cajTy OaHKe, 3axTeBa IOyOJbe pasMaTpame mpobiiema. Y TOM cClydajy
YVUEHHIIM Cy YOUHJIM 3aBUCHOCT BpEMEHA U KOJIWYMHE HOBLA. 3aKJbyUHBAEM Ja je HOBAll 3aBHCHA, a
BpeMe He3aBUCHA NMPOMEJbUBA OHM CY YIIIH Y MATEMaTHUYKA KOHTEKCT M JOLUIM A0 MojMa (yHKLH]e.
VY oBOM ciy4ajy TO je eKCroHeHUHjaiaH GpyHKIHja.

Dinar plus stednja
|splata kamate: Meseéno |=

Period u 12 ] Stedite u dinarima. Isplati se!
mesecima: =
Iznos: 10.000,00 RSD Za vlasnike paketa racuna pripremili smo novi vid Stednje.
Bruto kamata:: 8625 RSD Ako su sredstva na ratunu u visini od 30 hiljada dinara i vise
fCamats T kamatu od 8,00% godisSnje za mesec dana.

8625 RSD
porez

Cuauka 3. Usrnen kankynatopa Ha cajTy OaHKe

Ob6nmuk  ¢QyHKIMje KOjU Cy TpaXuid, a Koju he OWTH MaTeMaTHUYKU MoZAen je
K(n) =10000-1.08". Y oBom ciyuajy 7 je 6poj roauna, a K BUCHHA IITE/IH€, OJHOCHO KOHAUHA
BPEAHOCT KanuTana. J[aJbiM pa3MaTpameM MO aHAJIOTHjH, YUCHHUIHM Cy YOIIITWIN 3anuc (QyHKIHje

K(n) =K, @+ p)", rae je p npouenar 3a koju ce yBehasa yloxeHu U3HOC, a Ko ylIoXKeHH HOBaLL,
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OOHOCHO OCHOBHH KaIlUTall. 3a Kpahe nepuonac kamahema Kao IITO je MCCCIl UJIU OaH, U3BCIIU CY

nm

sammc ¢pynkunje y oommky K(n) =K, - 1+ P , T7ie je m mepuox kamahema.
m

3a nakme mamemamuyko peuiasarbe TpodOieMa, AOOMjeHH MaTeMaTHYKd MOJAEI CMO ca
ydeHunuma npukazanu y Geogebra-u. Monen y Geogebra-u je npukaszan Ha Ciuuu 4. [TpomeHoM
BPEJHOCTH MapaMeTapa IMOYeTHOT yJjora, KaMaTHe CTOIle, Ieproia WK BpeMeHa kamaherwa, y4eHUIH
Cy A00Hjallu peuterve peainoe npoobnema.

o SlozeniKamatniRacun2.ggh EI@
Datoteka Uredwanje Prikaz Opcije Alati Prozor Pomoé
! ) . ABC 222 ‘{_’ Pomeranje Ll
L ‘/ & _'—7 & Premestite ili izaberite objekte (Esc) ) &
b Algebarski prikaz ~ Povrsina za crtanje B
= Broj _1_ ﬁ C~ . ¥ — v AL ([
..y Interes, =830 PEPREPY | ‘
e |
-@ Ky=10000 1350eura ]
Kapital1=10830 1300eura
O m=12 1250eura
’ ~0.08 1200eura
3 {:1 1150eura ¥ Kapital
- Ff]ﬂk(;ja 1100eura
) w08 ™ 1050eura A KU: 10000
/ .08 1000eura [
- —»
2 f(x) = 10000 l-. 1+ 2 \ (0 p— 008
. 0.08 1% 900eura N
3 g(x) = 10000 {1+ ‘12 |~ :ggwa { m=12
\ / eura | -— _
iz 780eura ( N Ulog=10000
= Logicka vrednost { t=1
D a=true 7TO0eura | -— Kamatna stopa=0.08
H G50eura |
-9 b=true G00eura |I
= tatka I Period kapitalisanja=12
-3 A=(1.24,1000.48) sooewa] | Vems(godng
450euray | [¥ Interes g -
400 | .
g | Interes=a30 Kapital=10830
300eura .I
q I + | 280eura} f (22.83, 214.58)
Unos ®

Camka 4. Mogen mrenme y Geogebra-u

Moxemo mpuMeTuTH Aa cy Ha Ciaumuu 4 mapameTpu HaMeNITeHH Tako Jia ce MOKJIamajy ca
BpegHoOcTHMa KasikynaTopa Oanke (Cimka 3). Ymopehyjyhm wm3Hoc ca cajra OaHke W pelema
nobujenor y3 nomoh Geogebra-e, yueHUIM Cy MPOBEPUIIH CBOje pelewke. /Ipogepa mamemamuixkoe
Mooena u peuterba je BeoMa ONTHA y OBAKBHM IPUMEpUMa, jep OJ yYCHHKA 3aXTeBa KPUTUYKU OCBPT
HAa LIe0 MpOoLEeC A0JIacKa JI0 pemiemha. tbruxoB 3akibydak je 6o ca ce paau o MpUOIMKHO UCTO] CYMH
HOBIA. JelHA yYeHWIIa je TPOBEpWIa pellelhe H3padyHaBajyhu mpeko ¢opmysie MaTeMaTHYKOr
MozeNa M JIoUUIa J0 3aK/bydKa Jla Ce Pajud caMO O Pas3iUIU 3a0KPY)KHBamba MPHIMKOM padyHamba
KaMaTHe CToIle, Kao U 0 oa0ujeHoM nopesy. OHa je Taj 3akJbydak IpencTaBuiia Ha cienehn HaYuH:

8
,,Kajkynarop Ha cajty 3a0kpyxyje ce Ha cieachu naunn: 1+ % ~1,007 , a Ha noOMjeHn MHTEpEC

nopes on 1,2%". Ha cajry 6aHke HUje EKCIUIMLIUTHO HAaBEACHO KAaKO KaJKyJlaTop padyHa, a pelleHmhe
yueHule je npuxaheHo u3 00pa30BHUX pas3iora.

4. 3ak/py4yak

HaBeZ[eHI/I MMpUMEP MOKC Ja OOIIPHUHC pa3BI/IjaH:y C€CKOHOMCKCE, aJId 1 MAaTEMAaTHYKE ITMCMCHOCTH.
ITocebua nNpeaAHOCT OBOI' IpUMEpa je Ja Y4YCHUIM MOr'y Ja pciie np06neM HUCTpaXXUBAmbLECM, a4 HE I10
meMu, aa 'y BCJ'II/IKOj MCpHU CaMOCTAJIHO O0JIa3€ A0 PCIICHa, Kao U Ja pa/ie ca pCalHUM IoJalluMa U3
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CBaKOJHEBHUX cHTyanuja. [loBe3nBame peasHOr KOHTEKCTa ca MaTeMaTHYKUM I10JMOBHMa Ha
MOYETKY YCBajiba, OMHOCHO MPHIMKOM caMmor AeduHucama oMmoryhaBa yueHuIMa na 0ojbe yCBOje
caMm mojaM, ajd W Ja Ta KacHHje MPHUMEHE Ha BUIIEM HHMBOY M y CIOKEHUJUM 3aJalliMa, Kako Y
peaJHOM, Tako M y MaTeMaTHYKOM KOHTEKCTY [5]. Yuenunu ca xojuma je paheH oBaj mpumep cy
MOKa3aJy BEIHKY 3aUTEPECOBAHOCT U AHTAXKOBAHOCT, 3 HECBAKUAAIILH MPUCTYI YUEHhY MaTEMATHKE
WX je MOTUBHUCAO U MOJICTAKA0 Ja IHPE UCTPAXKY]y TEMY.

VYenemno obpa3oBame IONMPHHOCH OOJbEM JKMBOTY, a MaTeMaTHKa Kao OWTaH CErMEHT |
o0pa3oBama M XHBOTa Tpeba Aa JompuHece ToMe. [IpuMeHOM Monenupama y HacTaBU MaTeMaTHKE,
YUYEHHLIU ¢y Y MOTYNHOCTH Jja HampaBe Be3y u3Mel)y MaTeMaTrKe KOjy y4e Ha 4acOBUMa Ca peaHhM
KOHTEKCTOM. Y OBOM CIIy4ajy TO je HOBaIl M ImpoOieMaTHKa ca KOjoM hie ce U3BECHO CPECTH Yy CBOM
KHUBOTY.
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Ancrpakrt. Hlkomncke 2012/13. roqune y Tpehoj 6eorpanckoj u y 3eMyHCKOj THMHA3HUjH y CKJIOIY HacTaBe
nHdopmaTuke peann3oBaH je mpojekaT Bukn rumuaspjanman. Kpo3 mnpemaBama W NpakTUUHE DPaHOHUIIE
YUCHHIM Cy YIIO3HAIN OCHOBE (yHKIIMOHHCama Buknnenuje, Hajehe crnobomHe eHIMKIIONE Mje. Y TO3HAIHN CY
cHHTaKcy MenujaBuku coTBepa, a 3aTHM Cy KpO3 CEMHUHApCKe PajioBe y4ECTBOBAJIHM y MHCAKY YIAHAKA 32
Bukunenaujy Ha cprickoM je3uky. JeIaH 1eo wiaHaka ce OJHOCHO Ha CJIOOO/HE TeMe, a PYyru Jeo je OMo Be3aH
3a CTaHJap/HO I'pajMBO MH(POPMATHKE y THMHA3HjaMa.

MenujaBuku coTBep ca jeAHOCTABHOM CHHTAKCOM 3a OOelie)kaBarme TEKCTa j€ TOToJaH Ja ce Kpo3 Iera
YUCHHIIM THMHa3HWje MpBH IyT YIO3HAjy y CKIONY pEIOBHE HAcTaBe HMH(POPMATHKE Y CPEIrbO] IIKOJH.
3amakama O YCHENTHOCTH pEeaJu30BAaHOI MpOjeKTa, YTUCIMMa YYeHHKa, NepclieKTMBamMa W MoryhHocTuma
yBohema Bukmnemuje y HacraBy MHpOpMaTHKE y IIKOJIaMa, NpUKa3aHa Cy y OoBOM wiaHKy. L{wb panma je
yrnosHaBame Beher Opoja mpodecopa nHpopMaTHKe ca MoryhHocTrMa yBol)era BUKH anaTa Kao U Bukumenuje
Y peIOBHY HACTaBY M3 OBOT MPEAMETa y MIKOoJIama.

Kbyune peun: nacraBa nadopmaruke; Bukunennja; npakTuaHe pagroHHUIIE.

1. VBon

3aMucao J1a ce cBe 3HaWmE Ha CBETY CaKylM Ha jeAHOM MECTY JaTHpa U3 aHTHUYKOr J100a, ca THM
ouJbeM je ocHoBaHa OmOmuoreka y Anexcaapuju jomr 300 roguna m. H. e. Maeja 3a moctojameM
SHUUKJIONEMje Koja HUje IITaMIIaHa je mpe MojaBe pauyyHapa Ouia TeXHWYKH Hemoryha u cMaTpaHa
JIOMEHOM HaydHe ¢aHTacTuke. MehyTuM, ca mojaBoM pauyHapa, ¥ KaCHHje HHTEpHETa, TO Buleme ce
Mema U HacTalle Cy TeXHHYKe MOryhHOCTH 3a TO, M JaHAC CE€ MHOTE CHIIUKIIONEN]je Halla3e Ha MPEXH,
a Buxwumnenuja je najseha mehy muma. Ocum Tora, Bukumenuja je m Hacrala Ha HMHTEPHETY, H
pas3Bujana ce 3ajeqJHIYKUM ypehuBameM BETUKOT Opoja KOPUCHUKA HA MPEKH.

Uneja o moryhHoctn yBohewa Bukunenuje y HacTaBy padyHapcTBa U MH(GOPMATHKE Y CPEHbOj
LIKOJIW Ce I0jaBHJjla MPHIMKOM 00pajae HacTtaBHe TeMme ,,HampemHo xopumrhemwe unTepHera™. Tom
MPUIIMKOM ce Kao jefHa Of Mpenopyka 3aBofa 3a yHampeheme o0pazoBama M BaCIHUTamka HABOAU H
MoryhHOCT yIro3HaBama y4eHHKa ca BUKHM anatuma. [Ipatehu mHTepecoBama ydyeHHKa W y3 Maiy
aHKEeTy Ha TeMy Koje cajToBe mocehyjy kaga Tpake momMoh MPUIMKOM yderma OUIYYHIId CMO ce 32

BUKH ajatre OO03UpOM Ja ce cajT Bukumenuje Ha cprckoM Hamao Ha mpBoM MmecTy. OBo je Ouo
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npupoaaH u30op jep je Bukumneanja Ha cprckoM je3suKy HajBeha eHLIMKIIONEMja Ha CPIICKOM, ITpeMa
[5], a Takohe yOpaja ce y 3HauajHE pecypce Ha HHTEPHETY Ha CPIICKOM je3uKy, npema [8] u [10].
3axBaspyjyhn konmerama u3 Bukumenuje CpOuje m mpojekty Buku rumMHasmjanan upeja je
YCIIEIIHO peaqu30BaHa M Pe3ylITaTH Cy BUIIECTPYKO ycrmemHH. OBUM WIAHKOM Cy IMOCTHTHYTH
pe3yNTaTH | 3amnakama CTaBJbEHH HA YBHJ IUPO] aKaJeMCKO] 3ajeJHMIIHM, Ipe cBera mnpodecopuma

FI/IMHaBI/Ija U ApYyrux mikojia KOjI/I OH OBO MOIJIH Ja IpUMCHC y CBOM pany.

2. Bukunenuja

Bukunenuja je cno0ogHa eHIMKIONEAMja KOjy pa3BUjajy MHOTM KPUCHHMIM Y3 IOMOh
Menujasuku codrBepa. OcHoBaHna je janyapa 2001. roguHe Ha €HIIIECKOM je3uKy, y centeMOpy 2013.
MMasa je BUIIe MUJIMOHA YjaHaka Ha 285 je3uka, of vera 4,3 MUIMOHA WIaHAKA CaMO Ha €HIJIECKOM
JE3HKY.

Bep3uja Bukuneauje Ha CpICKOM je3WKy ce Hamasu Ha BeO anpecu http://sr.wikipedia.org/ u

ocHoBaHa je (ebpyapa 2003. rogune, y centemOpy 2013. je umana oko 224 xuspajie WiaHaka U 1O
TOM KpUTepHjyMmy Omia je Ha 27. Mecty Mehy cBUM Bukuneaujama. Benuky momynapHOCT y pernony
Bukunenuja Ha cprickoM je3uky je moTBpawia W HarpagoMm ca Bed ®ecra 2009. rogune kaza je
3aCITy’KHO A0OWIIa MpHU3HAKE 32 HajOOJbH €AyKaTUBHH CajT.

Ca oko 17 MumoHa mperiiefa MecedHo cajT Bukuneauje 3ay3uma cenMo MecTo 1o noceheHotu y
CpOuju. CBu OBH pernpe3eHTaTUBHU MOKa3aTe/bH Cy HaM OWIM JIOBOJbAaH MOTHB Jla U caM€ yYCHHKE
3auTepecyjeMo M 00ydnMO UX Jla U3 yJore rmocMarpada M caMmo YMTaoua BukunenujuHor caapikaja
npey y akTUBHOI YMTaola W ypeOHHKa 4YjaHaka U THME JONPUHECY 3ajeJHHLM W IOAEIE CBOja
casHama ca Jpyruma.

Bume nerassa 0 Bukunenuju moxe ce Halin 1 Ha CPIICKOM j€3UKY, XPOHOJIOIIKH Y panoBuMa [6],
(4] u [3].

3. MenujaBuku copTBep

Bukn mpuHOMII moApa3ymMeBa Ja CBH IMOCETHOLM CTpPaHMLA MOTY Ja YYECTBY]Y y HHXOBOM
Kpenpamwy U mpoMmeHH. To je pemaTuBHO HOBa HMH(opMaTHyKa TEKOBHMHA HacTala ca pas3BojeM
uHTepHeTa. Jla Ou ce oBO TexHMYKM oMoryhuno m ycaBpmiaBaio 3a morpede Bukunemuje je 2002.
roguHe kpewpaH MenujaBuku codtBep. OBaj codTBep je Hactao m pasBuja ce mox GNU GPL
JUIEHIIOM, IITO TOApa3yMeBa Aa ce OecIyIaTHO KOPHCTH, ald M Ja je HEroB M3BOPHU KOJ, MHAYe
Hanwucal y jesuky PHP, cBuma noctynan. Ocum Tora KapakTepullle Ta BUIIEje3UNYHOCT HHTepdejca, TO
3Ha4YM J]a C€ CUCTEMCKE TOpYyKe M Apyre MOjeAMHOCTH MOTY NMPEBOAMTH M IMpeBoie ce Ha Behu Opoj
jesuka, u3Melhy OCTalnux M Ha CPIICKH.

[Mucame unanaka Ha Bukunenuju 3axTeBa Mo3HaBambE OCHOBHHX €lleMaHaTa BUKHA CHHTAKCe, Kao
LITO je Ha MpUMep HaBolewhe HACIOBA, YHYTPAIIBUX U CHOJBAIILUX Be3a, YKIbYUHBAKE CIUKA, alld U
HAUWH MpHKa3a TEKCTa, JoJaBame Talena, KaTeropwja M CIMYHO. BHUKM cHHTakca je Ao0po
JOKyMEHTOBaHAa, MHTYHTHUBHA, M MOTOAHA 3a MPBH CYCPET YYEHHKa ca CIOKEHHjUM CHCTEeMHUMa 3a
obenexaBame TekcTa kao mTo cy Ha mpumep HTML, LaTeX u npyru. Ilpwimmkom kpenpama
cTpaHHMLe Ha Bukunenuju TekcT ce Kyla y eAuTopy TAe je Moryhe MHOTe o MOTPeOHHX aaTa BUACTH
Mmely anarkama, uume je ypehuBame qoaatHo onakmraHo. OCHM Tora Ipe CHUMama cTpaHuile Moryhe
je BUJETH IpeTnperie]] y KoMe ce npukaxe Oynyhu usrien ctpanuie 6e3 cHuMama. To momaxke na ce

CBC HOTpe6H0 HCIIPAaBU U OOIMYHHU NPC HErO MITO NOCTAHC BUAJbUBO CBUM KOpUCHUIIUMA.
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CBaka u3MeHa ce 4yyBa y HCTOPHjU CTPaHHMIIE U MTPOJIa3u Kpo3 Bepudukanujy. Mcropuja crpanuie
je BUIJBMBA, A CE Ha Taj HAUMH MOXE IPATHTH Pa3BOj HEKE CHIUKIONEIANjCKE TeME KpO3 BpeMe.
ITocToju OpojHN MexaHU3MH KOjH OfipkaBajy ctabunnoct Bukunenuje. Ocum BepuQuKanyje n3MeHa,
Ty je W MOryhHOCT 3aKk/byyaBama CTpaHMLA, OJNIOKHpame HENOKEeJbHUK KOPHUCHHUKA, OpHcame
YBpEAJbMBOT WJIM HEMOXEJpHOT canpxkaja u apyro. Canpxkaj Buxunemumje je momy CC (Creative
Commons) JHUIICHIIOM, TO I0jeHOCTaBJLEHO pPeucHO oMoryhaBa CIIO0OJHO KONMUPAHKEe U MCHAKE
cajipkaja y3 HaBoheme U3Bopa.

MenujaBuku copTBep MMa J0OPY TEXHUUYKY MOAPUIKY 3a MHCAHkE MPOTrPaMCKOr KOJA Y TEKCTY
WIH 3a Mucame MaTeMaTHukux (opmyma. Ha cBakoj cTpaHMIM ayTOMaTCKd c€ TEHEpHUIE HEeH
cazmpikaj. [la Ou ce ayTopH Jakiie ycariacuiv oko (opMynalnje TeKCTa 3a CBaKy CTPaHMIly MOCTOjH U
cTpaHHMLA 3a pa3roBop. Kako ce mokaszao kao ycmeman konabopaTuBHU copTBep MenujaBuKu ce HE
KOPHUCTHU BHILIE caMo 3a Bukunenujy, Hero ra CBako MOXK€ MHCTAJUPaTH Kao BUKH CajT U KOPHUCTUTH
EErOBY TEXHWYKY OCHOBY 3a COINCTBeHEe moTpede. JlaHac mocToju Bemuku Opoj cajToBa KOjH Cy
HaNpaBJ/bCHU Ha BUKU MPHHIUITY U CIIYKE 33 pa3He HaMEeHe.

Bue nerasma 0 MenujaBuku coTBEpy MOXKeE € MPOUUTATH y pany [4].

4. IIpojexar Buku rumHa3ujajian

Buku rumHaspjanan je enykatuBHHU mpojekaT Buxkumenuje CpOuje Koju je modeo a ce pas3BHja
2012. rogune. Bukumenuja Cpbuje je Hactana 2005. ronuHe Kao JIOKaJlHU orpaHak Buxkumenujune
3amyxOune y CpOuju, 1 Kao TakBa IPOMOBHIIE U MOJpPKaBa CTBapame, CAKyIUbabe U YMHOKABaAHE
c000THOT cazpKaja Ha CPIICKOM je3WKY MCKJbYYMBO Ha HempoduTaH HauvH. Buku rumHasujanan je
HACTao U3 eAyKaTHBHOT MCKycTBa wiaHoBa Bukumenuje CpOuje y pady ca cTyaeHTUMa U capaliby ca
¢dakynreruma ox 2005. rogune (kama je mpe3eHTOBaH pan [7], u kacHuje [S5]). Peanmsaumjom u
OCMHIIUbABAKEM €IyKaTUBHUX akTMBHOCTH Bukumenuje CpOuje 6aBu ce meH Ombop 3a akageMcke
WHCTUTYIHWje. 3a pa3nuky on Buku cTyneHTa oBaj MpojeKaT je HaMemeH MPBEHCTBEHO

TEMHa3WjaIIMa 1 BUX0BUM npodecopuma. Jloro Bukurnmuasujaina nprkasad je Ha i 1.

BUKW

TMMHASW]ATIALL

Camnka 1. Jloro Bukurnmuasujanma
Uneja npojexra je:
E YIO3HaBamke YUCHUKA ca BUKUIEnNjoM, lbeHIUM 3HAYCHEM, MTPSTHOCTUMA U TIPE CBEra
ypehuBameM
B TOACTHIaKke nMpodecopa Ha KOPUITNEHe MOJEPHOT MPHUCTYIA Y HACTABU
B HanpenHo KopHuIIhewme HHTepHETa
Kaxo je mpojekaTt HaMemeH pajly y IIKOJIaMa KapaKTepuIny ra ciefaehn BacnuTHA, 00pa3oBHAHU U
(hYHKIIMOHATHU ITUJHCBH.
BacrutHu nnsbeBr mpojexTa:
E Pa3BUjame CBECTH KOJ YUYCHHKA O MPOOJIEMATHIIN ayTOPCKUX IpaBa
B Pa3BHjamke CBECTH O ETUYKUM HOpMaMma

| paBBI/IjaH)e CBCCTH O MOUITOBAKY IIpaBa HA MIPUBATHOCT
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B pa3BHjamke CIOCOOHOCTH 33 MPABUIIHO MHCAE U M3PaKaBakbe U MOIITOBAE ITPaBHIIa
JIETIOT TIOHAIIakha Y KOMYHHKALIHjU
OO6pa30BHU LNUJBEBH MTPOjEKTA!
B yIo3HaBame YUCHUKA ca KopuinhemeMm MenujaBuku copraepa
Em pa3yMeBame 3Hauaja riodanHe eHIUKIONEAN]e
B CTHIAKkE U NPOLINPUBAbE 3Haa KPO3 YHTAlkE cajpkaja ca Bukuneauje
OyHKIMOHATTHY LUJBEBU MPOjeKTa:
B ocroco0JbaBamke yUeHHKa Jja Ha MIpaBWiIaH HAuYMH KopHucTe 1 ypehyjy Bukunennjy
B pa3BHjambe CIOcCOOHOCTH YUEHHKA JIa IOBE3Yjy HaydeHa 3Hamba U3 Pa3iniuTHX HACTABHUX
JIUCHUIUINHA
B [OJCTULAKC yYCHUKA Ha MpUMEHY Bukunenuje y ApyruM HaCTaBHUM 00NacTHMa Kpo3
nomahe 3anaTke u pedepate
CaM mpojexart y MOoTIyHOCTH 3a/10BOJbaBa 3aaTKe HACTAaBHOT Ipoleca.
O xopumthewy Bukuneanje y eqykaTHBHE CBPXE MOXE CE€ BUJIETH BHUIIE JieTajba y pajoBuma [1],
[2] u [9].

5. Peanuszanuja npojexra

[Ipojekar Buku rumnasujanan je mpBU IyT IO4Ye0 Aa ce peanusyje y anpuiny 2012. romune y
jenHoM onesbewy Cenme Oeorpalicke TMMHA3Hje Kaja Cy YUYEHHIHM Ha 4acy reorpaduje OpBH IIyT
yno3Hanu pan Ha Buxumnenuju. [Ipojexat ce 3atum TokoM mkoscke 2012/2013 roanHe npommpro Ha
YKYIIHO TpH Oeorpajcke rTiMHa3Hje:

m Tpecha 6eorpaacka rumMHasmja
m Ceama OGeorpajcka rUMHA3Uja
m 3eMyHCKa TMMHa3Mja

Hok ce y Ceamoj Oeorpajackoj rUMHA3Wju yIO3HaBamke ca BukuieanjoM oaBujano Ha 4yacoBHUMa
reorpaduje u eHryeckor jesuka, y Tpehoj n 3eMyHCKOj THMHa3Mju ce yIo3HaBame ca Bukumennjom
OJIBHjaJIO0 Ha YacoBHMa MH(OpMaTHKe.

VY cBakoM ozesbely YUSHUIM ¢y Y HOpMU NpeaBamba - pe3eHTalyje MPBO YIIO3HATH ca TUM IITa
je Bukunenuja. Behuna ydenuka je 10 Taja camo 4yia WM IOHEKaJ KOpUCTWIa Bukuneaujy kao
u3Bop uH(popmanuja, anu HUCY U ypehusamu unanke. [locie oBor nena y4eHUIH Cy y APYTOM Jeny
UMaJM TPWIMKY Ja Hayde OCHOBe ypehuBama Bukumnenuje Kpo3 yrno3HaBame ca CHHTaKCOM
Menujasuku coprepa. Kpos npeseHTanujy v mpakTudHe IpUMepe MOIJIH Cy Jla Hayde KaKko ce MOXKe
ypehuBaru unanak Ha Bukunenuju. 3a peanusanujy oBa 1Ba Jejia o TEXHHUKE je OMIo moTpedHO caMo
jenaH padyHap ca MpojeKTOpOM M WHTEepHETOM. BpeMe moTpeOHO 3a peanu3anyjy je jenaH Wil JBa
LIKOJICKA Yaca, Y 3aBUCHOCTH O]l IIPOLIEHE CaMOT TpeaBavya 1 JPYTruX OKOJTHOCTH.

VY 1pehem nmeny mnu eranu paja ca yYeHHIMMA, CBaKH YUECHHUK je J00Mjao CIHCaK jeAHOCTAaBHUX
MPaKTUYHUX 3ajJaTaka Koje je Tpedano Aa ypaau Ha Bukumenuju, Ha cBOjOj KOPUCHUYKO] CTPAHHUIIH.
TokoM oBe BexxOe ydeHUIN Cy MPOIAa3UIM KPO3 CBE TEXHUYKE JETajbe KOjU Cy MM MOTpeOHU Ja Ou
HamnMcaly KBaJMTETaH SHULIKIIONEeINjCKH wiaHak. Ha npumep, 00ydeHun Cy Kako Ja HAaIMIIy HAacJOBE,
MOJHACIIOBE, MOAeO/baH M Kyp3MBaH TEKCT, KaKO C€ YKJbYUYyjy CIHMKE, KaKO ce H0ajy KaTreropuje,
VHYTpalllh€ U CIIOJballllhe Be3e, Kako ce HaBoae pedeperue uta. O TEXHUKE OBO j€ IMOApa3yMeBaIo
Ia CBakM YYCHHK paAd 3a IMOCEOHMM padyHapoM KOjU HMa HHTepHET. Bpeme mnorpebHO 3a
peanuzasyjy je Omio jemaH Ikojcku yac. CBaku YYEHHK je Kpenpao Hajor Ha Buxumeauju u ca

CBOJUM HAJIOTOM je BPIIMO CBE M3MEHE. Y Cllyyajy Kaja HeMa JOBOJHHO padyHapa YUYEHHLH MOTy Aa
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paze 3ajelHO Ha jeHOM HAJIOTy, WM Ja pajJe Ha CMEHYy ca jeIHOr ma ca JpYyror Haiora, ako
npensul)eHo BpeMe TO T03BOJhaBa.

CBu MaTepujanyu MOTPeOHM HACTABHUIIMMA M yUCHHIIMMA 32 pajl, Kao INTO Cy Npe3eHTaIfje U
CIHCaK 3ajiaTaka, Mory ce Hahu u onnajH Ha Bukunenuju Ha Mmecty npeaBuhjeHoMm 3a 1o. Ty cy u
MpaBWJIa KOja YYeHUIIUMA U TTpodecoprMa OJIaKIaBajy paja Ha Bukunenuju.

Hakon oBe 00yke y4eHHIIH Cy TEXHHUYKH OCITOCOOJhEHH 33 YHOC WiaHaka Ha Bukumemujy. Uneja
je Owmia ;ma cxBaTe Jla HE MOpajy OMTH caMO KOPHCHHIM Bukureauje ka0 oOMYHHM YUTAOIM HETO Ja
MOTYy Jla Y4YeCTBYjy Yy CTBapamy clio0ogHOT 3Hama. HakoH oBora, y cnenehoj eramu, ydeHWIH Cy
no0mm MoryhHOCT Ja ca CBOT Hayora Ha Bukwrienuju Hanwiny wWwiaHak Ha ofjpeheHy TeMy Kao HeKy
BpcTy nmomaher 3ajaTka WM CEMHHApPCKOT paja. YUCHUIMMA je AT HEeKW pasyMaH pPOK 3a U3paimy
CEMHHAPCKOT pajia, CHUIKIONEIUJCKOT WiaHKa, y CKIIaay ca CBHM mpaBuinMa Buxunenuje. Pok je
OOMYHO JIBE HENeIhe, Al MOXKE JIa Ce MPOAYKH Ha Mecel J]aHa WX JTy’kKe ako mpodecop MpOIeHU Jia

Cy yuCHUIIN OHTCpCheHI/I APYTUM NpCaAMETUMa 1 o0aBe3ama Y TOM nIepuoay.

Towm npuinkoM je paheno ca 137 yuenuka u kpeupano je 108 wianaka y Tpu 6eorpajcke THMHa3Hje,

TavyaH Opoj ozieJbema, yIeHNKa U WiaHaKa [0 TMMHa31jaMa puKasaH je Tadenom 1.

HIKoJa Opoj onesbema Opoj yueHuka Opoj uiaHaka
Tpeha 6eorpancka ruMHa3mja 2 64 71
3eMyHCKa TUMHa3Hja 1 11 6
Cenma Oeorpajacka rHUMHa3Mja 2 62 31

Ta6esa 1. Ctatuctuka

VY npBoj uTepanrju y CBUM T'MMHa3WjaMa YUCHHUIM Cy paalid WiaHKe THMCKH - y apOBHMa Ha
TeMy 10 c1o001HOM U300py Koja je mhrMa Omila 3aHUMJBHBA, & XTENU Cy Aa ca ApyruMa Mmojese cBoja
ca3Hama, CTAaBOBE M MHTEPECOBAA. YUCHUIM Cy CBOj€ WIAHKE IOBE3UBAIN Ca HACTABOM M3 JIPYTUX
HACTaBHUX IpeMeTa 4YMja TeMaTHKa OAroBapa caipikajuMa Koju ce oOpal)yjy uyuMme je TOCTUTHYTa
Kopenanuja nHpOpMaTHKE ca IPyrdM HACTaBHUM IMPEAMETHMA, IITO c€ MPEKO BUKHU ajiaTa IOKa3ao
BeoMa YycremHo. UnmaHuu cy nHMcaHu BaH TJIaBHOI MMEHCKOr MpocTopa y Jneny Bukunenuje
npeaBueHOM 3a CEMHHApCKe pajoBe, W CBakd je OMO O3HaueH Ha MpeaBUleHH HayuH Aa Ou ce
BUJIENIO /1A je y IUTalky CEMUHAPCKU paj U OU ce 3HAJIO KOjOj TPyIH yYEHHKa MIPUIaa.

Kako je nHTEpecoBame yueHHKa Ja JONpUHECY EHIMKIoNnenuju nopacio, y Tpehoj 6eorpanckoj
TUMHA3UjH je peajr30BaHa U Ipyra paJioHHULA TIIe Cy YICHUIN JOOMIU 3a7aTaK a Kpeupajy 4iaHkKe
u obpaze Teme Koje ce TH4Yy HAacTaBHOI I'paJuBa U3 MpeAMeTa pauyyHapcTBO M MHpopMaTuka. Tom
MPUIIMKOM je KperpaHo 20 umaHaka Ha TeMy mporpaMmckux jesuka Pascal u Delphi, a 3a xoje Hucy
MOCTOjaJIN aICKBATHH WIAHLIM HA CPIICKOM jE3HKY.

Kpenpajyhu umanke ydeHHIM Cy KOPUCTHIIM pa3lIMuuTe M3BOpE Aa Aohy A0 3aHUMIBMBHX U
KOPUCHHX IOJaTaka 3a JaTy oOnacT, Ha mpumMep OeNellKe ca 4acoBa HAacTaBe, ald W YUOCHUK,
CTPYUHY JIMTEpATYpy y €IEKTPOHCKOM OONHKY, CIMYHE WiaHKe ca Bukumenuja Ha Apyrum jesumnuma
uta. HaBohemwe n3Bopa u pedepeniu y wianHnuMa Ha Bukunenuju je jenaH oa OCHOBHUX IPUHLIUIA
Koju 00e30ehyje mpoBepspuBOCT MH(pOpMAIUja U THME TIOy3aaHOCT Bukuneauje. Tpyaunu cy ce na
CBOjUM WiaHIuMa NpuOmmke nmojMose OynyhuM uuTaourMa, a HEKM O THX IOjMOBA Cy /0 Tajga H
BUMa OWJIM HEJaCHU M CTpaHU. YUCHHUIHM Cy 3a CBOj pal Ha Bukumnenuju Ounm anexBaTHO HarpaleHH

OLCHOM Yy THCBHUK.
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6. YTHcum yuyeHuKa

Buku nHOBalMja y HacTaBU padyHapcTBa U MHGOpMAaTHKE KOJ YUEHHKA je OAIMYHO mpuxBaheHa.
MortuBanyja fa Hanpeayjy y u3paid CBOjUX WJIaHAKa je JOJATHO MOpacia CaMHUM Ca3HameM Ja MOTY
W3a3BaTH U JHBJbEHC IPYTUX MPEAMETHHX Npodecopa oOpagoM HACTaBHUX TeMa Koje Cy MpenMeT
n3yyaBama 3a T¢ HacTaBHE NpeaeMere. HapaBHO oxylieBbemhe yUCHUKA HUjE MOTJIO HH Jla CE CaKpHje
KaJa cy Mpe3eHTOBAIM UIaHKE OMHJbeHUX (Qyndanckux KiyOoBa, OMHJbEHHX jyHaKa, Kaga cy
ynaHouMa oopahiBaiy cBoj X00U U Ta ca3Hama JIeHIU ca APYTUM KOpHCcHUIIMMa Bukunenumje.

VYdyeHunuMa ce Jomao M THUMCKM paj Kako Ha CaMUM 4YiIaHIUMa ca APYIMM Y4YCHUIUMa y
oleJbeby, TAaKO U TUMCKU pajl ca CBUM JPYTMM YYECHHUIMMA y CTBapamy WiaHaka Ha Buxumenuju.
OBO WX je YYMHWIO KOPHUCHHMM WIAHOBHUMA IIUpe 3ajenHuiie. MHOrM Of HHX Cy Ha Kpajy Ouiu

OAYIICBJbCHU TUMC KAKO prhI/IBaH:G BI/IKI/IHG,I[I/IjC MOK€ OUTH 3aHUMJBUBO U JIAKO.

7. 3akibydak

TexHHUKO 0CIOCO0JbaBamkE KPO3 KOje Cy YUEHWIHM HPOLUIM CHaAd Y TEXHUYKO OMHCMEHABAE
KOoje UM MOKe MoMOhHM J1a KacHHjeé TOKOM IIKOJIOBama OBJanajy M CIOKECHUJUM CHUCTEMHMa 3a
obenexaBame TekcTa kao mTo cy Ha mpumep HTML, LaTeX u agpyru. PeanmzoBanu mpojekart ce
MOTIYHO yKJana y oOpaay HacTaBHe TeMe ,,HampenHo xopumheme MHTEpHETa™ 32 yYEHUKE APYTOT
paspena ruUMHa3Mje, TA€ C€ MOTY M3y4YaBaTH BUKM aJlaTH. Y CIIEIIHOCT MPOjeKTa PEaTn30BHAOT Y OBUM
rEMHa3MjaMa MoKasyje Jla je oBaKaB IPHCTYI W3ydyaBamy BHKH ajiaTa MOryhe MpoIMpHTH U Ha CBE
ocTajle THMHAa3Wje W Ja je TO MPHUPOJaH KOpak y yBohemy BHKHM ajara y pENOBHY HAcTaBy
nHpopMaThKe y ruMHa3ujamMa. OBakaB BWJ MHOBAllMje y HACTABU yUYEHHLHMA je OMO 3aHUMIBUB H
KOPHUCTaH Kako 3a JaJbe LIKOJIOBae, TAKO M 33 Pa3yMeBambe KaKO (DYHKIMOHUINY BETUKHA HHTEPHET
CHCTEMH 3aCHOBaHM Ha CIOOOJHOM MNpPHUCTYNy Kao mTo je Buxumemmja. Tparajyhu 3a nobpum
pedepenniama 3a cBoje WiaHKe M HaBOJehM MX Ha aJeKBaTaH HauMH YYEHHLHU ce ymyhyjy y OCHOBE

HUCTpaXMUBAYKOI' paJia IITO UM TaKOIjC MOXE OUTH Ol KOPUCTH Y JaJbEM ILIKOJIOBAIbY.
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Amncrpakr. Y nponecy pedopme IKOJICTBA CBe yelihe ce KOpUCTe aITepHATUBHH OOJIUIM NPOLjeHe 3HambA.
Jeman HaumH 3a TO je ymorpeba enekTpoHCKor moptdomma. CymrTrHa e-mopTdonma jecte na obe3dujenn
,,00raTujy” CIUKy CocoOHOCTH yueHHKa (CTyaeHTa). JemHa o/ mpeJHOCTH 00pa3oBama 3aCHOBAHOT Ha web-y je
MoryhHocT mpunarohaBama HacraBe morpebama M MoryhHocTmma cryleHTa. YBolhemeM HH(pOpMannoHUX
TEXHOJIOTHja TEMIIO, PEIOCIC], CaapkKaj U METO/] MOAyYaBama MOTY Jia Ce MPUJIaroje Ha HAYMH KOjH HajOoIbe
OIroBapa CTYISHTOBOM CTHJIYy ydYeHa, HHTepecoBamHUMa M LibeBHMa. MMajyhn oBo y BuIy, y pany hemo
NpuKa3aTu ynorpeOy OBOT HauWHa MPOLjekUBamba Y 00pa30BHOM CHCTEMY, ca IIOCEOHUM OCBPTOM Ha HACTaBY
MaTeMaruKe.

Kibyune pujeun: e-noprdonno; o0pa3zoBame; NEpCOHATHE KapaKTEPUCTHKE; HACTaBa MaTEMaTHKe.

1. YBoa

E-noprdonmo ce cBe BuIIe mpeno3Haje Kao BaKaH anar 3a y4eHHKe, CTyACHTe, HaCTaBHUKE U
aKaJieMcKe ycraHoBe. ENeKTpoHCKM mnopTdoiiMo, MO3HAT M Kao e-NopT(ONMO WM JUTUTATHH
opT¢oIno, je KOIEKIHja eJIeKTPOHCKE eBUICHITH]e KOja ce JI0/ljeJbyje KOPHUCHUKY U KOjOM KOPHCHHK
ynpasiba, 0OMYHO Ha web-y. TakBa elIeKTpOHCKa €BHJCHIIMja MOXKE CaJpKaTH TEKCT, IEKTPOHCKE
(hajnose, ciuke, MyJITHMEIH]y, OJIOTOBE W XHUIIEPIMHKOBE. E-opTdonuju cy yjeaHo aeMoHcTpalyja
KOPHUCHHKOBUX CIMOCOOHOCTH W TUIaTGOPMH 3a caMOu3pakaBame W, ako cy on-line, mory ce
JMHAMUYHO OJIp’KaBaTH C BpeMeHa Ha BpHjeMe.

[Ipobnemu Koju ce jaBIbajy y Mpolecy yuema mareMaTnke cy Opojuu. Ha npumjep, Heno3HaBame
cneun(pUIHUX 0COOMHA M KapaKTEpHCTHKa 0co0e K0joj ce 3Hame MPEHOCH, alldi U 0CO0e KOja 3Hambe
MIPEHOCH, MOXKeE J1a TIPOY3POKYje HeolroBapajyhy KOMYHUKAIHM]y W MPHUCTYII, IITO OM MOTJIO JIOBECTH
70 AeMOTHBAIMje, a MOXKIa U oABpahama o] Jajber 00pa3oBama, IITO CBAKAKO HUje Mib. Kaga Ou
OBe OcoOMHe Owiie Mmo3HaTe Ha caMOM IIOYETKY INKOJIOBama, MPOoOJIeMH Y KOMYHHUKANUjU OU OwiH
CMameHH, BpHjeMe MOTPeOHO 3a yIO3HaBamkEe CBEACHO HA Mamby Mjepy, a Mpolec yuema Ou 1o0no Ha
KBaJIUTETY.

Umajyhm y BuIy 4YHIBEHHIYy JAa €JICKTPOHCKM NOPT(HOINO KOPUCTE JbYyOH Pa3IHYUTHX
CIOCOOHOCTH M KOMIIETEHIIMja, a Jia TO, Mopesa 00pa3oBHUX, Xohie a MCKOpHCTE W Yy pasHe Jpyre
CBpXe, ayTOpH Cy JAOILIM JI0 Huiaeje Aa Ou ce mocrojehin cucteM eneKTpOHCKOr MopTdoima Morao
aJanTUpaTd y Wby CIO3HAje TUX CHOCOOHOCTH. AjamTalidja OM 3a pe3yiaTaT uMMmaja MOryhHOCT
mporjeHe (oA CTpaHE CTPYYHOT JIMIA) M MPE3CHTOBama CHCHUQUYHUX CIIOCOOHOCTH U

KapaKTepHCTHKa KOPHCHUKA BE3aHMX 3a MPOIEC YUCHha U HACTABE MAaTEeMaTHKE €IEeKTPOHCKUM IyTEM,
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KOj€ C€ MOTY J1aJbe YIOTPHUjeOUTH y TOM HCTOM IIPOIIECy, a TY MOTYNHOCT HeMa]y ITO3HATHjH aJlaTh 3a

u3pany e-noprdoiua [1].

2. llITa je e-mopThoauno?

IToprdhonuju cy omaBHO jeaH o]l HajBAKHUJUX ajlaTa TOMOhy KOjuX YMjETHHUIM IPUKa3yjy CBOje
paznoBe, CIOCOOHOCTH M JOCTUTHYha. AKO y3MeMOo Y 003up /a je mopTdonno 30upka JOKyMeHaTa Koju
MpHUKa3yjy Hampeaak, pa3Boj M MOCTWUTHyha HEKOr TMOjeAWHIa, I0Ja3uMO A0 JeQHUHHUIH]e
€JIEKTPOHCKOT MOPT(OJIHA: eNSKTPOHCKU MOPTHOIHO j€ TUTUTATHU MOPTHOIHO, OMHOCHO TUTHTATHA
30MpKa JIOKyMeHaTa KOju MpHKa3yjy Hampenak, pa3Boj u nmocturayha nojeaunna. Ckpahenuna ,.e”° y
Ha3WBY O3HauaBa ymoTpeOy MUTHTAIHE TEXHOJIOTHje Koja omoryhaBa MpUKyIUbamke M OPTaHU3AINN]y
campkaja y mopTdoiaujy y BUIIE Pa3IMYUTUX MEIUjCKUX 0O0JHKa (ayano, BHACO, rpaduKa, TEKCT).
Cepxa noptdonna (eIeKTPOHCKOT WM TAHUPHOT) je na obe30ujenn 60ratrjy CIMKY CIIOCOOHOCTH.
[Toprdommo Tpeba KOpHCTUTH y CBUM (a3ama >XHUBOTA, IMOYEBIIN OJ PaHOT JjE€TUICTBA, KPO3
o0Opa3oBame, J10 MpodecHoHATHUX MOPTQhoIIHUa.

Cajenonu cMo IpoMjeHe MPUPO/IC YueHha, Kao M CTATHUX IPOMjeHa OHOT KO yuu. M3 THx pasinora,
TpagulOHAJIHN HAYWH HpOHjeH)I/IBaHJa 3Hamka CBC BHIIC 6I/IBa 33MI/IjCH>CH AJITCPHATUBHUM.
[Tokazarespu 3HaKa MOpajy OMTH HENMPUCTPACHHU, & MOTY C€ YOUHUTH CBaKOJHEBHO, KpO3 pjelIaBarme
pasHuUX BpcTta npobiema. E-moprdommo omoryhaBa mokasumBame 3Hama HACYNPOT CYBOMAPHOM
npwiaramy AOKyMEHaTa, a Wrpa BaKHY YJIOTY KOJl ycaBplllaBama KoOje ce HacTaBjba KpPO3 CBAKH
KUBOTHH acnekT. [locnenmux roauHa e-mopThoIro ce CBe BHUIIE KOPUCTH y 0OpazoBamy. CTyaeHTH
WK YYCHUIIM Y BEIUKO] MjepH MOCTajy KOPUCHHIHN e-nopTdoiina jep Ha Taj HAYMH MOTY Ja mpaTte U
JIOKYMEHTY]y CBOj paji, a CBe ca IIMJbeM HampeoBama y kapujepu. Takohe, kopumheme e-nopTdoaua
MMOMaXke CTYACHTMMAa Ja pa3BHjajy CBOjy KpPEaTHBHOCT, BjeIITHHY NHCama, Ka0 W PadyHAPCKY
nmUcMeHocT. 300r MoryhiHOCTH yBHAa y paaoBe myTeM e-nmoprdoiiva, CTYACHTH pa3BHja)y U
MOTYhHOCT KPUTHYKOT MUIIUBEHHA, @ KO C€ HEKH paJl IOCTaBH Jia I'a MOTY BUJIj€TH U KPUTUKOBATH U
OoCTaJiu CTYACHTU U HACTaBHUIIH, TUME C€ NOIIPHUHOCHU HETOBOM KBAJIUTETY. CTy,Z[eHTI/I TOKOM HI/IjeJII/IX
cryauja uzpalyjy cBoj e-noptdonmo u y mera yrpalyjy HoBa nocturayha u Hamnpenak. CiuyHo je u
ca HacraBHMIMMa. Vmajyhu oBO y BHIy, Kpo3 e-TIOPT(OIMO Ce MOXKE NpPaTUTH KOHTHHYHUPAHO
po(eCHOHATHO ycaBplliaBame. AKO MOMIeIaMO Y K0jOj MjepH ce e-IopThOIN0 KOPUCTH Y CBH]ETY, a
CBE BHIIE M KOJ HAC, MOKEMO J1a 3aKJbY4YMMO JIa je CTYAICHTUMA ¥ yYCHHUIIMMA IT0CTa0 HEM30CTAaBHH
,»IIpHjaTesb”’ TOKOM ITHjesIor 00pa3oBama.

2.1. E-noptdoano cTyaeHTa, e-nopT¢oino HACTABHUKA, e-MOPT(OJIN0 yCTAHOBE
Hexke on cTaBku koje ce 00nuHO Mory Hahu Ha e-noprdonuy cy cieaehe:

e Kkparka Ouorpaduja,

® pe3uMe, KONMje BaKHUX NOKyMEHaTa, JIMIEHLE, CepTU(UKATH, TECTOBH, CKOpHje moxahaHu
CeMMHApH | CIL.,

® [IpHKa3 KOHTHHYAIHOT 00pa3oBama 1 KPEaTUBHOCTH,

e IIpernopyke, MPOILjeHe U MPU3HAKA,

e (ororpaduja u ci.

Crynentcku e-noptdosimo uMa 3a b Ja IpeACcTaBh CTYJACHTOB PaJi TOKOM 00pa30BHOT IpoIlieca.
Berosum kopumhemeM CTYICHT HOKYMEHTYje CBOja 3Hama M BjEHITUHE M Pa3BHja CIIOCOOHOCTH 1O
MUTaky KOMYHKaIlMja, MEHAIIMEHTa, KPUTHYKOT MUIIJBEHA, KA0 U ynotpede MyntuMenuja. Meru e-
nopTQoNINo MOXKE MOCTYXHUTHU Jia Ce CTyIEHT IITO OoJbe mpeactaBu Oyayhem nociomasuy. Kana je y
MUTalky TPOLEC yduermha MaTeMaTHhke, e-MopTdoiarno OM Morao ga caapKd pa3He pajioBe U3 OBOT
moApy4Yja, KOJH PENpe3eHTYjy CTyIEeHTOBAa HHTEPECOBama 3a OBaj IpeaAMeT, Kao M HEroBe
cnocoOHocTH. Mory ce, Ha HpuUMjep, Y3€TH NpPHUMjEpH 3aJaTaka Koje je CTYACHT pHjelIHo Ha
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OpUTMHANIAaH HAYMH M THME C€ OH Haj0OJhe MpEJCTaBJhba Ha CBOM e-TIOPTHOINY Kajga Cy y MUTAlkY
HETrOBE BjeHITHHE pPelllaBarba MaTEeMaTHUKHUX MPoodieMa.

E-noptdonmo HacraBHuKa omoryhaBa yBuj y IMYHU TaleHAT HACTaBHUKA. Harmonamau ox6op 3a
cTanfapzae npodecroHalHe HAcTaBe 3aXTHjeBa Ja MCKYCHHjU NpeNaBadyd MMajy CBOj €-OPTQOIHO
Koju Tpeba na Oyzae HalmoHaHO cepTudukoBad. Hekn nupekropu, Takole, 3axTujeBajy e-nmoptdonmno
on HactaBHOT ocoOsea. Ilomohy mporieca wm3pame e-moprdosva, HACTABHUIM A00Wjajy Ba)KHO
HCKYCTBO Yy M300py MaTepujaiia KOjHU CaKyIlUhajy, Ka0 M HauuH Ja cadyBajy uHpopmanuje. E-
mopTdoIM0 HACTaBHHWKA je KOHIM3HA KOJIEKIHja TPHOEJhEIIKA O pajy HACTaBHUKA W HETOBOM
ycaBpllaBamby yHyTap M W3BaH yunoHune. HactaBHWukM e-mopTdosino je KoJeKIuja cTBapaiaykor
pana HactaBHHKaA. E-opTdonno je nqusajHupan Aa yBeanya v JeMOHCTPHpA TaleHAT HACTaBHUKA, Kao
U BETrOBO 3HAKE W CIOCOOHOCTH Be3aHe 3a HacTaBy. Ilyrem e-moptdoiiia HACTABHHUIM MOTY Jia
o0jaBJbyjy TpelaBama U HJIEje M HA Taj HAUMH IIUpe 3Hame. [lopea OCHOBHOT, a BE3aHO 3a
CIOCOOHOCTH Be3aHe 3a HACTaBy MATEMaTHUKE, HACTABHUYKU €-MOPTPOIHO MOXKE CaaApKaTH |
cienehe:

® KpaTak OIHC CTyJeHaTa KojuMa je HaCTaBHHK IIpe/aBao,

e  OITMC CTWJIa HACTABE U 3aIITO ce OaBU HACTABOM,

e  OITMC BPCTE pa3pesa y KojuMa je CKOpHje MpeaBao,

e Kparak ecej 0 HaCTaBHHYKO] Qrto30(duju Ha TEMy KaKo Ipenaje u 300T Jera,

® KOINHMjE CKOPHUjUX MPHUIIPEMa 3a yac Koje cy KopuiiheHe, ykibyuyjyhu portorpaduje ca vaca,

® CTYICHTCKM pal KOjH je OIMjeHHO HacTaBHHK (BIAacCHHK e-opTdoiina) KOjH CalpiKu

KOMEHTape H CII.

E-moprdonmo koju mpencraBma yjenmumEmE Ba NPETXOAHO OMNHcaHa e-moprdonma je e-

noptdonuo ycranose. [Tomohy e-moprdonua cryneHaTa 1 HacTaBHHKA, BPIIU ce 0Jabup marepujana

Koju he mpe3eHTOBaTH yCTAHOBY M IEH pajl M HampeaoBame. Ha Taj HauMH Cce HACTABHUIIN H
CTYAEHTH JOAaTHO MOTHBHIIY [2].

3. Hpomnpe}be CHUCTEMA CJICKTPOHCKOI' l'IOpT(l)OJ'll/la 3a HOTpeﬁe Yuelhba 1 HACTaAaBE MaTeMaTHUKeE

ITpema BiymoBoj Teopuju ,,Mastery learning”, ycmjemso yuerme 3aBUCH 01 y3pouHe Be3e usmel)y
KOTHUTHBHUX W a(eKTHBHUX CTYAECHTOBUX CHOCOOHOCTH, KBalIWTETa Mpoleca IoaydyaBama U
pesyirata yd4ema, TJljé KOTHUTHBHE KapaKTepHCTHKe jgonpuHoce oko 50%, adexTuBHE
KapaKTEePUCTUKE YTUUy 25% M KBAJUTET Ipolieca yuewa yuecTByje 25% y nocturayhy. Koruurusue
KapakTepucTUKe 00yXBaTajy HWHTEIEKTyallHE CIIOCOOHOCTH, CIIOCOOHOCTH YyueHa, HaBHKE WU
MPETXO/HE pe3ynraTe ydewa. AQEeKTHBHE KapaKTEPHCTHKE OINHUCYjy YYCHWKOB JIMYHH CTaB O
COIICTBEHO] JIMYHOCTH U CIIOCOOHOCTHMA [3].

Kapakrepuctuke yuyeHwka (HOp. KOTHUTHBHE, aeKTHBHE W CII.) KOje OIUCY]y HEroB
npedepupann CTUI yuewa, adpuHUTETe Ipema oapeheHoj obiacTd, MOTHBALMjy 3a y4Yeme, HHBO
acrupaluje, eMOTUBHO CTambE M CJI. MOTY € IPOLjelhHBAaTH TecTHpambeM. CBe OBE KapaKTEpUCTUKE Ce
BPEMEHOM MH]jCHajy, Ila OM Ha EJCKTPOHCKOM MopTdoiuy Tpedano aa crToje uHpopmaiuje Koje
OIUCYjy KOPUCHHKA Y TaTOM BPEMEHCKOM IEPHOAY, alld U Pe3yJATaTH CBUX HMPETXOJHHUX TECTHPaIba,
KaKo OM JTMYHE KapaKTepUCTHKE KOpPHUCHHUKA OWIie TpolrjemeHe Ha Hajoosbn Moryhn HaunH. Kama 6u
CHCTEMH 3a €JIEKTPOHCKH NOPT(HOIHUO MMaIn MOIYRHHOCT Aa CTyZAeHT (MM KOPHUCHHK) y Capaimu ca
CTPYYHUM JIHIEM JT0OWje pe3yiTare MpoljjeHe OBHX JIMYHUX OCOOMHA, OHMa Ou Ha Op3 u eduracaH
HauMH OWio0 oMOryheHo Ja HACTaBHUK W3BPIIM MPOI[EHY CTYACHTOBOI (KOPHCHUKOBOT)
MICUXOJIOLIKOT (MJIM HEKOT APYTor) CTama BE3aHOT 3a MPEAMET, I1a OM ce M HACTaBHUK U CTYACHT THM
pe3yiTaTiMa Aajbe YIpaBJballd Y CMUCIY 01abupa U yuewa IpeaMeTa, HUBOa 10 KOT JKEJIHU U MOXKe J1a
ra u3yvaBa u clI.
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Wmajyhu oBo y Buay, uacja paaa je yBoheme Moayina Koju he AMpeKTHO, Ha e-mopTdonmy
BJIACHHWKA, On-line, a Ha OCHOBY MPOLjj€He CTPYYHOT JUla, Takolhe y3 momoh meroBor e-mopTdonua,
CKJIQIMIITHTH TIEPCOHATHE KapaKTEPUCTUKE BIIACHUKA BE3aHE 3a HErOBe MHANMBHIyanHe MoryhHOCTH
M0 MHUTaky y4dera MaTeMaTuke, ajdd U apyre MoryhHocTH ynorpeOpuBe y meroBoM Oynyhem pany.
Ha cnruan HauWH ce MOTY HCIIMTATH HACTABHUKOBE CIIOCOOHOCTH Y MPOLIECY HACTABE MaTeMaTHKe.

Mopnyn KojuM CMO MPOIIMPHIA MOTYNhHOCTH CHCTeMa eIeKTPOHCKOT mopTdoira Ha3Bajdl CMO
EPAM (Electronic Portfolio Adaptation Module).

3axTjeBu Koje OM MOAYM Tpebao a 3a70BOJBH CY IaTH Y HACTABKY.

1. xpeupatu:
e KOpHCHHKa KOju he OMTH ayTop TecToBa,
e KOpHUCHHKAa WM TpPyIy KOpHCHHKAa KojeM (kojuma) he ce opromapajyhm Ttect

MePCOHATHUX KapaKTEePUCTHKA JJaTH Ha YBU U pjelIaBambe,

e KOMIIOHEHTY y Kojoj he ce kpeupaTd M TPE3CHTOBATH TECTOBU 3a TMPOIjEeHY
MEPCOHANHUX KapaKTEPUCTHKA,
e Tabeny (y Oa3m momataka) o TecTOBMMa (Ha3WB W BpPCTa TECTa, CIMCAK MUTAMHA,
crucak MOTyhux oJroBopa, CIiMcak Ta4HUX OJTOBOPA, CIHCAK 0Aa0paHUX OATOBOPA),
oMoryhuTH pjemaBame TeCTOBa IPYyIH MOCjeTriIana e-mopTdoina Kojoj Cy HaMHjermheHH,
Ha oaroBapajyhu HauwMH, 0OpaIuTH pe3yiTaTe TecTa,

Eal

HAIPaBUTH CKYI pe3yJTaTa TeCTHpama u
5. omoryhutu n1a ce TH pe3ynTaT MyOJIUKYjy Ha OJroBapajyhu HauuH.

C o03upom 51a y BehwHH cucTeMa 3a M3paay eNeKTPOHCKOT mopTdonma Beh mocroju MoryhHOCT
Kpeupama rpyre To he Ham mocao OWTH onakmaH. MelhyTuM, Kako y caMOM CHCTeMY HE TOCTOjH
MOTYNHOCT TIOCTaBJbama TECTOBAa, TO j€ MOTPeOHO Ja ce HOBHM MOIYJ] MOBEXKE Ca OCTAIUM
KOMITOHEHTaMa e-1opT(HOoIHO CHCTeMa, Kako O MOAYJ OCTa0 YHHBEp3ajaH Tj. OO JocTymaH Ouio
K0joj kareropuju kopucuuka. Kopucuuim monyna EPAM cy aiMUHUCTpaTOp CUCTEMa, BIACHHUK €-
nopt¢oara M MOCjeTUIIAIl BIACHUKOBOT e-TIOpT(Oona, CBAKO ca CBOjUM IpaBHMa MPUCTYyNA. AKO 3a
npuMjep y3MeMO Ja je BIAacHHK e-mopTdoiia HACTaBHUK, a IOCjeTHJAll HEeroBOr e-TopTdonua
CTYJICHT, 3aKJbydyjeMO Jia je IWJb Ja HACTAaBHHMK Ha CBOM e-1opdoiMy BpIIKM Kpeupame TECTOBa, a
CTYJICHT, HAKOH M3paJie TeCTa, Ha CBOM €-TIOPT(OINY CKIaJUIITH pe3yaTaTe u jaaje ux Ha yBuna. Ce
oBO He Ou Omino moryhe Oe3 agMUHHCTpaTOpa cHcTeMa KOjU NMpeay3uMa WHUIMjajHe KOpake IMpH
Kopuihewy cucTeMa 3a u3pajy e-moprdonmua.

[Mpouecu yHyTap Mojmyna mpeiacTaBibeHH cy cienehum, XpoHonomku mopehanum, koparuma,
3ajellHO ca y4YecHHUIMMa mporieca (y ajbeM TEKCTY pHUjed BIIaCHUK, 3alpaBo, 03HAuaBa BIIACHHKA €-
nopr¢oiana, a MocjeTual, MocjeTuona BIACHUKOBOT e-TopTdonna). Hekn ananmm3upanu npouecu
n3Ja3e U3 OKBHpa MOJyJIa, lld Cy HEOITXOHH Jia OW MPOIECH YHYTap MOJyiia Ouir MOryhu.

1. agMuHHCTpATOP:

*  Kpeupa KOPUCHHUKE CHCTEMa,

*  KOPUCHHIIUMA JIOJjesbyje KOPUCHUYKO UME U MH(PY ca MPaBOM HEHE U3MjeHE PUINKOM
NpBOI TPHUCTyNa CBOM e-nopTdoiny (cucreM cam oOaBjeliTaBa KOPUCHHKA O TOME,
Oynyhm na ce npu Kpenpamwy KOPHCHHMKA TPaXH YHOC HeroBe e-mail agpece, Ha Kojy ce
00aBjemTekhe ayTOMATCKH 11aJbe);

2. BIIACHUK:
* ce IIpHUjaBJbyje HA CUCTEM,
* Kpeupa cBoje e-opT¢HOINO CTPAHULIE,
* Kpeupa Tpyny Oyayhux mnocjetunana cBor e-mopTdoina KOju HamjepaBajy Ja TpPHUCTYIIe
TECTUpAmY,
* OMpa Ha4YMH IpHjeMa WIAHOBAa TpymHe (CBM MOTY IIOCTaTH WIAHOBM, WIAHCTBO HAa JMYHU
3aXTj€B, WIAHCTBO CaMO y3 TIO3WBHUITY), M, YV 3aBHCHOCTH OJf BpCTE, NIOAjeJbYyje IPaBO
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YJAHCTBA WM IIAJbe MO3MB 3a MCTO (MO3UB ce, TOpeA MOpyKe Ha CaMOM e-MopTQoiny,
ayTOMAaTCKH Iajke U Ha e-mail anpecy oHora kome je ynyheH, Tako Ja je OH 0 TOM€, CBaKaKo,
o0aBujemTen),

* Kpeupa onrosapajyhu TecT KOjUM HaMjepaBa Jia W3BpPIIM TPOI[EHY MEPCOHATHUX
KapakTepHucTHKa Oyayher mocjeTrona BeroBor e-nmopTdoina U uiaHa rpyIe Tj:

O YHOCH TEKCT IUTamba,

o yHocu Moryhe oIrOBOpe Ha HCTa MUTamba,

o ofemexaBa TadaH OJIFOBOP Tj. OHAj] OATOBOP KOjU HAjBUIIE TONPHUHOCH 0OJbEM
pe3yaTaty Tecta,

* BpIIM €BEHTYAIHE KOPEKIHj€ TUTamba, MOIyhnX U TAUHUX OJIrOBOpa YHYTap TecTa,

* BpIIM OpHcame TeCTOBa, MMTamka, MOTYNHX 1 TaYHUX OATOBOpA YHYTap TeCTa,

* M caM uMa MpaBo U3pajie TecTa y UJby BpIIeHmha KOpeKIuja,

* nobuja Ha yBH] pe3yaTaTe TecTa MocjeToM oaroBapajyhe e-moptdonro crpaHuIle MocjeTHona
KOjU je TPUCTYIMHO M3pamu oaromapajyher Tecra, ako My OH TO m03Boi, Oymyhu ma ce
pe3yaTaTi He MOpajy 00jeIoaHNuTH;

3. mocjeTniai:

* Ce MPHjaBJbYje HA CUCTEM,

* mocjehyje e-mopTdoMMo CTpaHWIy OHOT BIACHWKA OJ 4YHje CTpaHe Xelu ga Oyne
MpoIjemuBal (TECTHpPaH) — Yy Ty CBPXY MOXe KOPHUCTHTH OIIH]y 32 MpPeTpary KOpPHCHUKA
cucrema,

Tpaku ofroBapajyhy rpymy Kojoj cMatpa 1a Tpeda ja mpuraife,

€BCHTYaJIHO, O] BJACHHKa TPaXKM MPaBO WIAHCTBA rpymnu (OMET Yy 3aBUCHOCTH O]l BPCTE
YJIAaHCTBA KOjy j€ BIAaCHHUK 0/1a0pao NMPUIIMKOM Kpeupama rpyre),

oupa oxrosapajyhu Tecr,

MIPUCTYTIA U3PAaU TECTA,

no0uja pesynrare TecTa,

Oupa HauMH MyOJIMKOBamka CBOJHX PE3yJiTara Ha CBOjOj e-MOpPT(ONNO CTpaHUIH (jaBHO WIH
MIPUBATHO),

aKo JKeJIH, HAMyIITa TPYITy YMjH 4iaH je Ouo,

mperyielyje CBOj MEPCOHAIHHM MPOQPHI KOjU CE€ CacTOju O]l pe3yiTaTa TecToBa paheHux y
onpeheHo Bpujeme, koje ce Takole OMIBEKH y OKBUPY MIEPCOHATHOT MTpoduIia.

4. IIpenJior 3a kopuiheme U MPpeTHOCTH 100MjeHOT e-MOPTGOIUO CUCTEMA Y YUelY H HACTABU
MaTeMaTHKe

HoBomoOujenn cucteM MoXe ce KOPMCTUTH Ha Buile HauumHa. Cimjene mpumjepu Mmoryhux
kopuihema y TpoIecy yierma U HacTaBe MaTEMAaTHKE U IbHXOBE NIPEJTHOCTH.

Cepxa kopuihema: HaCTAaBHUK TECTOM KEJM CTyIEHTHMA JAa MpY>XH MOTyhHOCT J1a yTBpJE CBOje
apuHMTETE NpeMa MaTeMaTHIM WM HEKOM MaTeMaTHYKOM IpeaMeTy, Kako OW 3HamM Jia JIM Jia ce
oIpeujelie 3a CIyIamke UCTOT WK He, Ko W JI0 KOT HHUBOAa MOTY Jia ra u3y4aBajy. Takole, Ha OCHOBY
pesyiTarta TecTa, HACTABHUK J1aje CaBjeTe W CyrecTHje CTyACHTHMA y TOIJiely HBHXOBOI CMHCTA 32
HETOB MPEIMET.

[a 61 ce cueHapuo pean30Bao MOTPEOHO je 1a aAMHUHUCTPATOP Kperpa KOPUCHHUKE: HACTABHUK H
CTYACHT. AJMUHHCTPAaTOp MM J0jjeJbyjeé KOPUCHHYKO HM€ W MMHU(py 3a NPUCTYH CUCTEMY.
HacraBHuK ce mpujaBibyje Ha CHCTEM, KpeHpa CBOje CTpaHHWIlEe, Kpeupa Tpymny (WM BUIIC HHUX),
Ha30BUMO je ,,JloTeHnMjaaHu CTyleHTH IpeaMeTa MaTeMaThka’, oapeljeHe BpcTe mocjeTuiiana cBoje
e-nmopthoJIN0 CTpaHHUIle, JOJjesbyje BPCTYy WIAHCTBA IpynH (jep caMO WIAHOBH TIpyle HMajy
MoryhHocT u3pane tecta). YraHoBu rpyme ¢y BUIJBUBHA Ha HACTABHUKOBO] €-TIOPT(OIIMO CTPAHUIIH, Y
onjesbKy ,,I'pyne”. Tako HacTaBHUK 3Ha KO j€ YONINTE 3aMHTEPECOBaH 3a OBY BPCTY TeCTHpamba.
YHyTap Tpyne nocToju MOTYhHOCT a ce BHJE OCTalM WIAHOBH, J1a C€ AUCKYTyje yHyTap Gopyma u
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cn. HakoH Tora, HacTaBHHMK Kpeupa creiuduuad TecT Aajyhu My NpuKIagaH Ha3uB (Ha3uB OH
Tpebasio Aa acolmpa Ha BPCTY TecTa, HNp. AQUHUTETH NpeMa MaTeMaTHUIH, 1ecT KOTHUTUBHHUX
cnocobHoctr, Tect mamhema, CTri yuerma U CJ1.) M OCTaBJba T'a Ha CBOM e-TiopTdonmy Tako fa Oyzae
BUJJBUB 32 H-ETOBE CTYJCHTE KOjU ce mpHjaBe y rpymy moa Beh kpeupanum HazuBoM (IloreHumjannu
CTY/ICHTH MpeAMeTa MaTeMaThKa). TecT ce Kpernpa Tako ILITO Ce YHOCE MUTamka U OAroBopH (Moryhu u
TayHW) HA CBAKO OJ BHUX. Pe3ynrarm Tecta ce MpWKa3yjy y NPOIEHTHMA, a caMo ,TadaH’ Tj.
cneunpuUaH OArOBOP KOjH je HAacTaBHUK O3HAYMO Kao OHAj MpaBH YyBehaBa MpoOIEHAT KOjH
IPEe/ICTaBIba CTYACHTOBE pe3yJiITaTe.
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Cauka 3. Pe3ynratu Tectupama

[loTeHujanu CTyIEHT pe3yiTare 3aapxkaBa 3a ceOe win ux 00jaBJbyje jaBHHMM Ha CBOjO] €-
nopTdoJIn0 CTpaHUIUM. Tako CTyIEHT, Ha CICUHUjalHO JWU33ajHUPAHOM JHjelny CBoje e-mopTdonmo
CTpaHUIIe, CKJIaIUIITH CBOje MEPCOHATTHE KapaKTePHCTHKE Be3aHe 3a oapehenn npeamer. HacraBHuk,
y TOM CIly4ajy, MOXKe Ja BUJAU pe3ylTare TecTa opel)eHOr MOTeHIUjalTHOT CTY/ICHTa, 1A Ha OCHOBY
BUX cTUYe OOJbH YBHJI Y MOTYNRHOCTH CBOjUX MOTEHIIMjalIHUX CTyJeHaTa U OOPHYTO, MOTSHIIN]jaTHI
CTY/ICHTH BHJIE Ja JIM je Taj MpeaMeT 3aKcTa 3a BbUX WK Tpeda, y capaimy ca HAaCTaBHUKOM, HEIITO
Jla KOpUTY]jy Be3aHO 3a CBOja MHTEpecoBama W a)MHUTETE IpeMa JAaTOM MPEeIMETy WM MOKYIIajy ca
HEKHM ApyruM npeamerom. llTaBuine, HacTaBHUK Ha OBaj HAYMH MOXE J]a IIPATH U HAIPEIaK CBOjUX
calalllibuX CTy/IeHaTa M Tako UX ynyhyje Ha 1ajbe aKTUBHOCTH.

Hapagno, cBako (11a u cam CTyIEHT) MOXe Jla Kpenpa TecT Ha OWJIo KOoju HauuH — Halje roToBa
MUTamka, OIF0BOPE, YHOCH T1a PaJiv, WIIHM Ce OCIIOHW Ha HeKH noctojehn cajt u cin. Mehytum, npexnoct
KOja ce TIOCTH)KE OBUM HAa4YMHOM Kopuinhema je y ToMe MTO ce crnenruuyaH NOTEHIIWjTHU CTYJeHT
onpeheHor nmpeamera ,,ioBe3yje” ca oarorapajyhum HaCTaBHHKOM, KOjU je Takohe crenududan mo
CBOJUM OCOOMHAaMa JIMYHOCTH M METOJIOJIOTHjU paja, 1ma caM Haj0oJbe 3Ha Ita Ou TO Tpedaio na
,»AMajy” CTyIeHTH KOju >kelle Ja moxalhajy merosa npemaBama U3 oJpeheHor nmpenmera M mojaxy
ucrmT. Ha 0Baj HaYMH TOCTUIIM CMO Jia TOTEHIHWjaJHH CTYISHT JWUPEKTHO O] HACTaBHUKA, KOjJH
npenaje Taj npeaMeT y AaToM MOMEHTY, noouja oxpehenu tect koju tpeba ma ypaau. IIpemHocr je,
Takolhe, IITO MOTeHIIMjaJTHY CTYIEHT U HACTAaBHUK HE MOpajy OWUTH CTOBpeMeHO on-line 1a Ou ce oBO
peanuzoBaio. lllTaBuie, HaCTaBHUK Kpewpa TECTOBE KaJla KMy OAroBapa W JIP>KH UX HA CBOM e-
noptdoany, a MOTEHUHMjaTHU CTYACHT MX pPajd Kaga TO HEeMy OJroBapa, Hakie HHUje Be3aH 3a
onpeh)eHn BpeMEHCKM TepMUH KaJga ce BpIIM TECTUpame (Kako je TO 3aMHIUBEHO KOJ HIIP.
TPaJULMOHATIHOT TeCTHpama). MoryhHOCT cliajarba KOPHMCHHMKA ca IPYIOM KOjOj HACTaBHHK Jaje
TecroBe Beh NOCTOjM y BehnHM e-TopTdoino cucrema, MTaBUILIe MOXKE J1a Ce TPAXKH OJ HACTABHUKA
Jla JIO3BOJIM TIPHUITAHOCT TPymH, mTo he pehu aa je y ToM Jujeny MOCTUTHYTA MPUBATHOCT TECTOBA,
Kao0 | TO JIa TECTOBH HHCY 3a cBakora Beh caMo 3a OHE KOjU Cy TO OJ] HACTABHUKA 3aXTjE€BOM TPAKHUIIH.
KoMmoHeHTa je KpenpaHa Kao CBEOIITa, IIOCTOjU Ha CBauMjeM MopTdoiny, HE MOpa ce NPaBUTH
pECTpHKIIMja HA OCHOBY TOTa Ja JIM jé HEKO HACTABHHK HWIIM CTYICHT, M MOXE Jia c€ KOPUCTH, jep
MO’K/Ia CjyTpa HaCTaBHUKY 3aTpeda Jla TeCTHpa CBOje CIIOCOOHOCTH 3a HELITO JAPYro, Ha e-TopTHOoIIy
HEeKe Jpyre ocole, a TIOTeHIUjalIH! CTYJICHT MOJJIa HIIp. MOCTaHe HACTABHHUK Ta OH OyJlie Kpeupao
TECTOBE W JlaBa0 HMX HEKOMEe Ha pjemaBame. bynyhu ga je e-moprdonuo 1o KOHIENTa
LIj€JIOKMBOTHOT yueka, OBO he ce cBakako JIECHUTH.

CiuyaH clieHapro MOJXKE c€ YIOTPHjeOUTH IPUIMKOM ofpeljrBamkba HACTABHUKOBUX CIIOCOOHOCTH
3a TIpolleC HAcTaBe NpH aIUTMIMpPamby 32 [M0CA0 HACTABHUKA MaTeMaTHUKe (WM HEKOr JpYror
MpeaMeTa).

156



5. AHaIM3a MULIUbeH-2 KOPUCHUKA 0 YHanpujel)enom e-nopr¢oano cucremy Kpo3 aHKeTy

Nmajyhu y Buay nma ce e-mopT¢oano jomr yBHjeK He KOPUCTH y OKpYXemy (ocuM XpBaTcke),
noceOHo je oOpaheHa maxma Ha MHUIUBEHE CTyJeHAaTa M HACTaBHOT 0CO0Jba KOje ce YIO3HAJIO ca
OBHM CHCTEMOM. Y aHKETH, KOja je CIIpoBe/ieHa 3a MoTpede eBayalije y OBOM pajy, y9eCTBOBAIHU CY
cTyaeHTH u HacTaBHUIM DakynreTa 3a caobpahaj, koMyHuKanuje u JToructuky y bepanama, Llpna
I'opa (yxymHO 56 ucnuTaHuKa).

CBY HCITUTAHUIIM CY HABEJIN KaKo Cy, TOKOM paJia Ha 4acy, YBUIjell NPeHOCTH Kopuihema e-
noptdonua. CTaBke Koje Cy ce Halule Ha HBUXOBHM e-TOpT(HOINO CTpaHuLama cy cieaehe: muaHu
nonany, omorpaduja, HIBoU oOpazoBama, X00H, HHTEPECOBama, BjeIITHHE, HAarpaje, CIIOCOOHOCTH,
MPEeTXO0/IHA 3amociieka (pagHa WCKYCTBA), PaJOBU KOJH MX PEMpe3eHTy]y Yy OOpa3oBHOM CMUCIY,
nojanm o ocrajguM nocturayhuma u cin. Kao npeanoctu xopuihema eleKTpoHCKOT, y nopehemy ca
MAMTUPHAM TOPTHOITUOM, UCTIUTAHUIN CY HABEIH Op>KU W JIaKIIHX Tiperiien ¢ajioBa, yIITery BpeMeHa,
HOBI[A, HAIPEIHOCT, JIAKIIY H3BOJJBUBOCT, JETHOCTABHOCT, NPAaKTHYHOCT, Behe MoryhHocTtn na ce
MPOLIMPH 3Hame, TOCTYITHOCT HHpOpMalrja, mpe3eHToBame cebe on-line — 6e3 oamacka kox ocobde
KOjOoj JKeIMMO Je Tpe3eHTyjeMo cebe, JaKkmly KOMYHHKaIujy, pan on kyhe, moryhHoCT
OTKpHBama/CKpUBama IojiaTaka, cMambeHa MOryhHOCT ryOuTka uH(popMmalja, KOMyHUKalKMja U ca
JbyIMMa y HHOCTPAHCTBY H CII.

Ha nurtame na au OM BOJBEIH Ja y e-TIOPT(OIMO CUCTEMY IIOCTOjU KOMIIOHEHTa oMohy koje Ou
uManu MOTYRHOCT W3paje TecToBa y CBpxe ojabupa KeJbEHOI NpeIMeTa, CBH HCIUTAHUIH CY
onroopunu ca JIA, jep Ou, Kako Kaxy, Tako 0OJbe YIO3HAIM W TpeAMeT W mpodecopa Koju ra
npenaje, Kao U To Ja OM Ha Taj HAYMH MOTJIM J1a 0abepy Jia CIyIajy OHE MpeaMeTre Koje xene (U3
cnucka nonyhenux). Kopucunoct kopuimhessa EPAM komnonente ysugjeno je 96,43% ucnuranuka, a
75% m®UX je u3jaBWIO J1a UM je KopHIIliemhe OBe KOMIIOHEHTE IMOMOTIJIO Jia CE ONpEeIHjelie 3a HIIp.
CIIyIIamke KeJbeHOT TpeIMeTa. Y THCIU O HOBOj KOMIIOHEHTH Cy IMIO3UTHBHH, C HAIJIACKOM Ha TO JIa je
TO KOMITOHEHTa KOja MOMaXke HIIp. MIPU OTpe/ie/bHBamy 3a MpeaMeT, oMoryhaBa on-line HHTEpaKIHjy
n3mel)y cryneHara u npodecopa, KOpUCHa je jep Ou uM oMoryhuia na He myTyjy y IIUJbY pa3roBopa o
npeaMeTy ca npodecopruma, Jia je TO OJJHYHO CMUIIJBEHA Heja, 1a Ou OUIT0 3arcTa KOPUCHO UMATH
je y e-moptdoino cuctemy, Ja ce lbeHUM KopHinhemeM 10o01ja Ha BpeMeHy, KOpUCHa je U 3a Oyayhe
IIKOJIOBakh-e¢, KOPUCHA 32 TPOIIMPHUBAKE 3HAHKA, 3aHAMJbMBA KOMIIOHEHTa, MPAKTUYHA, MTOTOJIHA, Y
MOYETKY KOMIUTMKOBAHA, ali KACHH]€ jeITHOCTABHA, KOPHCHA 3a YUCHHE U CII.

6. 3akbyuak

VY4yewme U ycaBpilaBame KOJI CBAaKOT YOBjeKa Tpeda Ja Tpaje 1Mo KMBOT. JelaH o] HauMHA Ja ce
JIEMOHCTPHpPAjy CTE€UeHE BjEIITHHE, TPOIMjeHH 3Hame M o0ujeHe WH(]opMaluje HCKOpHUCTE je
ynotpeba noptdonna, 0JHOCHO KEroBa eleKkTpoHcka GpopMa. Ynorpedba e-noprdonua y3ena je Maxa
Ha BeJIHMKOM Opojy konena u yHuBepautera y CAJl-y kako Ou ce Ha Jpyrauuju M, peinaTuBHO, 00JbU
HAYWH M3BPILIWIJIA TPOLjeHa 3Hamba CTyACHATa U CBE TO OCTANO 3a0MJBEKEHO Ha jETHOM MjecTy, Koje
ce KacHHWje MOXKe TIOHOBO yrnoTpebbaBaT. Ha ocCHOBY MaTepujasia Mpe3eHTOBaHOT Y OBOM Pajly MOXKe
ce 3aKJbYUYHTH J]a CE OBa BPCTa MPOI]jCHhUBamha MOXKE HCKOPUCTUTH 3a MOOOJBbIIAKkE TPolleca HacTaBe
U yuerha MaTeMaTHKe.
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AncrpakT.AHanu3a Tekyher crama 1 norpeba mKoicKor cucremMa y CpOuju TOBOOH 0 3aKJbydKa J1a je
TOM cucteMy Moryhe NpyXuTH AOJATHY MOAPIIKY Y BHAY MH(POPMaTHUYKHX CPEACTaBa. 3a IPUMEp je y3eTa
obnact mranuMeTpuje 3a y3pact ox V no VIII paspena ocHOBHe mIKOIE, TJ€ Cy Hajupe NPOYYEHH HACTaBHU
LWJbEBH, a 3aTUM je OCMHIUBEH, JU3ajHUPAH ¥ MMIUIEMEHTHPaH COPTBEPCKUIPON3BOL, JIemup n mecrap® 3a
MIOAPIIKY OAATHO] U TOITYHCKO] HACTABH.

,»JICIbHp 1 IIecrap™ je caunmibeH OJ JBE KOMIIOHEHTE: AW3ajHepa W mperniexava. J(nzajHep je HaMemeH
HACTaBHHKY, KOjH Yy BbEMY MOXKE OIMCATH ojpel)eHr reOMETPHjCKH MOCTyNaK (KOHCTPYKIHja), caduyBaTh I'a U Te
TIOHYAWTH yYCHUIIMMA. YUEHHIMMa Cy Ha pacrojiaramy W Iperjiefad ¥ Au3ajHep: moMohy Ipersienada OHH
MOT'Yy YYHUTATH MOCTYIIaK Ha CBOM padyHapy, HperjiefaTy ra u npeciymary (1o moTpedu BUIIE MyTa). Y YeHUIH
IIOTOM MOTY Taj IOCTYyIIaK W YYUTATH Yy AW3ajHep, MOANGUKOBATH ra y by yBuhama MelycoOHHMX omHOCa
o0jexara Mpy KOHCTPYKIIH]H HIIH LEJH MPOLEC YPaaUTH CaMOCTAIIHO Off IIOYETKA.

Ommcan je pa3BOj KOMIUIETHOT CO()TBEPCKOr IaKeTa, IOYeB Ol aHAIM3€ 3aXTeBa, IPEKO IUIaHHpama,
OCMMIIUbaBamka apXUTEKType U Au3ajHa copTBEpa, A0 HEroBe Kpajibe nMIuieMeHTaruje.Onucanu ¢y HHEKH OJ1
creHapHja kopumhema pa3BrjeHor co)TBepa y HAaCTaBH.

KibyuHe peun:HacTaBa reoMeTpHje;IeHHp; mecTap; copTBEp; IIaHIMETPHja.

1. YBon

VY pany je onmcaH pa3Boj cOPTBEPCKOT MPOU3BOJA KOjH MOXKE MPEICTAaBIbaTH A0JATaK MIKOJICKO]
HACTaBU IITAHUMETPH]jE O[] IIETOT IO OCMOT pa3peia OCHOBHE IIKOJIE. AYyTOpH Cy c€ OCJIIOHWJIM Ha TO Ja
je MOXKeJBPHO JAa ce MPOIIMPH CaMOCTaJHH BaHHACTaBHM pajl yueHHKa Koa Kyhe uia pauyyHapcke HayKe
Mory nomohn HacTaBHHIMMA Jia JIaKIIe MOACTAKHY YYEHHKE Ha CaMOCTajJHM Paa.3axTeBU KOjU Cy
MOCTaBJBEHH Mpes cOPTBEP MPOLCHEHH CY HAKOH MaXkKJbUBOT NIPOyYaBama IlaHa U MporpamMa HacTaBe
MaTeMaTHKE 3a MOMEHYTH Y3pacT, Ka0 M OCHOBHOI YIO3HaBama Ca TPEHYTHUM CTameM CHCTEMa
obpazoBama y Penyonunu CpOuju no nutamy MOryiHOCTH JUTMTaIM3alKje HACTABHUX CPEACTaBa U
0 MUTalby MOAPIIKE KOja c€ Y OBM TPEHYTKY MpPYKa CaMOCTATHOM BaHHACTABHOM pajy.

CodTBepcku Mpou3BoA O KOMe je ped aoduo je HasuB ,Jlemup um mecrap™, jep cey OBOM
y3pacTyTa [IBa ajaTa HajBHIIEe KOpUCTe y obnactu mianumerpuje.Haname, kopucanuku uurepdejc je
KOHLIMIIMPAaH Ha TakaB HauMH Ja y HajBehoj mepu moaceha Ha kopumtheme oBux anata.Haumme,
Mearolka BpeaHOCT OBOT coTBepa Tpeda Ja JISKH YIpaBo y JOMYHH KJIACHYHE HACTaBe.

Codraep ,,JIemup u mecrap ce cacToju of ABE KOMIIOHEHTE: JU3ajHepa U nperienayva. Juzajuep

je HaMCHCH HACTABHUKY, KOjI/I Y BEMY MOXKE ONMCaTu O}_II)CI)CHI/I FeOMeTpI/IjCKI/I MOCTYIIaK U CadvyBaTu
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ra Ha NPEHOCHBH MEIMjyM WIM Ha JAe/beHO MecTo Ha VHTepHeTy, T€ NOHYOUTH CBOjUM
yueHHIKMa. YYeHUKY Cy Ha pacriojaramby U nperienad u Iu3ajHep:

e 1OMONy mperienaya OH MOXE YYMTATH IOCTYNAK Ha CBOM padyHapy, MperyiefaTH ra H
npecaymatd (copTBep caApKd ayAuo KOMIIOHEHTYKako OW HAacTaBHHUK MOTao Aa CHHMU
TJIACOBHU KOMEHTAap KOjU MPATH MOCTYIAaK-KOHCTPYKIIH]Y);

e qioCTymak JoOWjeH O]l HAaCTaBHHKA CEMOXE YYUTATH y AW3ajHEp M MOAU(HUKOBATH y LUIbY
yBuhama Mel)ycoOHMX ogHOCa objekaTa WM MoKywmaTH jAa (y Huiby yBexxOaBama) LEeonpoec
CaMOCTAJIHO ypaJau O MOYeTKa.

Henokpyr pa3BujeHOr copTBEpa je CBECHO OrpaHU4EH Ha YCKO MoApyYje:

1. OGyxBaheHo je HacCTaBHO TPaIUBO CaMo U3 00JIACTH TUIAHUMETPH]eE.

2. OOyxsaheH je caMo y3pacT oJf IETOT IO OCMOT pa3pea OCHOBHE IIKOJIE.

3. Céwm xopucHHYKH HHTep(ejc UMa OrpaHHyYeH cKym anara (Maga ce OH, y ciydajy morpebe,
MOXKE TIPOILIUPHUTH).

IIpojekat pa3Boja codTBepa ,,Jlemup u mecrap™ Tpeda ga MOCIYKH MIPBEHCTBEHO KA0 CMEPHULA

W WIycTpalMja Kako MOXE Ja Tede CBEYKYIHHM Pa3B0j COPTBEPCKOr CHUCTEMa — KaKO MPOYYUTH
norpede, HaYMHE HUXOBUX 3370BOJbEHA, 3aTHM 0fadpaTd METOAONOTHjy paja U peaJu30BaTH

Mpou3BoA. Y OBOM pajy UMIUIEMEHTAIHja je IOTOM ONKCaHa 0 KPajier CTaAujyMa pean3aluje.

2. Anaju3sa texkyher crama

VY neny Ctpareruje pa3Boja odpazoBama y Cpouju no 2020.x0ju ce OMHOCH Ha TPEHYTHO CTamhe
KJby4yHHX obenexja cucrema obpasoBama y CpOuju, kKao jenaH of TJIaBHHX M3a30Ba HABOIU ce A
MOCTOjU ,,M3Y3€THO Maja 3aCTYIJbEHOCT MOACPHHMX OONMKa paja y IIKOJIM;, HACTaBHUIM HHUCY
00y4eHH 3a TPUMEHY MOJCPHUX KOHIIENAaTa y4ermha/HacTaBe W HOBE yiore Koja cieau u3 mux‘ [1].
Hako ¢ mpaBoM MOXXEMO NPETIIOCTaBUTH Ja CE Y OBOM KOHTEKCTY IMOA MOJEPHHM KOHIENTHMAa
yuema/HacTaBe Ha NPBOM MECTYy IOAPa3yMeBajy IMOBE3MBAamEC TEOPHjE M IPAKCE, EKCIIEPUMEHT,
aKTHBHO y4Ye€lme M JApyra JOOCTHrHyha MOAepHE Menarorije, JaHac ce y MOJEpHE KOHIENTE
yuema/HacTaBe He3a00MIa3HO CBPCTaBa M MPUMEHA padyHapa U pauyyHapCKUX TEXHOJIOTHja y MPOoLecy
yHarnpelema IKOJICKEe HACTaBe.

JIOMMHaHTHO ycleaMaTepujadHux pasziora, y CpOuju oBaj BHA HACTAaBHOI CPEACTBA jOoLI HUje
y3eo nmyHor maxa.Hamme, MHOre mkose, moceGHO y Hepa3BHjEHHM KpajeBHMa, jOII YBEK HeMajy HH
padyHape, HU Be3y ca MHTepHEeTOM, a TO UCTO BaXKH W 3a yueHuke koj kyhe [1].Mmak, mocmarpajyhu
u3BewTaje Pemybnnukor 3aBoaa 3a cratuctuky 3a 2010.roguny, nonasumo 10 oxpadpyjyher nmogatka
Jia je TpeH ] cHabieBama IIKoaa 1 foMahnHCTaBa pauyHapckuM cpeactsuma y CpOuju y3naszaHs, ma je
tako 2010. rogune 50,4% nomahuHcTaBa mocenoBano padyHap, ITo je 3a 3,6% BuIIe y OIHOCY Ha
2009. romuny. Takohe, y mcrom wu3Bemrajy casHajemMo na je 39% pomahmHcTaBa MOCEZOBAIO
WHTEpHET-NIPUKJbYYaK, mTo je 3a 2,3% Bume y omHocy Ha 2009. romuny. Hanasee, Biamune u
HEBJIAJAMHE OpraHM3allfje MO3UTUBHO yTHUUy Ha oBaj TpeHA.Tako je, Ha mpuUMep, Y TOKY LIKOJICKE
2008/2009. romnae MUHUCTAPCTBO 3a TeNEKOMYHUKAIMje U HHGOPMATHYIKO JIPYIITBO OPraHU30BAIO
aKIUjy MOKJIamkama padyHapa IIKojJama W IOBe3uBamba THUX pauyHapa Ha MurtepHer. OBM monmanu
HaBOJE HAcC Ha 3akJby4ak Aa he y Oyayhnoctu 6poj nomahuncTaBa u mkona y Cpouju Koju nocenyjy
padyHapcka cpenctBa Outu cBe Behw, Te Ja je ApaBa IOcTana JOBOJBHO 3peiia Ja OTIOYHE
030MJbHUje Hamope y yHampehemy mkoncTtBa kopuctehn ce mHpOpMannOHNM TEXHOIOTHjaMa M Ja

pasBHje WIH MOAPKU Pa3B0Oj HEOMXOAHUX COPTBEPCKUX MpojeKaTa Koju Ou To oMoryhuiu.
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HacraBuu 1uian u nporpam npeasuba a yUeHHLM METOr pa3peaa OCHOBHE IIKOJIE CTUYY 3Hama
HEONXOJHA 3a pa3yMeBambe¢ KBAHTUTATUBHUX M MPOCTOPHUX OJHOCA W 3aKOHUTOCTH Y Ppa3HUM
nojaBaMa y TPHUPOAHM, NPYIITBY U CBAKOAHEBHOM KMBOTY[2].3amaTtak HactaBe MaTeMaTUKE y OBOM
paspeny, Mo NHUTalky IUIAHUMETPHje UM TEOMETPHUje YOIMIUTE, jecTe Jla Ce YYEHHUIM YIO3Hajy ca
HAjBOKHUJUM PAaBHUM TEOMETPUjCKUM (urypamMa M HBHXOBUM Yy3ajaMHHM oaHocuma.Hamocierky,
YYEHHLIM OBOT paspeaa Tpeba na Oyay ocmocoOJbeHH 3a MPEUU3HOCT Y MeEpemy, LpTalke U
TEOMETPUjCKE KOHCTPYKIIH]E.

VY OKBUpY CKymna ONepaTMBHHX 3a/JaTaka HACTaBE MAaTeMaTHKE y ILIeCTOM Ppa3peay OCHOBHE
mkose [3], Harmacak je CTaBJbeH Ha yCBajame CKYIOBa IEIMX U PAalMOHAIHUX OpojeBa, Kao W Ha
CTULAKE MOTPEOHMX 3HAama W BEIITHHA MOTPEOHMX 3a pellaBamke jeAHAYMHA M HEjeTHauyuHa.
MehytumM, 1 y OBOM paspeny ce M3ydaBajy OCHOBE r€OMETpHje PaBHHU, Ma TaKo IUIAH W MpOorpam 3a
0Baj paspen caapxku cienehe:

- Knacudukanuja TpoyrioBa U 4eTBOpOYIJIOBa M lbUXOBA OCHOBHA CBOjCTBA

- Penaumja momynapHOCTH U FseHa OCHOBHA CBOjCTBA

- JemHakocT TWOBpIIM TeoMETpHjcKUX (uUIrypa M TpaBWiIa O H3padyHaBamy IOBPIIMHA

TpOYTIJIOBa, apaieiorpaMa u Apyrux 4eTBOpOyrioBa

Y ceamom pa3speny[4] yueHunu ce ymo3Hajy C KOHIIEITOM CTeleHa Opoja, Te OCHOBaMa
MOJIMHOMCKOT payyHa, IITo hie MHTEH3MBHO KOPUCTUTH Y CPEIH-0j LIKOIX U Y HACTaBKY IIKOJIOBama. Y
WCTOM pa3pely yIo3Haje ce jelJHa Ol HajBaXXHUJUX Teopema reoMerpuje, Iluraropuna reopema, koja
he y KacHHUjUM paspeauMasajelHOca MOMEHYTHM CTENeHHMMa W MOJIMHOMHUMAa CTBOPHUTH OCHOBY 3a
ylo3HaBame ca TpuroHomerpujom. ClieAd HOTIYH CIHCaK ONEpaTHBHUX 3aJaTaka Be3aHHX 3a
TUTAHUMETPHU]Y Y CEIMOM paspeny:

- Ilutaropmna Teopema u HBeHa MPUMEHA KOJ CBUX M3y4aBaHUX T'€OMETPH)CKUX QUTypa y KOjUMa
Ce MOYKE€ YOUHTH MPABOYTJIM TPOYTao

- HajBaxnuja cBOjcTBa MHOrOyTjIa 1 Kpyra

- IlpubnmxHa KOHCTpPYKLHMja Ma KOT INPAaBMJIHOI MHOIOYIJIA M TEOMETPHjCKa KOHCTPYKLHja
MOjeANHUX MPaBUIHUX MHOroyriosa (ca 3, 4, 6, 8 u 12 cTpanuua)

- HajBaxuuju oOpacuu y Be3M ca MHOTOYIJIOM U KpPYyroM KOjU €€ MOTy NPUMEHUTH Y
onroapajyhum 3amanuma

- Ilojam pasmepe ayxu U CBOjCTBa MPOIOPILIH]E

- Ilojam ciimyHOCTH TPOYTIIOBA U H-EHA MPUMEHA Y jJEAHOCTABHUJUM CIly4yajeBHMa

I'eomerpuja yocmom pa3peayoOyxBaTa TPOJMMEH3MOHAIHH MHPOCTOP M TPOJMMEH3UOHAIHE
¢urype (Tauka, mpaBa M paBaH Yy HpPOCTOPY, 3aTHM IpHU3Ma, NMpaMuia, Bajbak, Kyma, JIONTa), Te
npeAcTaBba MmocedaH M3a30B 3a u3pangy codTeepa.BaxkHo je HamomeHnytu, mehyrum, na ce y
CBAaKOJHEBHO] LIKOJCKOj HAacTaBU M OBa 00JacT MOKpHBAa KOpUIINEHEM JIBOIUMEH3UOHAIHHUX
HACTaBHUX CpEJICTaBa, IMOIYT CBecKe M Talie, MpH YeMy ce ociama Ha e(eKTe MEepCHEeKTUBE U
MpojeKIrje Kojy hamu npuiandHo ako mpero3Hajy.Ha taj HaunH, nako mpojekaT koju he ce pa3BuTu
HE MOKpHBa TPOAMMEH3MOHAIHE IIpocTope U Qurype, y memy he cBakako 6utu mMoryhe cuMynupaTH

uX oaroBapajyhum 1BoIMMEH3NOHATHUM (pHUTypama.

3. 3axTeBH KOju ce mocTaBJbajy npea coprsep
JonyHcka u JofaTHa HACTaBa y KIACHUYHOM CMHCIY YOOMUYajeHO ce CIPOBOJE ,,JIUIEM Y JuLe",
OMJI0 TaKO IITO HACTABHMK Y CKJIOITY HACTaBHOT ITporpaMa J0O0pOBOJBHO peain3yje Ty HAacTaBy 3a OHE

KOjuMa je moTpeOHa, OMIIO TaKo IITO 32 JIOIYHCKY HACTABY POIUTEIbH/CTapaTelbi yueHuKa uiahajy 3a
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MPHUBAaTHE YacoOBE CTPYYHUM JuiuMa. U y jenHOM W y Opyrom ciydajy oTexaBajyhe OKOIHOCTU Cy
npoctop u Bpeme.Taj mpobimem ce moxe mpeBasuhu y3 momoh pauynapckor codrsepa.llpBo,
HACTaBHUK MOXKE€ KOPHCTHTH ofpeleHH coTBep Aa OCMHCIM W ONUIIE oApeleHH MaTeMaTH4KH
MOCTYNaK, cadyyBa ra W MOTOM NpemycTH ydyeHHuuMa Ha kopumheme. Jpyro, yd4eHHMIM OBakaB
mpou3Bo (Kako coTBEp, TAKO U MOCTYIAK KOjH je Y BeMy MPHUKa3a0 HACTABHHUK) MOT'Y KOPUCTHTH Y
MPOM3BOJFHOM TPEHYTKY, OHJAA KaJla Cy pacloJIoKeHH,a Takohe W OECIIaTHO, MM Y HajMamwy PYyKy
(axo paduyHaMO TPOLIKOBE pauyyHapa) IO 3HATHO HIKO] IIEHHM O OHE Koja ce miaha 3a mpuBaTHe
9acoBe.

VY KkoHTekcTy miaHuMmerpuje u IlmaHa u mporpama 3a OCHOBHY IIKONY, cCOpTBEp Koju Ou ce
KOPHCTHO MOpa 3a/10BOJbUTH cienehe 3axTeBe:

1. Jlako ¥ mpeuw3HO LpTamke OCHOBHUX PAaBHUX I'€OMETPHUjCKUX (QHUTypa: Tauka, Oy, TPOYyrao,
MPaBOYTaOHUK, MPOU3BOJbAH MHOIOYrao, 3aTHM Kpyr, yrao W, 3a moTpeOe olenexaBama U
KOMEHTapa, TEKCT.

2. Ilpomena Beh HaupraHux o0jekaTa: MpoMeHa mapaMerapa (TpaHcopMaluja), IoMepame
(TpaHcnanuMja) U OKpeTame (poTannja).

3. Ilamheme mojequHayHMX KOpaka oJpeleHOr MOCTyNKa, Y OHOM pemocieny KOjUM Ce€ IMOCTHXKE
peleme oapeheHor 3agarka, 1a Ou ce UCTU JAOLHHUjE MOIJIM PENPOSYKOBATH.

4. Jleo mpojekTa y KOjeM HACTaBHUK OITUCY]j€ KeJbEHH IOCTYIaK Mopa OUTH jeHOCTaBaH, HE CaMO
3aTo IITO je MOTPeOHO Jla ce HACTaBHUK y HeMy Jlako cHalje, Beh u 3aTo mro 6u 6uio 1oopo na
HACTaBHUK MOXE MPENyCTHTH YYEHHMKY Aa caM AepuHuine oxpeheHH mocrymak, Ouio 3a
BeXOy, Omito 3a momahu paj, yuMe YYeHUK HM371a3U U3 UCKIbYYHMBO MACHBHE YJIOTe IocMaTpaya
U TIpey3uMa MHULIM}aTHBY 32 KPEHparhe CONCTBEHOT pelIeHha.

5. 3a yyeHuKe ce MOpa HalPaBUTH M TPAHCIAPEHTHHU EO MpOjeKTa, mperyieaad (eHr. player), y
koM he oHm mMohm na mocmartpajy pe3yinTaT paja HAaCTaBHHKAa M Ja TaKO YCBOje HMOTPEOHO
3Hame. OBO je oTpebHO N1a Ou ce yYeHUIM Y OAroBapajyhiuM TpeHynrMa MOTJIH YCPEICPpEaUTH
caMo Ha JOTUYHH 3aJaTak, He yja3ehu y MojeArnHOCTH caMOr IporpamMa 3a LHPTame U HBEroBor
OKpYXema.

6. Kako cy oapehenm reomerpujcku NOCTYNIHM WM TOjEAMHAYHM KOpAalUM TOCTYNKa TaKBE
MPUPOZE [1a 3aXTEBajy YCMEHO 00jalllibehe HaCTaBHUKA, MIPOjEKTY je U MOpe CBUX HaBEACHUX
CTaBKH MOTpPeOHAa KOMIIOHEHTAa CHUMama Ijaca, Kao He3aMEHJbUB (aKTOp MpEHOLIeHa 3HambA.
HacraBHuk Tpeba OMTH y CTamy Ja Ae(HHUIIE Ta4aH TPEHYTAaK y KojeM he ce mheroB riiacoBHH
KOMEHTap PernpoayKOBaTH y TOKY Ipe3eHTaIHje.

OctBapuBame copTBEpa KOjH MOCEAyje MOMEeHyTe ocoOrMHEe oMOoryhnusao 61 HUJBHUM YYEHHUKUM
rpynaMa jJa y TPEeHYTKy KajJ WM HajBUIIE OAroBapa, BaH HACTaBe WIM TOKOM €, HaJOKHAJe
NPOIYIITEHE JIEKIHje WM CTeKHY IOIyHCKa 3Hama, ca CKOpO CBUM EIEMEHTHMa Koje Ho0ujajy y
HACTaBH Y)KMBO: IIPTEX j€ jacaH W Npeln3aH, MOCTYIaK ce CIPOBOAW y NPABOM PEHoCieny W Y
KJBYYHUM TpeHylInMa 4dyhe ce riacoBHO o0jalimeme HacTaBHuKa. Hanaibe, yueHuk he umatu u jeqny
MOryhHOCT KOjy HemMa HHM Yy jeTHOM OOJNMKY JMpPEKTHE KOMYHHUKAIMje ca HACTaBHHKOM: Jia ce
NO3UIIMOHUPA Ha TIPOM3BOJBAH TPEHYTAK y TOKY MOCTYIIKA, BPATH CE HEKOJIMKO CEKYHIM WM MUHYTa
yHa3aJ1 aKo My HEIITO HHje OMJIO jaCHO WIIM JKENTM J1a YTBPIH 3HAE, WU J1a IPECKOYH J1e0 MOCTYIIKA

¢ KojuM je Beh yrmo3Hart, y by yIiTene BpeMeHa.
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4. In3ajH U nMIIeMeHTanuja copTeepa

[Ipn w3pagm coTBepcKOr MpojeKTa HEONMXOAHO je onxadpatu oxarorapajyhymeromonorujy
pas3Boja.C 003upoM ga cy morpebe KOpHCHUKA yHampel Mo3Hare, u3aldpaHa je ,,TpaluloHaTHua"
METO/IONIOrHja pajia, Koja J03BOJbaBa MPaBUIaH AW3ajH M KOja He 3axTeBa Boleme Opure o CTalHUM

poMEeHaMa 3axTeBa KJIMjeHTa - ,,Bofonan  (enr.waterfall)[7].

AHamiza

L | Jusaju

L Wmnnemenrayuja

L | IIpoeepa

L Oapkapawe

Cauxa 1.Merononoruja ,,Bogomnan’

Mogen Bojomasa NpPEACTaB/ba CEKBEHLIMjAIHM [U3ajH y KOjeM C€ Halpenak IpojeKTa,loK
mpoJia3u Kpo3 pazinuuute ¢ase pas3Boja, MpHKa3yje y CTPOro CuiaszHoj myTamu, kaoBogonan.llpema
[6], oBe dasze cy:

1. AHanu3a — HenoKynaH onuc GyHKIMOHATHOCTH Koje IpojekaT Tpeda 1a oMoryhu.

2. Jln3aju — Ha OCHOBY moTpe0a HaBEAEHUX Yy MPETXOAHO] (a3u monasu ce OO OMIITErau3ajHa
MPOjeKTa y CMHUCIIY apXUTEKType COPTBEPCKHX KOMIOHEHATa M KOPUCHUYKOTHHTEpdejca.

3. HmmiemeHtanuja — TOTpeOHO je  YIOXKUTH  KOHKpeTaH TpyA Ha  W3pagd
MOjeANHAYHUXKOMIIOHEHATA T13ajHa.

4. TlpoBepa — 1O 3aBpLIETKY pa3Boja, IMpoBepaBa ce¢ (YHKIMOHATHA HCIPABHOCT
3aceOHMXKOMIIOHEHATa CUCTEMa U MPOjeKTa y LENUHH.

5. OppxaBame — MOTPEOHO je MPaTUTH (HYHKIMOHAIHOCT CUCTEMA Y IPAKCH M U3JIa3UTHY CyCpeT
KOPUCHHLIUMA, Y CMUCITY pelllaBama npodiieMa Ha Koje KOPUCHULIN Haul)y M TONATHHUX 3aXTeBa

KOjU C€ Ol BbUX MOTY MOjaBUTH.
4.1. Anaiausa

VY dasu ananuzerpeda pa3paauTH OAroBope Ha 3axTeBe 1-6 KOju cy AedUHHCAHU Yy TPETXOIHOM
nornasiby.IloceOHy mnaxkmy Tpeba 0OpaTWTH Ha H3IJIE KOPUCHUYKOT OKpY)Xela Au3ajHepa M

npericaada.

Hajehu neo rimaBHOr mpo3opa anjiMKanmje 3a HPTambe 3ay3UMa IPOCTOp 3a LPTame, OIHOCHO
JIaBHU NpocTop.OH ce pacTeXe U CKyIuba y CKJIaay ca BEINYMHOM KOPHUCHUYKOI MpO30pa TAKOo Ja
yBEK 3ay3uMa HajBehn meroB 11€0, MO0 BOAOPABHOM M IO ycrpaBHOM mpaBiy.JleBo ox mpocTopa 3a
LPTakE j€ YCKa CeKIMja ca Mo jeAHUM AyrMeToM3a LpTamke cBakor Tumna objexra.llecHo on mpocropa
3a LpTame je MOTIpo30op, ucToprja aHuMauuja“.Ilpumepusriena pagHor IpocTopa MOXKE C€ BHACTH

Ha CJIULH 2.
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Wznan mpocropa 3a IpTame je ycka Tpaka Kojy pasiWduTH BUAOBH (OpPMHpama aHUMAIHje
KOpUCTE Kao KOHTEKCTyallHy IajieTy mapaMerapa: JOK ce Oynenprao objekar, Ty he Outn
MpEeCTaB/beHE TpaduuKe KOHTPONIE 32 HYMEPHUUKU U TEKCTYATHHYHOC TTapaMmeTapa Tor 00jeKTa.

X & Newsnp u wectap o & N
DaTtoTeka [perneg Y6auw MNomoh

onuuje Ctrl+) - = A
o 130 <lde
ollo UpTam Tpoyrao

) L Tpoyrao: (-269, -10).(
7S 1 o1 olld
L) E] '
S = LipTam MNpaBoyraoHu
& MNpaBoyracHnk: (-192
1 o)1 o].d

¥

=195 158 - A

<6 L J B> v

4

Canka 2.'1aBHY ITpO30p: TJIABHU MEHH y BPXY, JIEBO AJIaTKE 32 LPTAambE, TOTOM

Y Cp€AVHU TJIaBHU IIPOCTOP U AECHO I/ICT()pI/Ija H3BPLHICHUX aKLII/Ija IIOCTyIIKa

Y mnpozopy mperiaemadanche mocrojaTm Tanera 3a IpTamke, UCTOpHja HM3BPIICHUX aKIhja
MOCTYNKA MKOHTEKCTYyallHa MajieTa, kao HuBehH 1eo0 KOMaH/IU IJ1aBHOT MeHHja - Ouhe 3aapikane caMmo
KOMaHJIe 32 OTBapame JOKYMEHTa M HM3Jla3 U3 allIhKalyje, Ka0 ¥ KOMaHJa 3a MPHUCTYI Mpo30py ca
OCHOBHMMHUH(OpMaIjamMa o mporpamy/mperieaady.Ha nay amnmmkaunuje mpernenaua Ouhe myrman
3alylTamke CHUMKA, May3upame, IoMeparme 3a HEKOJIMKO CEKYHIM YHampen W yHas3an,Te MpHKa3

MMPOTCKIIOr BpECMCHA O] IOYCTKa CHUMKaA (CJ'II/IKa 3)

K Newnp 1 wectap (Npernegas4) X & &

LdaToTeka [lomok

OTBopw  Ctri+0

-~
Wsnas Ctrl+X F

A

v

<{ { I <>
> 0 0:00:8018

Ciuka 3.Hperne;[aq, TJIaBHU IPO30p ca MCHI/IjeM 1 KOMaHJaMa 3a pyKOBamkb€ CHUMKOM

VY 1u3ajHepy TOCTOjM YKYITHO OcaM BpcTa o0jekara 3a IpTame: Tadyka, AYXK, TPOYrao,
MPaBOYTAOHUK,EITUIICa, MHOTOYrao U TeKCT. CBaKkd oJ] BUX UMa ceOM CBOjCTBEHE yNa3HE MapaMerpe
UIoMohiHa CpeaCcTBa, alll CBE BPCTE 00jeKkaTa MMajy u ojipeljeHa 3ajeHnuka cBojcTBa. OBasajeqHIYKA
CBOjCTBa CY:

1. CBaku o0jekat uMa cBoje uMe (TEKCTyalHH napaMeTap) u 00jy.

2. Ilpu upramy, 3a cBaku oOjekaT he OMTH JOCTyNHA Tpeumiia y3 rmomoh Tacrtepa ,,KOHTPOI
aKoce IpXKH TMPUTUCHYTHM TOKOM aeduHHCcama OWIo Koje Tauke o0jexTa, AepuHHcaHaTadka he

,»,CKakaTh' 1o HajOnrke Tauke HajOMker cycemHor o0jekTa, ako je Ta TauykaHa YAaJbeHOCTH MambO0j
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on JI mukcena ox Tekyhe mo3uuuje Kypcopa MUIIA. YJIHTEpaTypu Ha EHITIECKOM je3HKy OBa

MoryhHocT ce yoOu4ajeHo 30B¢e ,,ITyIIKambenpcTuMa’ (eHr. snap, snapping).

[Tapamerpu 3a paznuunTe BpcTe oOjekara, mopea nMeHa U 0oje KOjU Cy3ajeTHHYKU 32 CBE BPCTE

o0Ojekara, Ouhe cnenchu:

Tauka: Tauka

Jyx: nBe Tauke (IOYETaK U Kpaj)

Tpoyrao: Tpu Tauke (TeMeHa)

[IpaBoyraonuk: Tauka u 1Ba peaiana Opoja, (Topme JeBO TeMe, Ay)KHHA U BUCHHA)
Kpyxunna: Tauka u peanan 0poj (LeHTap | HOIYNPEYHHUK)

Enumnca: tauka u qBa peanna Opoja (LeHTap U /1Ba MOMYNPEYHHUKA)

MHoroyrao: Tauke (TeMeHa)

Tekcr: Hucka(caapxkaj), Tauka (rOpH JIeBU yrao), Hucka (ume ¢poHra), jenan og 6pojesa u3
ckyma {8, 10, 12, 14, 16, 18, 22, 26, 32} (BenuunHa (OHTA) U jeHA O BPEAHOCTH U3 CKYyIIa

{rone6spaH0, UCKOIIEHO, OABYYEHO} (CTHIT (OHTA).

AHuMManmje ce Kopucte Aa Ou cenpukaszao onpeheHH reoMerpujcku mocrynak.Cee aHMMAaIyje

nMajy BpeMe Tpajama yceKyHIama, koje ie IukTupaTi Op3uHy UCUpTaBamba P PENpOLyKIH]H.

UcupraBame; OcHOBHa BpcTa aHUMalWje NMpEnCTaBjba caMmMo HcupTaBame o0jexra. Kpos
neduHucame HOBOT 00jeKTa Ha CLIEHH, KOPUCHUK UMIUIMLIMTHO A0/aje U HOBY aHUMAILU]y Y
MPOLIECY ONUCHBAaba JOTUYHOT MATEMaTHYKOT ITOCTYIIKA.

[Ipomena mapamerapa obOjekta; IlorpeOHO je 00e30eAMTH TMOCTENEeHW MpHKa3 MPOMEHE
napamerapa WiH IapamMerpa U3 CTAPEBPEIHOCTH Y HOBY, Y OHOM BPEMEHCKOM POKY KOju
KOPHCHHK OJPE/IN 3a Tpajarbe Te aHNMAIHje.

Poranmja; Annmanuja omoryhaBa ma Opoj cremenu Oyzae mpexo 360°, ma O6u ce objekat
€BEHTYaJIHO POTHPAaO W BUILE MyTa OKO IIEHTpa porauuje. Hamasee, MHUIMjaHU LIEHTap
poraruje je neHTap o0jekTa, Koju je qeuHICaH OHAKO KaKOo 3aXTeBa BpCTa TOT 00jeKTa, aju
Moryhe ra je moMepuTH (MUIIEM) ¥ 3aTHM U3BPIINTH POTAIIH]y OKO T€ TadKe.

[Tomepame; IToTpedHO je 00e30enuTn na ce 00jeKaT KOHTHHYAIIHO ITIOMEPU M3 MOYETHOT Y

KpajibH TIOJI0XKA].

OpabupoM Heke OI KOMaHIU 3a JloJlaBalkbe aHuMalnuje (IpTame HOBOr 00jeKTa

nnuTpaHchopmanuja moctojeher), KOPUCHUK YiIa3u y pexuM nepuHucama aHuMandje. To 3Hauna

Cy My H3HaJZ HOpOCTOpa 3a LpTame IOCTyNHE TIpauyuke KOHTpPOJiE 3a Mpeuu3HoAe(UHUCAHE

aHI/IMaLII/IjC n Ja C€ KIIMKOM Ha JECHU TaCTEp MUIIa ,I[O6I/Ija KOHTCKCTHHU MGHI/IKOjI/I CC€ OJHOCH Ha

aHUMaIH]jy Koja je Y TOKY.

[Iporpam he Outm cHambeBen Moryhnomhy cHuMama 3Byka.3Byk he Outm moryhecamo

cHUMUTH, Tj.Hehe OMTH ToAp»,aH yBO3 MPOM3BOJBHE TOCTojehe aynano maToTeke,n3 pasiora IITo

IoJpIiKa 3a 3BYK HOCTOjI/I Yy I1JbY CHUMAamba I''IaCOBHOI' KOMCHTapaHaCTaBHHUKaA, a HE U3 €CTETCKUX

pasznora.3ByK ce MO)KE CHHUMUTH M MOCTaBUTH H3Mely [Be aHMMAlMje, Mpe MPBE aHUMALW]eUIH

HAaKOH TIoCIeamhe (cuKa 4).
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| % CHMMaE FNQT IS |
CHumMaK
MosKunja y aHumal njn:
MoyHKM cHUMaKe:
I . mno M
@B ' 4 U
Ox OgycTaHw

TMNocTojehn cHAMUK (aynan Kink)

nosuunja Tpajates

Canka 4.[lnjanor 3a cHuMame 3ByKa. [lo3nimja y aHumanuju o3Hadana

TPEHYTAK KaJid 3BYK KOjI/I C€ CHUMHU OTIIOYHILE C perOﬂyKHI/IjOM

JlecHO ox mpocTopa 3a IpTame Hanasuhe CEHCTOPHja AHUMAIMja, OJleJbaK T/AC jerprKa3aHa
JHUcTa Jocanalmkux aHuManuja. To o0yxBaTa M Kpeupame objekata W TpaHchOpMalyje W3BpIIeHe
Hag muMa.llocnenma craBka y nucTH (Koja je Ha BpXy) uMahe y KOHTEKCTYaTHOMMEHH]Y CTaBKY
"N3menn", xoja he A03BONMTH Aa ce Ta Mociedma aHUMaldja BpaTH y pexumaeduHucama.Ha
npeocraiie craBke Mohu he ce KIMKHYTH JIEBUM TacTepoM MHIIA, YuMe hece y3pOoKOBaTH Ja ce
YKJIOHE aHMMallMje Koje Cy HampaBJbeHE MOCIE e, OAHOCHO Ja CE CLEHaBpaTH y CTame Kajaa je

n3abpaHa aHMMaIjaduia nocjaeama Koja je noaara.

IIporpam  omoryhaBa  KOpPHCHHUKY Ja  cadyBaTeKyhn  JOKYMEHT H  OTBOPH
nekunocrojehu.laroreke he umatu excrenzujy HWD (ckpahenuna 3a ear.HomeWork Document,
n3abpamu ayropm).Ilomanu he ce wyBatm y ¢opmaty XML [8].0OBaj dopmar omoryhaa 3ammc
MPOM3BOJFHOITIAKETA MOAAaTaka y NpomMpUBOM ¢opmary, 0e30eqHO 3a MpPEeXHH NPEHOC H
omoryhaBa koguupacnopen Unicode.3Byunu 3ammc, y nuiby 0e30enHor mpeHoca y okBupy XML
JNOKyMeHTa,0uhe koaupaH momohy anroputmMa Base64, uymme he 1eo mnaker wumatu
TekcryanHupopmatn mohu he ce orBoputu y3 momoh jemHocraBHOr eauTopa Tekcra.llomTo je
XMLunTynTHBaH, kopucHuk he mohu omabpaTtu u na pyuHo ypelyje TOKyMEHT WIH Ja eIUTOPOM

reHepUILIEIpOLEC.
4.2. In3aju

VY ¢a3u auzajHa ce JOHOCE OUTyKe KOje Oajy medyar Ha yKylaH yclex Hpeay3eror coTBepCKor

MpOjeKTa.

3a pa3Boj 0BOI' cOPTBEPCKOI MakeTa ofadpaH je nporpamcku jesuk C++.Y pa3Bojy je kopuihena
jenHa oIl HajuO3HATHjUX MyNTUIUIATGOpMCcKuX OmbOmmoTeka 3a pasBoj Qt (umra ce ,,KjyT™, ,,KjyTu,
WM jeTHOCTaBHO: ,,Ky-Te™), cmobomHa 3a kopumhemwe (nunenma JIIITJT [9]), noctynHa 3a C++ u

TaKBa Ja MOAP>KaBa JIaK Pa3Boj rpa)nIKOrKOPUCHUYKOT HHTepdejca.

bubmmotexy Qt je pasBuna HopBemka kommanuja ,, Trolltech®, a BmacHHIITBO HAAKHOM U JaJbH
pa3Boj 2008.ronuHeje npey3ena komnaHuja ,,Nokia®“, kymoBuHoMm kommnanuje,, Trolltech®. Uutap 3
BHCOKO-KOMEpIMjaJHUX Iporpama pasBUjeH jexkopucrtehn oBy Oubnmoreky, momyT: ,,Autodesk
Maya“, ,,Adobe Photoshop Elements*,,,Skype®, ,,VLC media player u ,,Mathematica®. IIporpam
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nucaH KopumhemeM 0BOrco()TBEPCKOT MaKeTa MOXKE Ce KOMIAjIUpaTH U U3BPLIMTH HA Pa3IdnIUTUM
olnepaTUBHUMCHCTEMIMa: mocToju moapmka 3a Windows, Linux, Mac OS, xao u 3a pa3muuute

MobuiHe rtatgopme [10].

[Iporpamupame y Oubmuorenu Qt je BoheHo norahajuma.To 3HauM ma TPOrpaMepKOPHCTH
je3ndka mpomupema oubnnoreke na aedpuHuine aorahaje Koje 00jeKTH MOTyOAalIHibaTH (CUTHAIE)
u¢ynkuyje koje he pearoat Ha Te gorahaje (ciorose).

VY ocuoBu Qt-a 1 mocToju HU3 yrpaljeHux rpadUuKrxagaTa Koju moMaxy pas3Bojy:

e  Qt Designer; nporpam xoju omoryhasa ,,ipTame" rpadMuKux KOHTPOJIA H TPO30pa
e Qt Linguist; nporpam xoju omoryhasa iokanu3anujy rpa¢puakor nHrepgdejca
e Qt Creator; WHTErpuIlIe MNPETXOAHE ajaTKe, y3 TEKCTyaJlHH EAUTOpP W HHTErPHCaHO

KOMIIajIUPambe U OPraHu30Bambe MPOjeKTa

B

e Ean Detisg Tools  Window _jseip
m | wetting stanes | (EENEETID | Demos and Examples |
Wealrime

duk Open Project %2 Create Project Foecback Latest News

Recently Used Session" e Penject S
Choose & template:

Projects. =

% Quick Proect £ Mobde Qf Apphcation

O Widgst Projuct

Other Project

Waolcome to Qt Creator
2.3

) detault (last session)

Project feoem Vorsion Controd

Creates a Ot apgl & deskop.
ncludes a Ot Designer baved main window.

Pre
app

skiop Gt for busding e
il

N Qe || @ Concel

O T Emm

Canka 5.Qt Creator; npukasaH je Aujajior 3a NpaBJbele HOBOT IIPOjeKTa

4.3. UmMnjieMeHTaNAja

VYxyIHa Beln4rHa U3BOPHOT Koja Mpojekra je 588 kunobajra, ox dera oko 350kunobajra ornana
Ha au3ajHep,a oko 240 kuobajTa Ha Mperienay, Ipu YeMy je pelJaTHBHO BEIUKUCO KOAA 3ajeAHUYKH
3a 00a mporpama. MepeHo y ctpanunama A4 dopmaTa, OBO U3HOCH OKO355 cTpaHMIIa TEKCTa; 300T

TOTa ce y OBOM pajy He MpHKa3yje W3BOpHH KOJI.

KibyuHe KoMIIOHEHTE pa3BUjEeHOT CHCTEMACY:

e Menanep creHe, kaca u3BeneHa u3 kiace QGraphicsScene; pykyje cueHom kojyoOyxBaTa u
cBuM mnpunagajyhum oOjektuma. OH BpIIM BaluAandjy JAoJaTHxobjekara, Mperpary,
obpazoBambe XML nokymeHnta Ha OocHOBY Tekyhier crama CIeHE HPENpPOAYyKYyje CTame CIeHE
Ha ocHoBY aator XML nokymeHTa.

e Kiace 3a rpaguuke o0jekre, Koje 00yxBarTajy: yrao, Kpyr, €JIHIcy, Ay, TauKy, MHOTOYTao,

MPaBOYTaOHUK, TEKCT U Tpoyrao. OHe Cy u3BeneHe U3 Oa3He Kiace ,,rpaduuknoljexaT’, Koja
jecama m3Benena u3 kiace QGraphicsObject.
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PykoBaoun TpaHnchopmanmje ofjekaTta (mpu Tpouecy poTaudje, TpaHchopmanuje
uTpaHcnanuje) takohe cy rpapuuku objektu. ['paduuxy 00jeKTH Ha KOje ce OJHOCE OBH
PYKOBAOLM MpaTe BUXOBO KpeTarhe U pearyjyoaroapajyhoM TpaHcopMaiujom.

Annmanyje cy takohe MMIUIEMeHTHpaHe Kao rpaduuku objekth. Hamme, cBakaaHumanuja
caapku, mopen caMme pedepeHiie Ha o0jekaT KOju ce Mema, W apyrenparehe aexoparyje,
MOYEB O]l CIIOMEHYTUX pyKoBajala. AHMMAalMja 3a LPTalkbe jEeBIACHUK IAaTOr Tpaduyukor
o0jekTa, a Apyre aHuMmanuje caapke pedepeHuy Ha Taj rpaduukd objekaT y LUIbY
ynyhuBama HHCTPYKIIHMja 3a TpaHcopMmalujy.

['maBHM mpo30p je LEeHTpaJHH SHTUTET aluIMKalfje, KOju cliaja CBE HaBeJCHE WHEHaBEACHE
eNIEMEHTE IM3ajHa: Y HErOBOM CPEOHUIUTY je rpaduukd Mperfien y 4ujojno3aguHH palu
MeHallep CIeHe; KJIMK MHILIEM Ha anaTKy 3a LIPTame Y3POKyje a CeHa CIeHy J1oJa aHuMaluja
LpTamka OHOI 00jeKTa Ha KOje ce OIHOCH AOTHYHO OYI'ME;UCTOpHja aHMMAalfja ImocMaTpa
CTame CIICHE W oJjpakaBa ra rpauuky; rIaBHUIPO30p BOAM padyHa O 3BYyLUMa yOaueHUM y
TeKyhH IOKYMEHT M 3axTeBa OJMEHalepa CLeHe Ja 00aBM HMHTEPaKLHjy ca caapikajeM
JaTOTEKE KOjy KOPUCHUK H3aldepey IUJby YyBama, 0TBapamba WM PENPOLyKIIH]e.

[locToje nBa momaTHa MpoO30pa ca CONCTBEHOM JIOTHKOM: MPO30p 3a CHUMAame 3BYKa,KOjH
KOPHUCTH MOZYJI 32 pajl ca YJIa3HUM H U3J1a3HUM aynuo ypehajuma, Te mpo3op 3a MoJelaBambe
KOPUCHUYKHX ONIMja, KOjU YyBajy 3ajaTa IOACLIaBama Yy WHULHUjaTH3alHOHYIATOTEKY,

perucrap nin TpehI/I CHTUTCT 3aBUCaH O KOHBCHLII/Ije OIICPATUBHOI' CUCTEMA.

Ha cinumum 6.je npukasan UML aujarpam ocHoBHEX Kiaca [11] koje cy kopuitheHe y mporpamy.

QGraphicsScene
- 1

— 1
Y
SceneM QGraphicsObject
- Animations : Animation[] -
+ Getlnstance]) : SceneManager® { W
+ AddAnimation() : bool // \\\
I e NS
-Animations | 0..* L \ .
Animation 0.1 GraphicsObject
# Duration : int - # Name : QString ! TransformationSelector
e | e — e .
# Object : GraohicsObject* = NULL fgﬂlgnﬁgg?ﬁernuﬂ |+ TransformationSelector(inout parent : Graph
Lﬁ‘ + showRotationSelectors()
Drawing Transiation + showTransformationSelectors()
# Object5Ering : Q5tring # Vector : QPointF V'\
+ Drawing(type : GraphicsObject::Type) + Tanslation{Objectld : string) ‘ \\
.
Transformation
# ObJectstring : Q5tring Point ][ Polygon _|[ Line Trlangle
+ Transformation{ObJectld : string) # Point : QPointF H# Points : QPointF(] ! # A QPointF | [# A : QPaintF

# B : QPointF | [# B : QPointF
# C : QPointF

Canka 6.UML nujarpaM OCHOBHMX KOMITOHEHTH CHCTEMa

4.4. Iposepa

VY npojekTy Kpeupama copTBEPCKOT MPOU3BOAA MPOBEPa 3ay3UMa CKOPO HCTH BPEMEHCKUIIEPHUO.

U yIOXKEHU TPyH Kao M caM pa3Boj.Y ciydajy oBor codTBepa, CIpOBENEHa je NerajbHa IpoBepa

3aJI0BOJbCHa TMPBOOMTHO TMOCTABJHEHUX IHJbEBA, YKIOHEHE Cy OpojHe rpemike(0aroBu) xoje cy ce

HOjaBI/I.TIC Y TOKY I/IMHJ'ICMCHTaI_II/IjC, TaKO HOa Cy IMpCoCTaJI€ HCKC CYNTHUIHCIPCIIKE ‘-II/Ije he

UCTpaBJbakbe OUTH Pa3sMOTpPeHO Yy KacHHMjuM (azama.3a morpebe oBor pama wiryctpoBahe ce

KOPHCHOCT IPOjeKTa Ha jeIHOM PEaTHOM IIPUMEDY.

Mpumep. Onucaty KOHCTPYKLH]Y KPYKHHUIE OITMCAHE OKO TPOYTJIa.
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Pememe: [Iporec hemo onucatu Kopak mo Kopak:

1

A W DN

. OTBapamo rJ1aBHHU MPO30p IU3ajHEpa U OupaMo ajiart ,,Tpoyrao
. Kimnkaemo no jenHom Ha Tpu paznMuuTa MOJN0XKaja HA eKpaHy Aa oucmo nodunutpoyrao ABC
. Kimnknemo ,,rotoBo* 1a 6McM0O 03HAYMIIM Ja CMO 33J0BOJBHH JATUM TPOYTIIOM

. bupamo anar ,,myk™ u praMo 1Mo JBa Jyka MCTOr NMPEYHUKA ca eHTpuMa y A u B, takona ce

npecenajy (HaKOH LpTama CBAKOT JIyKa, KIMKHEMO Ha IyrMe ,,TOTOBO")

. bupamo anar ,,kpyr*

0 N N W

Tpoyria
9. CHUMaMoO TaTOTEKy

Jlobujeny naToTeKy MOXeMO IyCTUTH Kako IIOMONy Iu3ajHepa, Tako U y3 MoMoh mperienaya.

PesynTat koHCTpyKUHMje y InM3ajHEpy NpUKa3aH je Ha CIULu7.

. bupamo anar ,,tyx“ u npramo ny>x MN Koja cnaja mpeceke JIyKoBa U3 Kopaka 5.

. ITonaBspamo xopak 4 3a Tauke B u C u kopak 5 na 6ucmo noommm ayx OP

. Llpramo kpyxHHUIy ca LeHTpoM Ha mpeceky nyxku MN u OP, koja mpomnasu Kpo3 TemeHa

A e
faToTeka | Mperaeg Y6auwm Momok

Newwp u wectap: fhome/darko/crtezi/Krug opisan oko trougla. hwp

1]
Slfe]
P&l
i =

-129,143

[

|.I< [»

TpaHchopmuwem Circle
KpyxHuua: (46, -180), ...

1 [E [EIf o«

TpaHchopmuwem Line
Oyxc: A(46, 287), B(46,..,

1B [SIf o«

TpaHcdopmywem Linel
Dyx: A(477, 329), B(47...

L [slr IS ox

LpTam Circle
KpyskHuua: (46, -180), ...

L [sllr S ox

TpaHcdopmywem Angles
yrao: (314, -52), D: 3...

L_[sls ISl o«

Canka 7.KpyxKHHIa onmcana OKo TpOyrJia, KOHCTpyHCaHa M NIPUKa3aHa y TU3ajHepy

5. 3ak/pyuak

VY pagy ce mpemmaxy Mepe 3a WH(GOPMATHUKYNOAPIIKYIIKOJCTBY, Y KOHTEKCTY HAacCTaBe

MaTteMaTHKe (reoMerpuje y ocHOBHOj mmikonu).IIpBo cy mpoydyeHH HacTaBHH LUJBEBH, a 3aTHM je

OMMCaHO OCMUILbaBaWke, AW3ajHUpame M HMIUIEMEHTauuja codTBepckor mpousBona ,Jlemup u

mecrap 3a MOJAPIIKY JOAATHO] U JOMyHCKO] HACTaBH. Y TOKYINAjy Jia C€ WIYCTPYje pa3Boj OBOT

MpojeKTa, yjemHO cy MpHKa3aHH HEKH Off OCHOBHHMX Kopaka Koje Tpeba mpemy3eTm Aa Ou ce

OpraHnM3oBao U OCTBApHO Ma KOjI/I CO(bTBepCKI/I HpOjCKaT, IMMOYCB OJ aHAJIM3C 3aXTCBA, IMPCEKO H360pa

TEXHOJIOTHja W pa3Boja apXWUTEKType, IO KOHKPETHHX KOpaka HMIUIEMEHTAlUje Yy pPa3BOjHOM

OKpY)KEHY Y U3BOPHOM KOIY.



OmnwmcaHucy pa3Boj U KapaKTEPUCTHKE KOMILIETHOT POrpaMa, KOju MOXKE IIPEICTaBJbaTH OCHOBY
3a Jajbll pas3Boj, y LMJbY yHampehema HacTaBe MaTeMaTHKE KpPO3 CaMOCTaJHM BaHHACTABHU paj
yuenuka./lajpyu pa3Boj Om mMorao OMTH ycMmepeH Ha 0OJby MOIPIIKY 32 3BYK (HIIP. YBO3 TOTOBHX
JAaTOTEKa), OJlaKIIaH KOPUCHUYKM MHTepdejc, BHUILE MpeUYnlla Ha TacTaTypH, namheme mapamerapa
MOCNEeAle HapTaHOr 00jeKkTa Ja Ou ce ymoTpeOwinM y HapeAIHOM, IMOHOBHO M3BPILCHE IOCIEAHEr

KOpakKa UTA.

VY OBOM mpojekTy je n3abpaHa OCHOBHO-IIKOJICKA IUIAHUMETpHUja y Kojoj je Behu neo rpaausa
yCMEpeH Ha Y4Yemhe pa3IMYUTUX IOCTyNaka KOHCTPYKLHMje WM HauyMHA W3padyHaBama oApeheHux
BPEOHOCTH, Te Cy MOon00HU 3a npuKka3 y Gpopmu anumanuje.pyre obnactu MaTeMaTHKE 3axTeBajie Ou
3acebaH copTBep, a CBaKako jAa moce0aH M3a30B MPEACTaBJba pa3Boj MpojeKaTta 3a MOAPIIKY APYTHM

IIKOJICKUM IMpeaAMETHMA.

Hocuomu pa3Boja mpojekara Be3aHUX 3a LIKOJICKO I'PaJMBO Y WACAIHOM Ciy4yajy Ounu Ou camu
HACTaBHHUIIM, KOjU Cy AeTasbHO ynyhenu y IlnmaH m mporpam, MMajy MCKYCTBO y paly ca ACLOM H
€BHJICHTHO Cy OMNpeAebeHU 32 HACTABHU Paj, IITO Tpeda Aa 3Ha4u Ja cy oOoraheHn eHTy3uja3MoM 3a
COIICTBEHH Pa3BOj M pa3Boj HacTaBe. MIcTOBpeMeHO, pajl HACTAaBHUKA Y OBOM JJOMEHY HUje NpeaBul)eH
[InanomM u mporpamMom 1 OMJI0 OM HEOITXOIHO KOPHCTUTH CI000IHO BpEMeE 3a Pa3Boj, a (PMHAHCH]CKH
craryc HacraBHuka y CpOuju naHac HMje 3a/10BOJbaBajyhu. 3aTo je HEONXOAHO Ja Ce 3Hadaj THX
mpojekata TIperno3Ha, Kako y MuHucrapctBy mnpocBere PenyOmuke CpOuje, Tako M y LIMPUM

KpPYrOBHMa HalIller APYIITBA, T€ 1a CE MPYXKH OAroBapajyhn moacTpek lbUXOBOM pasBojy.
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ROM6I/IHaTOpI/IKa KBa3sMTOPYCHMNX MHOI'OCTPYKOCTH

Bopbe Bapamuh

Mamemamuwru unemumym CAHY
e-mail: djbaralic @mi.sanu.ac.rs

Amncrpakr. KBaszuropycne MHOTOCTPYKOCTH IPEICTAB/bA]y TOIOJOIIKY MEHEPAIU3AIN]y jeHOr O LEHTPAJHUX 00-
jerxara anrebapcke reoMerpuje - TopycHux Bapujerera. OBe MHOTOCTPYKOCTH IOCEAY]y OCOOMHY Ia UM je IpOocTop opbura
IejcTBa TOpyca NPOCT HOJUTON. Baskan neo mEGopManyja 0 TOMOJIOMKIM MHBAPUjaHTAMA OBAX MHOIOCTPYKOCTH, Ka0 IITO
Cy KOXOMOJIOIIKY MIPCTEH U KAPAKTEPUCTUUHE KIace, T00ujaMo 13 KOMOMHATOPHUKE IOJUTOMA, IITO UX YUHU NHTEPECAHTHIM
3a IpOydYaBame.

KipyuHe peum: KBa3UTOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH; TOPYC; IPOCTH HOJUTONN; KOMOMHATOPUKA; KOXOMOJIOTH]a.

1. YBono

Keaszumopycrne mHoO20ocmpyKocmuy UIN K8AZUMOPYCHYU Bapujememu IPenCTaBbajy TOIOJIOIIKY
reHepaJin3anujy TOPYCHUX Bapujerera. l'eHepasno roBopelin TO Cy MHOTOCTPYKOCTH HA KOjUMA,
nejcrByje Topyc. Hbuxos mojam je npsu yBener y pany Davis-au Januszkiewicz-a [2]. Beza uameby
TOPYCHUX Bapujerera y ajaredapCKOj reOMeTPUjU U KBA3UTOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTHU je BeoMa
6aucka. Y momorpaduju Dyxmrabepa u Ilamosa [l] marta je sena ekcmo3umuja O OBUM MHO-
rocrpykoctuma. IIparehu BuUX0B mpuCTyI U3I0KNNEMO HUXOBE OCHOBHE OCOOMHE M PEe3yaTare O
KBA3UTOPYCHUM MHOTOCTPYKOCTHMA.

OcuoBHa Be3a u3MeDy KBa3UTOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTU ¥ KOMOWHATOPUKE JEKU Y KOMOUHA-
TOPHUM OocoOumHaMa npocTtux mosaurona. lIpernenan yBox y Teopujy moamrona ce Moske Hahum y
MoHOorpaduju [4].

Hexka je P mpocTt n muMeH3uoHaJsHU nosjuron u Fy, ..., Fy, werose mmocuu. Heka je k ¢uk-
CUPAHU KOMYTATHBHU IPCTeH ca jequuaunoM. Heka je klvi,...,v,] nonuaomujanaa anre6pa Han k
ca m rereparopa ca rpaxyamujom deg(v;) = 2.

Iepunurmnuja 1. Stanley-Reisner-oB npcrer npocror nonurona P je KOJIUYHUYKA IPCTEH
kE(P) = k[v1,...,vm]/Zp,

rae je Ip mneas reHepucaH 0e3KBaIPaTHIM MOHOMUMA Uy, Vj, . . . U;, TAKBUM Ha je Fy, NE;,N---NF;, =
Dy P,ig < <.

IIpumep 1. Hexa je P2 m-moyeao, m > 4. Tada je
k(Pz) = kv1,...,n]/(viv;] i — j| # 0,1 mod m).
IIpumep 2. Hexa je P = 1" xy6. Tada je
E(I™) = klv1, ..., v2,]/(Vivign| i =1,...,n).

[Ipumepy KBA3UTOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTU CY KOMILJIEKCHM npojekruBHu npocropu CP™, kao
U TPOM3BOAY KOMILIEKCHMX IPOjeKTUBHMX IpocTopa. S? x S? je TarkoDe KBasuTOpycHa MHO-
TOCTPYKOCT.

OBe MHOTOCTPYKOCTU Cy UHTEPECAHTHE, jep Cy y OJMCKOj Be3u ca MHOTUM KOHCTDYKIMjaMa y
KOMOWHATOPUI U €KBUBAPU]ATHO] TOMOJIOTUjU, KA0O ITO cy K-cremneHu.

OBo ucrpaskusBame je nmoap:kano on Ilpojexra 174020 MunucrapcrBa Hayke, 00pa3oBama U TEXHOJOIIKOT Pa3Boja
Peny6uuke Cpbuje.
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2. KBasuropycHe MHOrOCTPYKOCTH U KAPAKTEPUCTUYHO IPECINKABALE

Heka je M?" 2n-muMeH3MOHAJHA MHOTOCTPYKOCT Ha KOjoj mejctByje Topyc T - Tn-
MHO2OCMPYKOC.

Ieoununuja 2. Cragnapaaa kapra Ha M2?" je ypebena Tpojra (U, f,9) rme je U T"-crabuman
oTBOpenu TmoAckyT ox M2, 1) merku ayTomopouszam Topyca T™, u f je 1)-eKBUBAPUjaHTHNA XOMEO-
Mopduzam f: U — W y uekn (T"-crabunan) orsopenu nonckyn W C C™ 1j. f(t-y) = ¢¥(t)f(y) 3a
cBako t € T" u y € U. Kaxemo ma je nejcrso T™ ma M?" nokamaro crammapaHo ako M2" mocemyje
CTaHIAPIHM ATIac, Tj. CBaka Taka ox M2" jem y cTaBmapmHOj KapTw.

IIpocTop opbuTa JNOKAJTHO CTAaHZAPIHOT mejcTBa 1" Ha M2 je n-IMMEH3MOHAJHA MHO-
TOCTPYKOCT Ca YIJIOBMMAa U KBA3UTOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH OATrOBapajy CIydajy Kada je IPOCTOpP
opbura nudeomopdaH, KA0 MHOIOCTPYKOCT ca NOIMKOBMMa, IPOCTOM noJjutory P™.

Heoununuja 3. Heka je nar npoct nomuron P". T"-MHEOrOCTpYKOCT M>2" Ce HAa31MBa KBA3UTOPYCHA
MHOTOCTPYKOCT Hax P" yROJIWKO cy 3amoBojbeHn ciaemehu ycmosu:

1. mejctBo T je JMOKAJHO CTAHIAPIHO;

2. moctoju mpojekmmja 7 : M?" — P™ koja je xoHcTanTHa Ha T"-0opOUTaMa KOja MpPECIUKABA
CBaKy k-IMMEH3MOHAJHY OPOUTY y TAUKy y YHYTPAIIHOCTU CTPaHE KOIuMeHsuje k mosmromna P™
3a cBako k=0, ..., n.

M2 0 : )

Cmuka 1. OpOuUTHO mpecauKaBame T KBA3UTOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH M2"

HejcrBo T" Ha KBA3UTOPYCHOj MHOTOCTpPYKOCTH M2" je cao6OmHO HAX YHYTDPAIIHOCTH
KOJMYHUYKOT mojmTona P", a TeMena momurona P" omrosapajy T"-¢ukcEmM Taukama om M2".
Heka cy Fi, ..., Fy, mmwocau on P". 3a caky mmocan F;, ckyn 7! (intF};) ce cacroju om opbura
KoauMeH3uje 1 ca ucToM 1-IrMeH3MOHAJHOM IOArPYIIOM M30TpOoNuje, kojy obenexkasamo ca T'(F;),
(unetu Coury 1). 7 1(intF;) je 2(n — 1)-mMen3MOHATHA KBA3UTOPYCHA TIOAMHOTOCTPYKOCT HAJ
F;, y ommocy Ha mejctso T" /T (F;) n o3nauasahiemo je ca Miz(nfl) U HA3UBATHU NOOMHOZOCTPYKOCTT
nwocku Koja omrosapa F;. Hbena moarpyna uzorpomnuje T(F;) ce MOKe HAIIMCATU KAO

T(F;) = {(M,...,20) e T"| 2| = 1} .
Berrop A; = (A, - .,)\m)t € Z" je ompeben caMo M0 HA 3HAK U HA3UBA CE 8EKMOP NHOCHU KOjU

omrosapa F;. Kopecnonmnenmnuja
l:F;— T(F;) )

ce Ha3WBa KAPAKMEPUCTIUNO Npecaurasame om M>".
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Heka je G" % crpama kommmensuje k mobujema kao mpecek k mmocam G F = F, N---N
F;.. Taga ce nmommuorocrpykoctu M;,, ..., M;, Ceky TpPaHCBEP3aJHO y IOAMHOI'OCTPYKOCTU
M(G)Z(”_k), KOjy Ha3uBaMO NoOMHOZOCMpyKocm cmpane Koja omrosapa crpauu G. Ilpecsuxka-
Bawe T(F;,) x -+« x T(F;,) = T™ je un jexkrusHo nomro je T(F; ) x -+ x T(F;,) k-nuMen3unoHaIHa

TOArpyIia U30TPOIHUje O M(G)2("_k). Ilakrse, BEKTOPH A, ..., A, PopMupajy meo Oa3e pemeTke
7.

Hera je A memobpojua n X m MaTpuna yujy i-Ty KOJOHY (HOpPMUpAjy KOOPIUHATE BEKTOPA
mnocHu A;, ¢ = 1, ..., m. Cako teme v € P moaurona P mobuja ce Kao Ipecek n IJLOCHU
v=1F, N---NF,, a K&kO BEKTOPUA A;,, ..., A;, IPEICTaBBajy 06a3y IeJ0OOpPOjHE pEmeTKe, TO
nmommaTpuna A,y := Ag,, . i) o0& A Kojy popmMmpajy KOJOHE iy, ..., i, UMa OCOOUHY

|det A(,| = 1. )

Matpuy A HazMBaMO KaPAKMEPUCTNUYHOM MAMPUYOM KBAZUTOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH. Stanley-
Reisner-oB npcren u kapakrepucTudHa MaTpuna A HOce qocTa MHGOPMAIHMja O TONOJIOTUU KBa3-
UTOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH.

Kopecnonnenmnuja

G" ¥ s moarpyma msorpomaje ox M(G)* ")

OpOAY:Kyje KapaKTePUCTUUHO NpeciaukaBame (1) mo mpeciaukaBama u3 mocera cTpada on Py
nocer nonropyca omx 1™.

KombunaropHa ciamka KBa3UTOPyCHe MHOrocrpykoctu Cramka 2, ce MO/Ke MBATATU KaO MPOCT
[IOJINTOIl YMjOj je CBAKO] MJPOCHU IPUIAPYKEH BEKTOp oarosapajyhnenobpojue pemerke. [IpaBum
BEKTOpa OMMCYyjy oaroBapajyhe mejcTBO TOpyca M reOMEeTPHjy OBUX MHOTOCTPYKOCTH. Kao mrto
hemo BuneTu u3 oBe ciuKe ce n00Ujajy CBe 3HAUAjHE NHBAPUjAHTE KBA3UTOPYCHE MHOIOCTPYKOCTH.
Y cayajy kana je P pamunanan mosuroun A; L Fj, 3a cBako ¢ = 1,...,m mHOrocrpykoct M je

Cimka 2. KpasuTopycHa MHOTOCTPYKOCT HaJI IMOJUTOIOM

topycuu Bapujerer (Bumu Cuuky 3).

Hepunurmnuja 4. Heka je P" KoMOMHATOPHM IPOCT HOJUTON U [ mpecaukaBame MLocHu on P
y l-mumensuonanue moarpyme on T". Tama ypebenu map (P",l) HazsuBamMo KapaKTePUCTUYHUM
napom ako je [(Fj) x -+ x [(F;, ) — T" unjexkrusHo kagrox je F; N---NE;, # 0.

[IpeciukaBame | ce IMPEKTHO MPOAY:KaBa OO IpECIMKaBama U3 mocera crpaHa P" y mocer
noaropyca ox T™, tako ma mmamo moxrpymy [(G) C T™ 3a cBaky crpamy G nosuroma P™. Y
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° xll L

Cmukxa 3. Topycuu Bapujerer

cayuajy crammapmaor nmejcrsa 1™ ma C", Tama mocrtoju mpojexmmja T x P" — M?" uuje cy
¢ubpe Hax x € M?" noarpyne mzorponuja uHan r. OBaj apryMeHT ce KOPUCTHU 33 PEKOHCTPYHUCAHe
KBa3UTOPYCHE MHOTOCTPYKOCTHU M3 IATOr KapakrepuctudHor mapa (P",1).

3a marty Taury ¢ € P", o3Hauumo ca ((¢) MUHUMAJHY CTPaHy KOja CALDPKU ¢ Y CBOjoj peia-
TUBHO] yHyTpammocTu. Heduanmmmo penamujy ~ Ha T" X P™ ma cnemehu mauns (t1,p) ~ (t2,q)
aKo m camo axo je p = q u tity ' € I(G(q)). HNedunumuno

M (1) := (T" x P")/ ~ .

Crnoboauo mejctBo Topyca T™ ma T™ x P™ ce ouuraenuo cuymra no nejcrsa (T™ x P™)/ ~, ca
roamuHuroM P™. OBo nejcTBO je c1o604HO Han yHyTpammomny noiurona P" u merose QukcHe
tauke cy teMmena on P", (sumeru Cauky 1). Kao mro je P nokpusBeH OTBOpEHUM CKymoBuMa U,,
cMemTeHuM y TeMeHuMa u audeomopduum ca R, tako je u mpocrop (T™ X P™)/ ~ upexpuBex
orBoperuM ckynoBuma, (T x U, )/ ~ xomeomoppumm ca (I xR’} )/ ~, 1j. ca C". OgBane cremu na
je mejerBo T™ ma (T™ x P™)/ ~ nokanHO cTapmapaHo, u npema tome (T x P™)/ ~ je KBa3UTOPYCHA
MHOT'OCTPYKOCT.

Onucana KOHCTPYKIMja KBA3UTOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH Ce€ MOKE MCKA3aTH U Yy TePMUHIMA
nepuHULNTje KoJrMeca IPOCTopa. Y OurMo MOCeT cTpaHa noaurona P u 3a cBaky k-cTpany mousn-
tona G = F;, N---F,;, younmo mpoctop TF* x G mpu wemy T* msaramo rao T"/(I(F;,) x --- x
I(F;, ,..))- 3a crpare G C E mepunucahemo npeciurasame dpg : T' x E — T% x G na cnenehn
maunn dpg(t,r) = (I(t),z) rae je I(t) € TY/T'"F, 1j. | je mpecimkasame uameby mocera moaropyca
T™ Koje HACTAje M3 KapAKTePUCTUUHOr npeciaukasama (1). Tana je

M?" = colimpT* x G.

2n 2n , 2
ITpomssox mBe kBasuTopycHe MHOrocrpykoctu M;"' m M;™? man nommronmma P u Py? je

KBA3UTOPYCHA MHOTOCTPYKOCT HAJX moauronoMm Pi'' x Pj'?

3. KoxomoJsoruja KBa3uTOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH

Koxomosmorujy KBaszuTopyCHUX MHOTOCTPYKOCTH omucaJsu cy Davis u  Januszkiewicz y [2].
Onu cy roucrpyucamu CW crpykrypy ca hemmjamMa MCRBYYMBO TapHE JUMEH3Wje HA KBa3W-
TOPYCHO] MHOTOCTPYKOCTH.

Hera cy Fi, ..., F, mmocau npocror nomurona P" u meka je Zlvi,...,v,| monuaOMUjaIHA
anrebpa HanI Z ca m reHepaTopa vi, ..., Uy, IO jeNHUM 3a CBaKy IJbocaH. Stanley-Reisner-os npcren
npocror nosurona P" je npema nedpurunuju 1 je kommannuku nupceren Z(P™) = Zlvy, . .., vm]/Zp ToE

je Ip unean resepucan cBuM GECKBAIPATHUM MOHOMUMA U;, Uj, - - - U;, TakBUM ma je F;, N---NF; =0
y P,ip < <.
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Heka je kBasuTOpycHa MHOrOCTpykocT M?" 3amara KapaKTePUCTUYHAM IPECIUKABAmEM [ :

F; — T(F;) n BekropuMa mibocHU Aj = (A4, ..., Apg)! € 2%, i =1, ..., m. Ilepurunmmo JuHEaApHE
hopme

01' = )\i1U1+"'+)\imUmGZ[’Uh...,’Um], 1<z<n (3)

Crnuke oBux numHeapHux ¢opmu y Stanley-Reisner-osom npcreny Z(P™) osmauasalieMo Ha wmcTu
mauvH. Heka je Z; unean y Z(P™) renepucas ca 6y, ..., 0,.

Teopewma 1 ( Davis-Januszkiewicz). Kozomonowsu npecmen 00 M?" je onucam ca
H*(M*";7) = Z[vy, ..., vm]/(Zp + 1) = Z(P™) /T,
2(n—1)

20e cy V; 2-0UMEHIUOHAANE KOTOMOAOUIKE KAACE OYAAKE NOOMHOZOCMPYKOCTUMG NpOoCcHY M
1=1,..., m.

4. KapakrepucTuusHe Kjace KBa3UTOPYCHUX MHOTrOCTPYKOCTU

Davis u Januszkiewicz cy y pany y [2] u3pauynaau n KapakKTEPUCTUYIHE KIACE KBA3UTODPYC-
HIX MHOTOCTPYKOCTH. Y HBUXOBOM pany nobujena je gopmyra [2, Teopema 4.14, Hocaenuna 6.8]
13 Koje ce nobujajy MHOre TOIOJIONIKE MHBAPUjaHTE MHOTOCTPYKOCTH, n3MeDhy ocrasor u kapak-
TEPUCTUYHE KJace.

Heka je P mpoct mojuTon AuMeH3Wje 1 ca M IBOCHU U M KBa3UTOPYCHA MHOTOCTPYKOCT
mavensuje 2n Han P. Heka je v; (degv; = 2,5 = 1,...,m) IloeHrapeoB myaJ WHBapHjaHTHEe
noaMHOrocTpykoctu M; xomuMersuje 2y M?" ka0 1 y IPETXOIHOM HOrIaBLy. EKBUBApU]aHTHI
koxoMmouowky upcred Hi, (M;Z) = H*(ET Xp» M) on M uma cnenehy cTpyKTypy IpCTEHA:

Hiw(M;Z) ~ Z]ve, . .. ,vm] /I,
rne je I Stanley-Reisner-oB mmean (mmeas crpasa) momurona Py TOIMHOMUJATHOM HPCTEHY
Zv1, ... Um).

Hexa je m: ET xp M — BT npupomua npojeknuja. VIlaayxkoBanm xoMoMopduzam

7 H(BT) = Z[t1, ... ,tn] = H*(ET xpn M) = Hj (M;Z)

ce ommcyje n X m mMarpunoM A = (A1,...,Ay), roe A; € Z" ( j = 1,...,m ) omrosapajy reH-
eparopuMa JlneBe anare6Gpe M30TPOICKE HOArPYNE KAPAKTEPUCTUYHE IIOAMHOrOCTpykocTH M.
Ilpyrum peunma, A je rapakrepuctmuna marpuma on M. Heka je Aj = (Aij,..., A\ )" € Z".

Tanma nMmamo
m
() =Y Aijv
j=1

Koju renepumy uneasn J y Zvy,...,vy] ca 7%(¢;) 3a cee i = 1,...,n. OBme onucann HAYUH 3a0a-
Bama KAPAKTEePUCTUYHE MATPUIE je eKBUBAJIEHTAH Ca OMMCOM Koju cMo mpeactasuau y Cexnuju
2. I[Ipema Teopemu 1 je:

H*(M) ~Z[v1,...,om]/(T+ T).

Cuneneha teopema umju ce moka3 moxke Hahwu y [2] onucyje Stiefel-Whitney-eBe rmace kBas3wm-
TOpyCHE MHOrOCTpykocTu M.

Teopema 2 (Davis-Januszkiewicz dopmyna). Stiefel-Whitney-eee xapaxmepucmuywre xaace cy onucame

popmynom:
m

wM) =2 TJ(1 + i),

i=1
20e je 1 unkaysuja v : M — ET xp M u v* je undyxosanu zomomopduzam y xoxomorozuju ca Lo
Koeduyujenmuma.
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Teopewma 3 (Davis-Januszkiewicz gpopmyita). Chern-oge xapaxmepucmusrne xaace cy onucane Gopmy-
AOM:

w(M) =12 H(l +v;),

20e je 1 unkaysuja v : M — ET xp M u 1" je undyxosanu omomopPuzam y Korxomoro2uju ca Lo
KoePuyujeRmumMa.

5. 3akmyuak

Y oBoM caommTeny je IPUKA3aHO KAKO Ce KOMOWHATODHUM MeToAaMa MOry IpOydaBaTh
KBa3UTOPYCHE MHOT'OCTPYKOCTH. Kako ce pamm o LeHTpaJHOM OO0jekTy mnpoydaBama TOPYCHE
TomoJIoTHje, ajarebapcke reoMeTpuje, ajdd U AUHAMUYKUX CUCTEMA, ILUXOBO pasyMeBaibe je on
BeJUKE BaKHOCTU. [lanmm cMO m mperisien Haj3HAUAJHUjUX TEOPEeMa M3 KOJUX Ce MOTY M3PAUYyHATU
BayKHE TOIOJIOIIKE MHBAPUjAHTE.
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Ancrpakr. Muoru npobiemMy y CBAKOIHEBHOM KUBOTY C€ MOTY HPEACTABUTU KAO MPODJEMU ONTUMU3ALUjE O KO-
jux Besmkn Gpoj mpumana kmacu NP-temkxux mpobiema, riae MeTaxeypucTHURe METOIE MPEACTABIbA]Y MPUPOIAH U360p
nperpare BUXOBOI IPOCTOPa pemema. MeraxeypucTudke MeTone ¢y MoNaH amar 3a KOHCTPpYHUCAmE aIrOpUTaMa KOJU ce
y UMILIeMeHTanuju npriarobasajy cBakoM KOHKpeTHOM npobiemy. HbuxoBa ocHOBHA KapaKTEPUCTHKA je Oa PEIATHUBHO
Op30 majy pemema noOpor kBagurera. MehyTum, onTUMaIHOCT KOHAYHOT Pe3yTaTa JOOUjeHOr HAKOH JOCTU3akha 3a1aTOr
KPUTEPUjyMa 3ayCTaBibaiba Ce He MOe rapanroBatu. Jla Ou ce yTBpAWia YCHENIHOCT METAXEYPUCTUUKUX METOAA TEsKU
Cce BUXO0BO] TEOPHUjCKOj BEPU(PUKAIMU UCIUTUBAKLEM ACHMITOTCKE KOHBEPIEHIUje HU3a HAjOOUX pemema Ka ONTUMAJ-
HOM, y CJIydajy nAa HO3BOJEEHO BpeMe WM OpOoj murepamnuja TeRu OeCKOHAUYHOCTHU. lIpemmer OBOr pana je MCHUTUBAHE
ACUMIOTOTCKE KOHBEPIEHIM]je jeIHE PEJIATUBHO HOBE METaXeypPUCTUYKE METOAE WHCIUPUCAHE MOHAMIAKHEM TUesIa TOKOM IO-
Tpare 3a HEKTapOM, OJHOCHO, MeTozAe onTuMusamuje xkoaonujom myena (enr. Bee Colony Optimization). BCO merona je mo
cala yCIEIIHO IPUMEHEHA HA BEJIMKMA OpOj ONTHMU3ANMOHUX HpobieMa, MOAu(pUKOBaHA u yHanmpebhuBazHa TOKOM GpojHEX
umnneMenranuja. Mebyrum, y oBOM paxy ce mO OpBU IyT M3JIa:Ke HEHA TEOPUjCKA aHAIW3A U UCIUTYjy YCJIOBU HEHE
KOHBEPI'CHIH]e.

Kibyune peum: KOMOMHATOPHA ONTUMU3AIM]a, KBAJUTET PEIIeHa, AIPOKCUMATUBHE METOMe, MHTEJUTreHIUja poja,

YCJIOBU KOHBEPTIE€HIUjeE.

1. YBon

OnruMuzanuja je MaTeMaTUyKa JUCIUILIMEA KOja ce DaBy MpoydaBameM MpobieMa HaJIaKena
E€KCTPEMHIX BPEIHOCTH (YHKIUje NepUHUCAHE HA HEKOM cKymy [35]. Muoru npobGieMu y cBakox-
HEBHOM ;KMBOTY C€ MOT'Y MPEACTABATUA KA0 NpobJieMu onTuMMr3anuje, Kao Ha npuMep oapebuBame
HAjIOBOJbHUjET TyTa 3a MOMUWJbKE WM M3palda pacuopena MKOJCKUX BeKOU. Y pauyHAPCKO]
Teopuju HeduHECAHA je KiIaca koja obyxsara TakossaHe NP remke mpoGieme [29]. Y rteopuju
onTuMm3anuje on mocebHor mHTepeca cy onum NP Temkwm mpobiemu 3a Koje skeammo ma Habhemo
HajOoOe pelreme, a MeTaXeypUCTUUKE MeTOle IPEACTaBIbajy NIPUPOAaH n300p TakBe IpeTpare.

MeraxeypuctTuuke MeTole Ce MOTY NePUHUCATH KAO yONTeHU (HE3aBUCAH O KOHKPETHOT
npobiieMa) CKyI IpaBUila 3a KOHCTpyuUcame ajropurama ontumumsanuje [9]. [Ipunurom wmmmite-
MeHTallje, Ta IpPaBUIa Ce NPUMEHY]y HAa KOHKpeTaH IpobjeM, a NOZATHO Ce MOIY YIPaIuTH
¥ HEKa XeypUCTUYKA 3Hama O maToM mpobiemy. KOHKpeTHuje, oBa mpaBuUia MIOAPA3YMEBA]jY
YOIIITEHU AJTOPUTAM KOjU MO:Ke OUTM MHCIMPUCAH NPUPOMHUM NpOIecuMa (HIP. €BOJYLU)OM
BpPCTA, MOHAMAKEM WHCEKATA y HIPUPOIA WM (PU3NUKAM NPOLECHMA), WM 3aCHOBAH HA MAaTe-
MaTUYKUM TpuHmunuMa. Meraxeypucrtuke ce Hajuemhe MMIIEMEHTUPA)Y KAO CTOXACTUYKUA AJIO-
putmu (M3y3eTak Cy, Ha IpUMep, HEKe BAPUjaHTe NETEPMUHUCTUYKOT Taby mperpaskmBama [16]),
300r yera Ccy TPEeHYTHO 3aCTYIJEHN PAJOBU KOjU ce ODaBe yIIaBHOM €MINPHjCKOM BEPUPUKAI]OM
METaxXeypPUCTUYKAX METOMA, IOK HBbUXOBA TEOPUjCKA aHAJM3A U Aajbe OCTaje HemoTmyHa [15].

Bes 063upa Ha ynorpebpUBOCT M IPAKTUYHOCT, METAXEYPUCTUKE KapaKTEPUIIE HEeTOCTATAK
nHGOpPMAalje O IPaBOM KBAJIWUTETY IOHYDEHOr pemema: Yak U Kala je pellemne ONTUMAJHO, He
IOCTOjU MNOKa3 ma je 3amcra Tako. Takobhe, muje moryhe yrBpauTu kosumko je mobujeHo cybom-
TUMAJHO pellekhe HaJeKo o onTuMyMma. VI3 oBuX pasiora ce y HOBHMjOj JIUTEPATYPU CBE BUIIE
HANOpA yJaske y TEOPUjCKe aHAIM3e MeTaxeypucTuuknx merona [15, 47, 48]. Ham raasuu mmm
je ma momprHEeCEeMO MATEeMATHYKOj BEPU(UKANUjU PEJIATUBHO HOBE METAXEYPUCTUUKE METOIE KOjy
HA3UBAMO ONMUMU3auUja Koaorujom nuena (eur. Bee Colony Optimization, BCO) 4uje OCHOBHE KOH-
nenre cy upsu myT usnoxkunn Jlyunh m Teomoposuh y pany [20]. OBy meronmy cy HacTaBumin
Ia ycaBpIIaBajy M yCIEMmHO npuMenyjy pasuu ayropu [10, 11, 39|, mebhyTum, ocum emnupujcke
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eBasyanuje [24] u kamubpanuje mapamerapa [27], HUKO ce mO canxa Huje OABUO TEOPUJCKOM aHA-
nu3oM came Metone. I'IaBHU pe3yiaTaT OBOr paja Ce CaCTOjU O aHAJINW3€ MOTPEOHUX U HOBOJLHUX
ycaoBa 3a acuMOTOTCcKy KoHBepreHnujy BCO mMeronme, ka0 m y caMOM IOKa3y Te KOHBEPIEHIU]e.

Pan je monemen sa 4 onemara. Y IPBOM ONEJBKY je IpencTaBibeHa MeduHUNMja Ipobaema Om-
TUMM3alje, KIacupruranija MeTona 3a pellaBame ONTUMU3ANNOHNX TPObIeMa 1 ONKUC Paaa MeTa-
XeYyPUCTUUKAX METOA Ca IPErJieI0M PeJeBaHTHUX PanoBa. Y APYIOM OIEJbKY je OIMCaHa METOIa
ONTUMMU3AIMje KOJOHMjOM IIYesa U NMPUKa3aH HEH ICEeYyN0 KOA Yy LUbY IITO OOJmEr pa3yMeBamba
IeHe Teopujcke aHaiguse. Y TpeheMm omebKy je M3JIOKEH NOKA3 aCUMITOTCKE KOHBEPIeHIHje 3a
nBe BapujauTe asropuramMa BCO Merome. Y UueTBPTOM OIEJbKy Cy OaTe 3aKJbyUYHE HAIOMEHE U
TMOTEHIMjaJTH TpaBnu 3a Oyayha ucrpakuBama.

1.1. IIpoGyeM onTuMuM3samuje

W3zpa3 onmumaarno moTude O JIATUHCKE Pedr Optimus, IMMTO 3HAYU Hajoome. Y CBAKOIHEBHOM
SKMBOTY OITMMU3AaIMoHU Ipobiemu ce mMory sako nporHahu. Ilpumep jemsor rtaxsBor mpobiema
je yrBpbuBame majkpaher myra om mocsa mo kyhe mmajyhwm y Bumy yciaose y caobpahajy wmm
yCOyTHE 3aJaTKe Koje keauMo ma obaBumo. MebhyTum, uuMm ce mojaBe momaTHU orpaHuvaBajyhu
YCJIOBU, HA MPUMEDP KOMILIUKOBAHUJU CUCTEM MIPEBO3a WM BPEMEHCKA OrPAHUYEHA, YeCTO HUCMO
y MoryhuocTu na oapeanmo 6oy (ONTAMAJIHY) IMyTAmy.

Yommreno rosopehin, npobiemu onruMusanuje cy npobiemMu DpoHAJakema Hajbosmer (om-
TUMAJHOr) pellelmha, WX HOBOJBHO JNOOpOr pelnema 3a4aTor npobieMa, KOju Caap:Ke HeKa
orpaHMYEHma. Y KOJIUKO IPOOJIEM MOKEMO (OPMYJNUCATA MATEMATUYKAM MOOEJIOM, OITHOCHO
npukasaru ra pyakuujoM f(x), a orpanmyasajyhie pakrope cucreMoM HejeqHAUMHA, TALA MOKEMO
pehu na ce npobGiem onTUMU3aIMje CBOAM HA TPOHAIAKEHE€ MUHUMAJHE (MAKCUMAJHE) BPEIHOCTH
¢yurmuje f(x), roe x € D. Cryn D Ha3suBaMo 0onycmueum CKYnom WU IPOCTOPOM pellena, a Cac-
TOjU Ce OJ OHUX BPEAHOCTU IPOMEHJLUBUX T KOje IpUIanajy obiacTu nepUHUCAHOCTU (YHKIU]jE
f u Koje 3amoBoibaBajy 3amare HejemHauuHe. Y TEOPUjU ONTUMU3AIU]E PA3JIUKYjeMO MpobieMme
KOX Kojux je ckyn D muckperan (mpoGiemMu KOMOMHATOpDHE ONTUMU3AIMje) U Hpobieme The Cy
BpenHocTy ckyna D peannu OpojeBu (mpobieMu KOHTUHyasHe onTuMmusanuje) [5, 38].

Metone pemasama 3amaTaka ONTUMU3ANMje MOTY Ce MOAEIUTU y Tpu riaasHe rpyme ([9]):

® ers3akTHe MeToJze,
® XEeypPUCTUUYKE METOIE U
e MeTaXxeypPCTUYKe METOJe.

Erzakrae merone ce 0Oa3mpajy Ha IpeTpaskuBaimby LeJor mpocTtopa pemema. Mebhyrum, ca
mopacToM AUMEH3Uje mpobiieMa jaBiba ce U moTpeba 38 MHTEJUTCHTHUjUM MPUCTYIIOM IPETPasKU-
Bamy Koje he ce ycmepaBatu y oapebeHoM mpaBly W TUME €JIUMUHUCATA OECKOPUCHA WCIUTU-
Bama. [IpuMep TakBUX MeTona Cy: MeTOe I'paHama U orpanuvaBama (branch-and-bound, B& B) u
MeToza rpaHama u oncenama (branch-and-cut, B& C) [35].

XeypucTuuke METOIEe C€ Pa3BUjajy Kama OUMEH3Wja MpobJseMa TOJUKO MOpacTe ma WX He
MOXKEMO PEIINTU er3akTHuM MeronaMma. OHe mpencTraB/bajy TEXHUKE pellaBama KOoje y3UMajy y
003up a mpumopum 3Hame O pa3marpanom npobiemy. Ilom mojmom zeypucmuka ce y HEKOM OI-
IITeM 3HAUEHY IOApa3yMeBa nponahu mau omxpumu IyTeM IOKyIaja u rpemaka. Kopucre ce 3a
KOHCTDPYKuuUjy (TeHepucame) pellema M CaMUM TUM IOHOCE OJJIyKe HA OCHOBY HENOTIIYHUX WH-
¢dopmamnuja. 360r Tora He Tpeba OUEKMBATHU Oa Ce MOMONY XeyPUCTUUKMAX MeTOona A0o0uje OmTu-
MaJIHO pememne. FbuxoBa ocHOBHA KapakTepucTuka je na 06e3belyjy pemema pemaTuBHO 10OpOT
KBaJIUTETA ¥ KPATKOM BpeMeHy m3BpimaBama. Ctora ce y caBpeMeHOj auTepaTypu MHOro vemhe,
HEro Kao CaMOCTAJIHE METOJE, KOPUCTE y KOMOMHANMJU Ca APYTUM ONTUMU3AIMOHUM TEXHUKAMA,
(er3akTHUM MeTOmAMA M METAXEYDPUCTUKAMA).

3a pasiuKy ON XeypPUCTHKA, KOje Cy Ou3ajHUpaHe 3a pellaBame CIeMuUUHUX IpodieMa,
MeTaxeypUCTUKe IpeICcTaBibajy onumre (yHUBEP3aJHE) MeTOLe Koje He 3aBuce on npobiema. Kao
TaKBe, METaXEeyPUCTUKE MOI'Y na MO3MBAjy XEYPUCTHUUKE METOAE KaKO OUM MX ycMepaBaJie TOKOM
IpOIeCca NPETPAKUBAKA IPOCTOPA PEUIeHA.
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1.2. MeraxeypuCTUUYKE MeETOIE

MeraxeypucTuuke MeTOe IpEACTaBbajy MONAaH ajar 3a KOHCTPYHCamhe ajaropurama nomMohy
KOJUX pemasaMo onTuMusanuone npobiueme [5, 38]. Mory ce medunucarn xao yommreHn (Hesa-
BUCaH on npobiieMa) CKyI mpaBuia KOja Ce IPUIMKOM MMINIEMEHTAIje Ipuiarobhasajy CBAKOM
KOHKPDETHOM IpobieMy. Y IPaKCU Ce MOKA3AJO0 [a Pa3JIUYNTe METaXeypPUCTUUKE METONE, 3a pe-
JIATUBHO KPATKO BpeMe, ycueBajy na npoHaby momycrtuBa cybonTmMaJiHA peIlema 33 CIOKEHUje
npobieme uian npobiaeMe Behux mquMeH3uja, mITO je yTUNAIO HA IHUXOBY MIKUPOKY IPUMEHY HIOCJIIEI-
wux neneanja. Mehyrtum, y mopebhemy ca ersakTHUM MeTOmaMa WX APYTUM AJCOPUTMUMA OI-
TUMU3aNMje, MeTaxeypUuCTuke (KA0 M OCTAJIe XEyPUCTUKE) HE MOTY 14 TapaHTy]y ONTUMAIHOCT
MOOUjeHOT pelena, HUTU KOJIUKO je HOOUjeHO peleme yAabeHoO O sKeJLeHOT OnTuMyMa (YKOIMKO
nobujeHa pemema caMa HACY ONTUMAaJHA). V mopen oBUX HeLOCTATAKA, METAXEYPUCTUKE Cy TaHAC
ocraJje ommre mpuxBaheHe.

MeTaxeypucCTuKe Cy OPUTMHAJHO DPA3BUjE€HE 33 pellaBame KOMOWHATOPHUX MpOoOIeMa OmTHh-
Muzanuje. KoMOuHATOpHA ONTHUMM3AIMja je MAaTeMAaTAUKa JUCHUILIMHA KOja MpoydaBa mpobiemMe
HaJlaKelmha eKCTPEMHUX BPENHOCTH (yHKIUje neduHMCAHE HA KOHAUYHOM MM IpebpojuBo Gecko-
HauHoM ckymy [35]. Onpebusame HAJIOBOLHMjET Ty Ta 3a MOMMILKE, N3PAAA PACTIOPENA IMKOJICKIAX
BeKOUM 1 MHOTM APYTH 3aaly CE€ MOT'Y IPEACTABUTH Ka0 MPOOJIeMU KOMOMHATOPHE ONTUMMU3AI]jeE.
Tarobe, npenMer ucrpakuBama KOMOMHATOpDHE ONTHMU3anuje cy mpobsemu koju cy BehumaoM
EHTPAJIHYA 38 MUCIUIIVHE PAUYYHAPCKUX HAYKA U WHKCHEPCTBA.

IlBe riaBHE KOMIIOHEHTE OMJIO KOjer METaxeypPUCTUUKOI aJrOPUTMa Cy: IPEeTPaKUBabe U
exkcnnoaTtanuja (enr. exploration and exploitation). IIperpaskuBame moapasyMeBa UCIATUBAKE DPa3-
IUYUTUX CyOONTUMAJIHUX pelema y Uy HPUCTyIama mTo BeheMm melxy mpocropa penena,
JIOK €KCIlIoaTalrja noapasyMeBa (GOKycupame Ha JOKAJIHN Ne0 IPOCTOPA KOpUIINemeM CTedeHOT
3Hama. JOIl jenHa OWTHA KOMIIOHEHTa KOJ METAXeyPUCTUUYKUX MeTOHa Cy CIAydYajHU IPOLECH.
Ynorpeba ciay4yajHOCTH y UMIJIEMEHTAIjaMa MeTaXxeyPUCTUKA OMOryyje alropurMy aa MCKOUMU
13 JIOKAJIHOT ONTUMYyMa Yy NUJBY MPOHAJaKeHma riobanHor ekcrpema. CiydyajHu mpomecu ce Mory
KOPUCTUTU ¥ IPUJIXKOM JIOKAJHOT IpeTpaskuBama. lIpoHanakeme mpaBor ogHoca u3mebhy HaBe-
[EeHNX KOMIIOHEHTU je M3Y3€THO BayKaH MOMEHAT 3a INODOoJpIIaBame nephopMaHcu OUIIO KOjer MeTa-
XeypucTuukor ajaropurma [6, 47].

Ila 6u ce yTBpAMia YCIEIIHOCT METaXEeyPUCTUKA TEKU CE HUXOBO] TEOPUjCKO] BepUpUKaNMjn
[15, 47, 48]. Ona ce CcHpPOBOAM UCHIUTUBAKEM ACUMITOTCKE KOHBEPreHLUje HU3a HAjO0bUX pe-
Imema Ka ONTUMAJIHOM Dpelmleny, V CIydajy na T03BOJEHO BpeMe WiInW Opoj mTrepanrja TexHU
6ecronagynoctu. MebhyTuMm, n mopen cBe yb6p3aHujer pa3Boja MeTaxeypPUCTHUYKUX METONA y Be-
JuKOM OpOjy ciydajeBa HeNOCTaje BUXOBa Teopujcka anammi3a. OBO HAC He cIpedaBa na HOpe-
MO mep(hOopMaHCe PA3IUUNTUX MEeTaXeyPUCTUIKAX METONA, WUIX [a UX UMILIEMEHTUPAMO Y IUAJbY
IpOoHAJAKEHha NONYCTUBUX pemema NP remknx npobieMa, anm orpaHndasa Ipensubame epurac-
HOCTU ¥ KOHBEPIeHNUje MMIIEMEHTUPAHUX METOAA K& ONTUMAJHOM DeIIeHny.

Jlarac mOCTOjM MHOIITBO PA3IUYNTAX METAXEYPUCTUUKAX METOdA. 3aXBaJbyjynu OBAKBO]
PA3HOBPCHOCTU OHE Ce MOI'Y KJIACU(PUKOBATU HA BUIIE HAYWHA: IPEMa HAUNHY 3aCHUBAma, OPOjy
pelrema KOjUMa Ce paclojaske YHyTap jenHe UTepallje UIN IPeMa KOHLIENTY paja, OJHOCHO Ia
JU Cce pellema Ipaje WM IONpaBibajy [8, 38]. Y 3aBUCHOCTM OX HAUMHA 3aCHUBAKA DA3JIUKY-
jeMo MeTaxeypUCTUUKe METOAE WHCIUPUCAHE HPUPOIHUM IpouecuMa (HIp. eBOJIYLUUjOM BDPCTA,
IIPOIECOM KaJbeHa, IMOHAIIAKEM KOJIOHWjEe MHCEKATA, POjEM UECTUIIA, jATOM IITUIA, UMYHOJOIIKUM
cucTeMOM UTA.) [32] 1 MeTaxeypUCTUUKEe METONEe 3aCHOBAHE HA MATEMATUYKUM IPUHIUIUMA, (HID.
Taby nperpaskuBambe (eHr. tabu search, TS) [32, ch2] u meroma mpomeHpUBUX OKONMHA (€HT. Vari-
able neighbourhood search, VNS) [32, ch3]). ¥ pany [38] je upexncrasmena knacudurannja y omgHocy
Ha OpOj pemerma KOjUMa Ce pACIOJake YHyTap jenHe wurepanuje, tTuMe gepuHuimryhu merone ca
jemanMm pememeM (eHr. single based) u Merone 3acHoBaHe Ha momyiamuju (eHr. population based). Y
MeTaXeypUCTUKaAMa, KOje PACHOoJaxKy jJeIHUM pENIeHheM y UTepalrju, IpUMemhyje ce cTpaTeruja
KOja moapasyMeBa Oa Ce KPO3 HU3 uTepalyja popMmpa CEeKBEHIA DEeNmena, Ca TEKEHOM Oa CBAKO
HapenHo Oyne Oosme onx mperxomHor. IIpumepm TakBux MeTona Cy METONE CHMYJINPAHOT KaJbemha
(enr. simulated annealing, SA) [32, 38], VNS u TS. MeToze 3acHOBaHe Ha HOMyJIannju ce POKyCUpajy
Ha [ONPAaBJhAHE BUIIE MOTEHINjAJHUX PEIIeHha YyIIaBHOM KopucTehu mpenHoCcTu IpuUCyCTBa HOI-
yllamnmje areHara paad yCMepaBama TOKA INpeTpaskuBama. lIprMepu TakBUX METONA Cy: EHETCKU
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anropumu (enr. genetic algorithm, GA) [32, ch5], ontumusanuja pojeMm udectuna (eHr. particle swarm
optimization, PSO) [38, ch3], ontumusanuja MmpasmuM KosnoHurjama (eHr. ant colony optimization, ACO)
[32, ch8], BCO, kao u MHOTre Apyre Koje mpumaznajy HoBujeMm matrymy [47]. IIpema koHmenty pana
METaXeypPUCTUKE Ce Nejie HA KOHCTPYKTUBHE (YKOJIUKO C€ TOKOM M3BPIIABAamA Ipaje HOBA U 50sba
peremna) 1 MeToIe 3aCHOBaHe HA NPUHIUIY 1000sbmama (YKOIUKO Ce TOKOM U3BPUIABAbha Pellena
TpaHcopMULLy paiu nobujama Gosmux pesynrara). IIpuMepy KOHTPYKTUBHUX MeTaxeypPUCTUKA
Cy TMOXJIENHO CIY4YajHO aJalTUBHO mperpaxusame (ewr. greedy randomized adaptive search procedure,
GRASP) [31], ACO u ontuMmumsanuja konounujom muena BCO [20, 39]. IIpumepu merona koje ce
3aCHUBAjY HA TPUHOUNINMA MOOOoMmImama nocrojehux pemema cy GA, SA, VNS, kao u HOBUje Ba-
pujanre BCO amaropurma [10, 28, 41].

N mopen Tora mro ynorpeba MeraxeypuCTHKa oMoryhyje na ce 3HaYajHO CMambl BPEMEHCKA
CJIO;KEHOCT IIpoIleca mperpare, OHA U Aajbe OCTaje BUCOKA 3a cBe Behu Opoj mpobisema y obsac-
TuMa Hayke M MHAycTpuje. Bemra koMOunanmja (xubpuamsanmja) METaxeypPUCTUKA CA APYTUM
TeXHUKaMa onTuMusanuje (OUIo er3sakTHUM, OMII0 X€y PUCTUYKAM WM HEKUM APYTUM METAXEYPUC-
TUYKMM MeTOJaMa) MOKe Ia Ho00JbIia ePUKACHOCT IPUIMKOM pelaBaimba NPOBJIeMa BEeJIUKUX
numensuja. OBakBa xubpuausanuja ce Moske moctuhu, Ha mpuMep, konabopanujom namebhy pas-
JIMYATUX TEXHUKA ONTUMU3AINje TAKO IITO e Cé HAUM3MEHWYHO M3BPIIABATU U Pa3MemUBATU WH-
¢opmanuje. Ipyru HaUMH je MHTerpanuja KOMIOHEHTH jeTHE TEXHUKE ONTUMU3ANUje Y APYLoj y
muiby Kopumhema no0pux cTpaHa cBake o wux [6, 35].

Crernujanna naxma je y HACTaBKy mocBehieHa pelaTMBHO HOBO] METaxXeypPUCTUYKO] METOH,
OJIHOCHO ONTHUMU3ANUjU KOJOHUjoM muesna. [lonysmapHoCT ajaropuramMa WHCIUPUCAHUX TOHAIIAHEM
mJyesia y IPUPOAU CE TEMEJbU Ha HBbUXOBO] CHOCOOHOCTU KAO OMOJIOMIKMX CHUCTEMA Oa CE MPUIIArOIe
PA3HOBPCHUM MPOMEHAMA y CBOM OKDPY:kemy. OBaAKBU ajJrOPUTMU OPUNALA]y MoceOHO] KaTeropuju
asropuramMa y 00JaCTH BelITAUKe UHTENNTEHIMje 3aCHOBAHNX HA WHTEeJIUreHnuja poja (eHr. swarm
intelligence, [19]). Murenurenunuja poja je jeaHa On MHOTMX KAPAKTEPUCTUKA PA3HUX KOJOHU)A
couujasHUX MHCEKaTa (IJyesna, oca, MpaBa, TEPMUTA), a OIJIMKYje Ce ayTOHOMUjOM, PACIOPEIOM
OYKHOCTU M CaMO-OPraHM3aINjOM.

2. OnTuMm3anuja KOJOHUjOM mUea

OnruMu3anyja KOJOHUjOM IIUesa je MeTaxeypPUCTUUKa MeTONa KOoja MPUIafa TPYNU TEXHUKA
b6asupaHux Ha nHTEaUreHnuju poja. OBe MeToME Cy 3aCHOBAHE HA OMOJIOMIKOj MOTPEeOU je IMHKMU na
ce yIOPYKY]y Paau ocTBapema 3ajenanykux muinesa [39]. Ocunosue kouuenre BCO meTone pa3suiau
cy IOyman Teopomosuh u meros nokropant [lamta Jlyunh [20-22].

AnropurMu onTUMM3AINMje KOJOHUjOM MUesa Cy Ce IHOjaBUIM y JIMTEPATYPU KAO Hapaanur-
Ma 3aCHOBAaHA Ha IOHANIAMLY MUesa y HPUPOIUM U3 jenHe 3ajenuurie (KOJIOHUjE) TOKOM MOTpare
3a HEKTapoM. Paznumuutu ayTopu Cy HPENIOKUIN PA3IUUUTE UMIIJIEMEHTAINKje KOHIENTa OITU-
MU3aluje KOJOHU]jOM ITUesia U IPOBEPUIN UX PEIaBameM MHOTOOPOjHUX mpobaemMa KOMOUMHATOPHE
ontuMusanuje [12, 42].

Ocuosna unneja BCO MeTozme je KOHCTpyHCame CUCTEMa O] BUIIE areHara (KOJOHUje BEIITad-
KUX myesa) koju Ne rpaskuru nobpa pelerma 3a pasnuruure npobieme onruMmusanuje. Kosmonuja
BEIITAYKUX I[TYesla Ce YIJIABHOM CACTOjU O Mamer Opoja MHAWBULya, IITO HE HapyIIaBa OC-
HOBHE KOHIIENITE MOJEJMparma 3aCHOBAHOI Ha IIOHAIIAIY IUYesIa y HPUPOIU. Y JIOra BEIITAYKUX
myesia je ma MpeTpaskyjy MpOCTOp pelema y IMUby MpOoHaAJa:Kema NOIMyCTUBUX pemema. Jla ou
IpoHAINJIEe HAajOO/be pellermne, BEMTAUKE IUese Pa3Mewnyjy uHpOopMaIrje Koje Cy CAKyNuiIe TOKOM
nperpare. Kopucrehu kKoekTUBHO 3HAmE U pa3MeHy MHPOPMAIja, BEIITAYKE ITYeJie Ce KOHICH-
TPUIIY Ha 00JIACTU KOje Caap:ke KBAJUTETHHja Pellena, MOJaK0 HAIYTajy Ny oHa Koja cy ciadu-
jer kBasmrera. Kpo3 HU3 MTEpATUBHUX KODAKa, BEIITAUKE IIUese KOJIEKTUBHO I'€HEePUNY U/WIIu
IIOIIPaBJbajy CBOja pellerma, JOK Ce He 33T0BOJBU KPUTEPHUjYM 3ayCTaBJbAHA.

BCO wmeronma je momBprayTa HEKMM MoAnduUKanujamMa Kpo3 OpojHe mnpumeHe, 300r dera
TPEHYyTHO PA3JIMKYjEMO ABa OCHOBHA INPUCTYyIa IPUJIMKOM pa3Boja amropurama. [IpBu ce 6azupa
HA KOHCTPYKTMBHUM KOpalVMa TOKOM KOJjAX CBaka mdyesa rpamu cBoje pememe [11]. Ipyrm
IPUCTYI Ce 3aCHUBA HAa MONPABIX NMOCTOjeNMX KOMIJIETHUX pemielma y OUbY M3HAJAKEHa Haj-
Gomer koHaunor pemema [10]. Y macraBry najemo ommru onuc BCO anropurma y Koju ce yk-
mamnajy oba maBemena mpuctymna. llocroje u panoBu Ha Temy xubpummusanuje BCO amropurma ca
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TeXHUKAMa OIJIyYUBama y IPUCYCTBY HemsBecHocTu (dasu moruxom) [23, 40] u Texmurama 3a
BUIMIEKPUTEPUjYMCKY ONTUMM3AIU]y [34].

2.1. Onouc BCO asropurma

[lonmynamuja BemTauvykux myeja Ce CACTOjU On B areHaTa KOju YAPY:KEHO Tpaske ONTUMAJIHO
pemene. CBaka Bemrayka mJyeja TeHEPUINe 10 jedHO pememne 3a natu npobaem [11]. Pax BCO
aJropuTMa OIBHja ce KpO3 mTepanuje, a cBaka nrepamuja ce cacroju oxn NC rkopaka. Kopaxk BCO
ajroput™a menu ce Ha ase ¢aze: ger yuanpen (eur. forward pass) u ser ymasan (eur. backward
pass). Ilakie, y OKBUDY jemHe mrepammje oBe mse pasze ce mehycobuo cmemyjy NC myra, Tj. OOK
ce He M3TEHEPUINy KOMIUIETHA pelleha, y KOHCTPYKTUBHOj] Bep3uju, miaum ok ce He u3pam NC
MOIM(UKAIja TOUETHUX PeIlerha, Y BEP3UjU Ca MONPABKOM. TOKOM JIeTa yHAIpeld CBE BEIITAYKE
mIyeJie Cy YKJBbYUYEHE Y UCTPAKUBAKE IPOCTOPA PelleHa.

ITo amasoruju ca TPUPOIHUM MpoUECUMA, (MAPIMJATHO) PEIleme Cé MOKE MOUCTOBETUTH Ca
KOJIMUMHOM CAKyIJLEHOI HEKTapa /WK ca yAAbeHOWNy KOIIHWIE O M3BOPA XPaHe, a IPOoLec
CaKyIJbalma HeKTapa y Ipupoau oarosapa ¢asu sera yanpen y BCO amropurmy.

Haxon remepucama cBojux (DapuujasHux) pellema BENITAUKE IMUeNe 3al0Yuby ApYyTy a3y,
jJer yHasan. Y a3y jera yHA3al BEIITAauyKe IUese pa3Meny]y MHGopManuje O KBAJIUTETY CBOjUX
nponabenux pemema. Y TPUpPOIU, IUesie OM ce BpaTuiie y KOIIHUILY, W3BEJEe PUTYAJHU IJIeC
TOKOM KOjer 6u mH(pOpMUCae OCTaJle MYese O KOJUYNHYA U KBAJUTETY HEeKTapa KOjer Cy OTKPUJIE,
Ka0 M O IPUOJIMKHOM PAaCTOjalmy MeCcTa U3BOPA XpaHe O] KOMHUIE. Y aJITOPUTMY IPETPaKABAMKA
Iuesie peKJIaMupajy KBAJIUTET CBOjUX pemrema onpebuBameM BpennocTtu GpyHKIMje uiba. Kaga ce
cBa peliema IpoleHe (eBajyupajy), cBaka mduesna tpeba ma onpenu sepoBatHolly ma he ocraru
Ao0janna cBOM (mapuujasHOM) pememny. Iluene ca GOBUM pEIIEHEM KMAajy BUINE IMAHCH 14 Ta
3aIpyKe W PERIAMUPAjy OCTAJUMAa. 3a PA3JIUKy OJ IUesa Y IPUPOIN, BEIITAUKe TUese KOje OCTAHY
naojasHe CBOM (NApHUjaHOM) PEIIEmY y KCTO BPEME MOCTajy U pezpymepu, OTHOCHO, HUXOBA
pemema he ocrane muese pazmorpuru. [luena koja HamycTu cBoje (HAPLUUjATHO) PEIIeHEe MOCTaje
Heaojaana ¥ MOPa na Ipey3Me HEKO O pellema Koje Hyle perpyrepu. Y TOM MOMEHTY H3ABajajy
ce nBe Bpcte muesa (cimka 1): R perpyrepa n npeocramux B — R menojamaunx muena [10]. Ommyxy
KOj€ OJI PEKJIIAMUPAHUX pellemha Ne mpey3eTu HeonpeaespeHa mueiia JOHOCK Ca BepoBaTHONOM Koja
je IPOIOPIMOHATIHA KBAJUTETY OAroBapajyher pexkiIaMupaHor pelena.

R =

<‘> TNojanHe
(é) HenojanHe

Caurkal. Waycrpanuja mporeca yrBphuBama J10jaIHOCTH.

IIponec perpyranmje 3a ompebernu 6poj muena (B = 10) je npurazan ma caunu 2. IIper-
NOCTABUMO Ja HAKOH mopebema cBuX remepucanux (mapuyjasHuxX) pemema myeaa By omnydu na
HAMyCTH CBOje (HApIMjasHO) peleme W Aa Cce NPUAPYRU muenau Bs. Y mpupomm 6u obe muese
IO M3BOpa XpaHe JieTesie MyTamoM KOjy je kopuctuiaa muesna By, Y BCO aaropurwmy, muena Bj
UMUTHUPA IPOIEC NPUAPYRUBAKA KONMUPAHEM MapIUjaHOr pemrema muese Bs. Hakon Tora, obe
myese MHOHOCE CAMOCTAJHY OMJIYKY O TOMe Ha KOju HAauyuH he M3BECTU HAPEAHU eO0 KOHCTPYK-
nuje/Monupuranyje.
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&- Perpy Tepu/nojanHu

é HenojanHe

Cimka 2. Vaycrpamuja mporeca perpyTanuje.

Ha cnumu 2 minycrpoBana je curyammja rae ndene Bs, Bg u Bg konupajy (mapuujaino) pe-
meme nuesne By. OBo HajBepoBaTHUje 3HAYM [a je KBAJIWUTET pellema mdene By 6uo 3HaTHO 60/HU
Ol KBAJINTETA PEIIeHha KOja Cy IOHYAUIN OCTAJIU PErpyTepH.

Kao mto je Beh momenyro, mse pasze anropurMma nperpakuBama ((asza jera yHaIpes U yHa-
3an:) cmemyjy ce NC myTa, OOHOCHO, CBE NOK CBAaKa MUesa HE 3aBPIIA Ca [EHEPUCAHmEM CBOT
pemema miau usspmu NC' tpancpopmanuja. Y npBuM Bep3ujaMa (KOHCTPYKTUBHE) BapujaHTe
BCO anropurma, napamerap NC' ce KOpUCTHO Oa TOKOM CBAKOT JIETa yHAmpen OpOju KOMIIO-
HeHnTe Koje Ne ce momaru mapuujasHoM pemewny. Bpoj jgeroBa yHanpen/yHasan y TOM ciydajy ce
pauyHao kao ¢yukimuja napamerpa NC. Kao nociemuna passoja Hose Bep3uje BCO anropmrma,
opuruHaaHo 3Havewme NC mapaMerpa ce MPOMEHWJIO, Te ce cala OpOj KOMIOHEHTU PavyHa Kao
¢yuruuja on NC. Y oba cayuaja moxkemo pehu ma ce NC' ropuctu 3a mepuHUCAEE€ YUCCTAHOCTU
pa3merne napopmanuja mebhy muenama. [To 3aspuerky NC' ropaxka, onpebyje ce Haj6ome on cBux
B nonybenux pemema. OHO ce mOTOM KOPUCTU 3a asKypupame HajOosber riiobaJiHOr pelena,
yuMe je jemna wmrepamnuja BCO amropurma 3aBpiieHa. Y OBOM TPEHYTKY mO00OUMjeHA pemema 3a
CBaKy IT4ely MOTy ce m3bpucary kKako 6u y caenehoj urepanuju muene rpaauie/MoanpuroBae
HoBa pemema. BCO amropuraM ce m3BpIiaBa UTEPAIN]y MO UTEPAIUjy CBE MOK Ce€ HE 3aT0BOJLU
nepUHUCAHN KPUTEPUjYM 3ayCTaBbamha. RPUTEPUjyM 3ayCTaB/balbha MOXKe OUTH: MAKCUMAJIaH YKY-
maH Opoj mTepamuja, MakCUMaJiaH Opoj urepamuja 0e3 mobossmama BpeIHOCTH (YHKIMje INba,
MaKCHUMaJIHO NONYMITEHO BpeMe pana mponecopa, utxa. 11o 3am0Bomemy KpUTEPUjyMa 3ayCTaB-
Jbama, ucnucyje ce Hajbosbe npoHabheno permeme (T3B. TPEHYTHO HAjOOJbe MI0BATIHO PeIlerhe).

2.2. IIceyno xkom BCO aaropurma

Jemna on ranaBuux npemnoctu BCO anropmTMa je BeoMa MaJju Opoj mapamerapa, a TO CY:
6poj muena y kommunum (B), u 6poj serosa yHampen/yHazan y jemsoj urepammju (NC).

Ha couum 3 je mpukasan nceyno kox BCO asropurma. Kopamu 1) u 2) ymyrap sgera yHa-
open u §i) yHyTap Jera yHa3al Cy 3aBUCHU O] IOCTaBKe HpobJseMa U IMOTPEGHO je MPUIIATOIUTH
UX TpUInKOM cBake mmiuieMenTamnuje BCO amaropurma. Ilpeocrtanu kopamnu mceymoKona OMUCY)Y
n300p KOju CBaka M4yesia MOpa [a W3BPIIM U HBUXOBA MMIJIEMEHTAIN]a HE 3aBUCU O] KOHKPDETHOT
npobiiema Koju ce pemasa. [locToje popMyie Ha OCHOBY KOjUX CBaKa IIUejia JOHOCK oAroBapajyhe
ONJIyKe U OHEe Cy OIMCaHe y HACTABKY OBOI' OIEeJbKA.

Jler ynazan 3anounme oneHoM CBUX (HapuUMjasiHUX) pellemha Koja Cy TeHeprucaHa y IPeTXOl-
HOM JIETy yHaIpen. Y KOJIMKO KBaJuTeT pemema o3nauumo ca Cp (b= 1,2, ..., B) onna je Op HOpMA-
au3oBana BpeqaocT ox Cp, Koja ce y ciydajy MUHUMU3anuje GyHKIUje Inba PavYyHa 10 POPMYIN:

e . b=12..B (M

if Cmax = Umin

Crmax—C 1
Ob _ { W if Cmax 7& szn
1

rae Crin 1 Chgr TpeacraBibajy HajMamy u Hajsehy Bpennoct mebhy Tpemyraum Cp, BpeqHOCTAMA.
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HWruyujaruszayuje: Yurame yrasHux mojaTaka, MOCTaBbhame Bpeaqaoctu mapamerapa BCO-a
U KPUTEPUjyMa 3ayCTABIHABA.
Do
(1) Jomenu (npa3Ho) pelleme CBAKO] IIUEJN.
(2) For (i = 0;i < NC;i + +)
//neT yHampen
i)For (b=0;b< B;b++)
For (s =0;s < f(NC);s++) // 6poju ropake
1) Ilponenu cse moryhe morese;
2) Nzabepu mores momohy pyJiiera;
//neT yHa3zan
ii) For (b=0;b < B;b+ +)
IIponenn (mapuujanna/KOMOIETHA) pellemha mdese b;
iii) For (b =0;b < B;b+ +)
Omnyun o sojasnocTu moMohy pyJsera 3a mueny b;
iv) For (b= 0;b < B;b+ +)
If (b je menojanna), nzabepu perpyrepa nomohy pyaera.
(3) Onenu cBa pemema u nponabu najoome. Askypupaj Tpest U f(Tpest)-
while kpuTepujyMm 3aycraBibama HUje 3800BOJLEH.
return (Tpest, f(Toest))

Cmuka 3. Ilceymo xonm 3a BCO amropuram

BepoBaraoha na he b-ta nmuesna octatu JojasiHa CBOM IPETXONHO IpoHabheHoOM mapiujasHoM
pememny ce pauyHa Ha cienehu mauns:

_ Omaz—0p

il _ —Ome g o p @)

Dy
rje je u TpeHyTHa BpenHocT Opojaua ¢asza jera yHanpen/ymHasan. Y pany [24] cy npemmnoskene
U aHaJU3UpaHe U HEeKe Apyre ¢popmyie 3a oapebuBame BepoBaTHONE J0jasHOCTH.

Y mocienmeM meiy Jiera yHa3al, 3a CBAaKy HEJIOjaJiHy mueisy ce m30op perpyrepa BpPIIU HA
OCHOBY BepoBarHOhe

ZkR:I Ok7

rge Of OpencraB/ba HOPMAJMU30BAHY BPEAHOCT (YHKOUje UUba k-TOr DPEKIaMUDPAHOr (mapiu-
jamHor) pemema, a R 6poj perpyrepa, OIHOCHO O6POj PEKIAMUPAHUX DEIICHA.

I[Tomohy ¢opmyne (3) m reHeparopa ciydajHuX OpojeBa CBaka HeJOjaJiHA IUesla Lie ce
OPUIPYRUTHA JeIHOM O perpyTrepa. ¥ TOM MOMEHTY (IapIUjasHo) PElemhe Perpyrepa ce Koumpa
y onrosapajyhe cTpykrype momaraka, IITO 3HAYM Oa he perpyrep M HEroBU cilenbeHuIu Hac-
TABUTU [Oa I'pajie HOBa NMapIfjasiHa Pellernha M3 UCTE IOYETHE TAUKe.

Do b=1,2,...R 3)

2.3. Ocramm AJITOPUTMU MHCIIMIPpVCAHY IIOHAIIalkh€M IT4JeJia

[Mocmenme nBe meneHUje UCTPAKUABAUM CY MPOYUYABAIU IIOHAIAHKE€ COINUjAJHAX WHCEKATA
KaKO OM MCKOPUCTUIIM KOHIENT WHTEJIUTEHINje POja 38 KPeupame PAa3HUX BEIMTAYKAX CHCTEMA.
MebyTumM, aqropuTMu ONTUMU3ANN]E MHCIUPUCAHA MOHANIAKEM ITUEJIa CE MOjaBIby]y TEK MOCIeI-
BUX JeceT MoArHA, Kao Ha npuMmep: Bee System [20, 23], Bee Colony Optimization (BCO) [40], Marriage
in Honey-Bees Optimization (MBO) [1], BeeHive [44], Honey Bees [26], Artificial Bee Colony (ABC) [18],
Bee System Optimization (BSO) [13], Bees Algorithm [30], Honey Bee Marriage Optimization (HBMO) [2],
Fast Marriage in Honey Bees Optimization (MHBO) [45], Virtual Bee Algorithm (VBA) [46]. Anropurvn
VHCIIMPUCAHU MOHAINAKEM MUEIa Ce PA3JUKY]y IPeMa TOME 14 JU Cy Oa3upaHu HA ONOHAIIAHY
moTpare muesia 3a XpaHoOM, IPOIECy pa3MHOKaBama, Ui u3bopy mapTHepa U m3bopy MecTa Ha
kojeMm he ce cmecTuTn Komuuna [4]. Y ¢BUM OBUM BapmjaHTaMa, TJIABHUA KOHIENT PANa BEIITAYKAX
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mJesia je KoomepaTwmBHOCT. Koomepamuja omoryhyje myesmama na DOCTUTHY OOJbe pe3yJiTare Of
OHUX KOje Om mHaue moOuiie WHIAUBUILYAJTHAM PaJaOM.

Y autepaTtypu nocroju onpeberu Opoj pamgoBa kKoju ce 6GaBe aHANIM30M €(PUKACHOCTU TYECIIU-
wux agropurama. MeDyTum, ananuse cy BpIIEHE UCKILYYUBO EMIUPUjCKU (EKCIEPUMEHTAJIHO),
OMHOCHO HU 33 jelaH aJIrOPUTAM MHCIOUPUCAH MUeiaMa y NPUPOAU HE IOCTOjU TEOPHUjCKU ITOKAa3
HeHe aCUMIIOTOTCKE KOHBepreHmuje, mTo yBeliaBa HOIpUHOC OBOT paja.

3. KouBeprennuja BCO anropurma

Bpoj MeTaxeypruCTUYKUX METOAa, HBUXOBUX MMIJIEMEHTAIMja U MPUMEHA HAa MHOrOOpPOjHE pe-
aJiHe mpo0bJeMe je BpEMEHOM 3HATHO mopacTao. M3 Tor pasiora ce yinake BEJIUKU HALIOD Y AHAJIU3Y
mep(GOopMaHCHU MeTaxeyPUCTUUKNAX MeTona, MehyTum HajBehnM IesioM MCKIBYYNBO €KCIIEPUMEHTAJI-
HUM IIyTEM WX TEOPUJCKOM AHAJIU30M XeypPUCTUUYKAX UMIIeMeHTaIuja. Heku acmekTu cy Ha 0Baj
HauuH M00po o0jammmeHu, HOK Apyra IUTama OCTajy Hepasjammmena. OCHOBHA KapaKTEPUCTUKA,
MeTaxeypuCTUKA je Ha PEeJATUBHO Op30 majy pemema mobpor kBajaura. MebhyTum, vyak u kamga
je pememe ONTUMAJHO, HE TMOCTOjU OOKA3 Aa je 3amcra Tako. Takobe, muje moryhe yTBpauTU
KOJIUKO je mobujeHO CyOONTUMAJHO Pellelmhe MAJIEKO O ONTUMYMa. ¥ CIIEIIHOCT METAXEeyPUCTUKA
Ce MOK€ YTBDIOUTY EBUXOBOM TEOPUjCKOM BEPUPUKANM]OM, OTHOCHO WCIUTUBAIKEM ACUMIITOTCKE
KOHBEPTeHINje HU3a HajOObUX pellema, Koje ajJropuraM TeHepHIle, Ka ONTUMAJHOM PEHeny Yy
CIIy4ajy Ia DO3BOJLEHO BpeMe WM Opoj mTepanuja TeKU O0eCKOHAYHOCTH.

Teopujcka Bepudukanyja MeTaXxeyprUCTUKa je TeMa MHOTMX PaJdoBa KOju ce DaBe MOKa30M KOH-
Bepremyje Meraxeypuctuukux merona: SA [14], meroma yommrenor ycmona/cnycra GHC (emr.
generalized hill-climbing) [37], PSO [43], meTona yHakpcHe enrponuje (eHr. cross-entropy, CE) [25],
GA [33], ACO [36] u VNS [7]. Caku o1 0BUX pajoBa Aaje Pas3iUuuUT NPUCTYI UCIUTUBAKY KOH-
Beprexnuje. Pa3nuka ce cacToju y TOMe HITO je mOJa3HA TAUKa CIeNu(UYaH aJIropuTaM KOju ce He
MOKe TOBE3aTH Ca aJTOPUTMOM HEKe Apyre MeTaxeypucTudke mMetonme. ¥ pany [15] je mpexncras-
Jb€H T'€HEPUUKN AJTOPUTAM KOJU YCIEIIHO ONMCYje CBE MAHAIINkE METAXeyPUCTUKE. 3aXBaJsmyjyhu
TAKBOM IIPUCTYIY, MOryhe je MCOMTUTATU KOHBePreHuujy nparenu Heka ONIITa YIyCTBA.

3.1. HedoumHUNUja KOHBEPTEHIMje

leprHUnuja KOHBEPTEHIMje METAaXeypPUCTUUYKUX MeTOona Mopa na o0e3benu onroBop Ha IU-
Tame Ja JM HU3 HajOObUX pelema, Koje Hyau oarosapajyha mMeraxeyprcTura, KOHBEpPrupa Ka
ONTVMAJJHOM DELIeny U, Y TOM CIydajy, KojoM Op3mHOM. Maremarwuka ne(uHUIVja KOHBEPreH-
nuje HeKOr HM3a OpojesBa Ha mpoctopy D 6u rnacuina: HeKa je (T1,Za,...,Zn,...), Tae ¢ € D, H13
pa3MaTpaHuX eJeMeHATa U MPETIOCTABUMO Ja je m3MeDy eseMeHaTa HaTOr HU3a Ie(PUHUCAHO HEKO
pacrojame d; Hu3 (x,) Taza KOHBEPIUpPa Ka IPAHUYHO] BPEIHOCTU T YKOJIMKO 3a CBako £ > 0 moc-
TOju meo 6POj Mg, TAKBO Ia 3a CBAKO n > ng Baxku ma je d(x,,r*) < e. Yromauko je mpoctop D
KOHAYaH, jeNHOCTaBHUja Bep3uja OBe nepuHUje OU riacumia: HU3 T, KOHBEPrpa Ka I'DaHUYHO]
BPEOHOCTU ¥ aKO M CaMO aKO IIOCTOjU TaKBO N, 3a Koje je x, = x*, Kama je n = ng.

Behuna MeTaxeyprUCTUUKUX aJIlOPUTAMA j€ CTOXACTUUKE IPUPOLE, T€ (bUXOBA TEOPHUjCKa aHA-
nu3a pa3MaTpa MOHAIIAKE CEePHUje CIydajHUX MPOMEHBUBUX 38 KOj€ MPETHOCTAaBLAMO Na UMAjy
ucty pacnoneny. Vitepamuje, kox BehinHe MeTaxeyprUCTUUKAX METOIa, Cy MehycoOHO 3aBUCHE NOK
HEe3aBUCHOCT TIOCTOJU CaMO KO MeTona ciaydajuor xona (emr. random walk).

OcHOBHe mpueje DOKa3a KOHBEPIEHIMjE 3a pa3He METAXeypPUCTUYKe METONe IPUKa3aHe Cy
pany ayropa Boarepa I'yrjapa [15], omakie cy ycBojeHe HOTanuja u AeGUHULN]E PENPOLYKOBAHE
y HacTaBKy U Kopumihene 3a omuc kouBepreumnuje BCO anropurMma.

IlBe cranmapaHe GehUHAUIje KOHBEPIeHIMje HA3a CIydajHUX IPOMEHLUBUX Xy, rae je ca Pp.(.)
o3HaueHa BepoBarHoha omrosapajyher morabaja, cy:

THe¢puuunmja 1. Hus cayuajuux npomenmusux (X1, Xo,...) KoHBepurpa ca geposamuoliom jedan
Ka Ciy4JajHOj npoMenmuBoj X * yromuko je P.(lim;_ o Xy = X*) = 1 1j. yrkonuro ca BepoBarHOohiom
jeman peamusamuja (1, T2,...) Hu3a (X;) KOHBeprupa peanusanuju z* om X*.

JHedpuuurnumja 2. Hus cayyajunx npomenmusux (X7, Xo, ...) KoHBepurpa y eeposamnohu Ka ciydaj-
HOj npoMenbuBoj X* yroIMKO 3a cBako € > 0 Baku ma je limy_, o Po(d( X, X*) > €) =0, rae je d
¢yHEUja pacTojama Ha npocTopy D u3 Kojer ciay4yajae mpoMeHbuBe X; y3UMa]jy CBOje BPETHOCTH.
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[TprnuroMm pemaBarma KOHKPETHUX IPo0OJieMa OBe AepUHUIMjEe Ce YIJIABHOM CBOJE Ha ODJIUK Y
KOjeM je TpaHrYHa BPeTHOCT X HEKM KOHCTAHTHU, JETEPMUHUCTUYKU ejieMeHT r*. Y Kroauko je D
KoHAvaH ckyn tana lebununuja 1 roacu: Xy koEBeprupa ka r* ca BepoBaTHONOM jenaH, YKOJIUKO
je

P(Fuz1l:Xy=a"Vi>u) =1,

nok Hepuannuja 2 raacu: Xy KOHBeprupa ka r* y BepoBaTHONM yKOJIMKO je tlim P.(X;=2")=1.
—00

Kox MeraxeyprCTUYKUX MeTOLa IOCMATPaHu HU3 (L1, Lo, ..., Ty, ...) The ; € D, npencrasma HU3
TPEHYTHO HAjOOLUX PElIeHa (xlt)sf) KOje pa3MaTpaHa MeTaXeypPUCTUYKA METOIA T€HEPUIIE TOKOM
urepanuja. Y TOM Ciyd4ajy (yHKnuja pacrojama uMa obnuk d(z;, ;) = |f(x;) — f(z;)|, Tj. npen-
CTaBJba AICOJIYTHY pa3inky oaronsapajyhux Bpennocty pyHKnuja immpma. Tarkobe, 3a Behuny mera-
XEeYPUCTUUKAX METONA Ne BaKUTU & UMM Ce T'e€HEPUIIe ONTUMAJHO PENIEkhe OHO Ce NAJhe IMPOoIa-
rupa kpo3 Hapense urepanuje. Kao mocimemuna, nona3uy HU3 nocraje (T1,Ta, ..., Te, ..., 252, ).

Y cBom pany I'yrjap pa3znukyje ABa Tuma KOHBEPTEHIMj€e: KOHBEPreHIINjy TPEHyTHO Hajbomer
pemena (enr. “best-so-far”) u rouseprennmjy no moxeay (enr. model convergence). Kouseprenmuja
TpeHyTHO HajOo/mer pemema pasMaTpa Oa JU TPEHYTHO HajOo/be peleme m?sf KOHBEprupa Ka
HEKOM ONTHUMAJHOM penewny =¥, kaga t — 00, OQHOCHO IO KOJUM yCJIOBAMA MOXKE 11 C€ FapaHTyje
na he f(x?sf) resgnTu Ka f* = min{f(z) : € D}. Osaj Tun xouBeprenmmje Takohe moapasymesa ma
ce KOHBEPTEHIMja ca BepoBaTHONOM jemaH M KOHBepPreHiuja y BepoBaTHohu mokiaamnajy. Konsep-
PeHNuja 1Mo MOIeJy mocMarpa kKoMnpoMmuc usmehy nperpaskuBarma U €KCIIOATAI]e HAMEIITAHeM
mapamMeTrapa aJropuTMa Koju, na OM KOHBEpPreHnuja ycreisa, Mopajy obe3bemutu omarosapajyhu
omuoc u3meby oBa mBa dakropa. Bam oakBor mogmesna moryhe je ma mpekoMepHA €KCILIOATAI]a
J[ONPUHECE IPEBPEMEHO] KOHBEPIeHIUj U K& CYyOONTUMAIHOM PEIIenY, NOK IPEKOMEPHO IPETPAKU-
Bame U3a3UBa ePeKTe CIydajHOr IpeTpaskKUBama U OHeMoryhiyje KoHBepreunujy no Mozueny (y ToM
CIyJajy HUje MCKJby4YeHa KOHBEPTeHNMja TPEHYTHO Hajbosmer pemema). OBaj TUl KOHBEpreHIM)je
3aXTeBa CJIOKEHUjU MaTEeMATUYKU alapaT, T€ Ta Yy OBOM pamy HeheMo pasmarparu.

YrepbuBame ycaosa, mox kojum he Hu3 Hajb0mux pemema BCO asropurma KOHBEPrupaTu Ka
ONTMMAJHOM, C€ MO:KE MCIUTATH pa3MaTpameM KOHBEPreHNWje mpema mpeoM tumy mo ['yrjapy.
Y oBoMm pamy pasmaTpa ce kouBeprenmuja ase Bapujante BCO asropurma: mezasucuu BCO u
BCO ca raobasHuUM 3HAWKEM TlIEe C€ CTEUEHO 3HAWEe MpOomarnpa Kpo3 ureparuyje, Tj. Ha rI00aTHOM
HUBOY.

3.2. KouBepreumuja Hajooswmer BCO pemema Ka ONTUMAJIJIHOM peIlemnhy

BCO merona ce mpuankKoM UMIJIEMEHTAIAje TpuiaarohaBa CBAKOM KOHKPETHOM MPOOJIEMY OII-
tumusammje. OBO yEbYUyje PENpe3eHTann]y pellena, MPaBUiIa 38 KOHCTPYUCAHE /MO IMPUKAIIA]Y
TPEHyTHUX pellermha, BUX0oBy omneny u nopebeme. [Iporpam ce msBprmmaBa Ha UCTOM WHCTAHIIOM
UTEepaIUjy IO UTEPAIU]y, HOK Ce He 3aA0BOJU Me(GUHUCAHU KPUTEPUjYM 3ayCTaBJbarha. KOHAUHO
pememe n3ppmasama BCO nporpama ce y3uma Kao HajOobe pememne TpoHaheHo mpe 3a10BOJbEHa
KpUTEpUjyMa 3ayCTaBibama. Y KOJIUKO HUje MO3HATO ONTUMAJIHO Pellelhe 3a AaTu mpobiieM, Huje
moryhe ompemutu kBaaurer koHauHor BCO pemema. Moryhe je jemumo moBeharw MakcuMmaHU
6poj mrepanyrja M Ha Taj HAUYMH MOKymaTH na ce 06e36emu 60/be KOHAYHO pPelleHhe.

ITa 6u ce omoryhuisno na BCO anropuram resepuiine ONTUMAJIHO pPelllekhe TOoTpebHo je 0be3be-
IUTU IpEeTPaKUBame KOMIJIETHOT IPOCTOPA Pellenha, Tj. Ja je HajMame jeqHa mJyesa cnocobHa aa
resepuine OUIIO KOje MOMYyCTHUBO DEIllelme Ca CTPOro mo3uTtuBHOM Beposaruohowm (p > 0). Camum
TUM U BepoBaTHONA reHepucama ONTUMAJNHOT pememna (p*) 6ulie crporo Beha ox mHyse. Ykoauko
cy urepamuje BCO aaropurma He3aBuUCHE, Taja ce BepoBaTHOoha p* TOKOM M3BpIIaBamha aJIro-
putMa He Mema. Y ToM ciaydajy, BCO (ca He3aBuCHUM mTepanujaMa) IpecTaBba PECTAPTOBAE
KUCTe CJIyJajHe MPOLedype U3 PA3JIUUUTUX [MOUYETHUX Tadaka. Kaxa ce y Ipolec 3aKibyduBatha
YEJBYYM TPEHYTHO Hajbosme pememe (/). mmm 6uno koja mpyra mmdopmammija omx riaoGagHOT
3Hauaja, mobujamo BCO aaropuram ca rsmobansHuMm 3HameM. Y TOM ciydajy, BepoBarHoha na
he aaropuram remepucary ONTHUMAJHO PEIIEH€ HUje KOHCTaHTa Beh ce Mema w3 urepauuje y
rnrepanujy, ofHOCHO Baskuhe p* = p*(t).
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Y HacTaBKy Cy IpeICTaBJ/hEHE IBE TEOpEMe: MPBa TeopeMa Aaje HOTpebaH M MOBOJBAH YCJIIOB
acUMIOTOTCKe KOHBepreHmuje HezaBucHOr BCO-a, mok mpyra TeopeMma naje MHOBOJbAH YCJIOB 34
acuMnTOTCKy KoHBepreunujy BCO anropmrMa ca riobaHUM 3HAMEM.

Teopema 1. Hexa je P*(t) eeposamnoha da he BCO aazopumam zenepucamu Heko ONMUMAAHO Pe-
wemwe ¥ bapem jeonom y npeur t umepayuja. Hexa je p* aeposamnoha da he buso xoja nuena zene-
pucamu onmumaano peuwewe. Tada, 3a npouzeonro € >0 u dogonrno geauxo t, je p* > 0 axo u camo
ako je P*(t) > 1 — e, odnocko

p* >0 < lim P*(t) =1.
t—o0

Jokas. (=) IIpernocraBuMo na Ce ONTUMAJHO DeIlelmhe He TeHepUlle y NPBUX ¢ uTepamuja Ipu-
sukoMm BCO msepmasama. Kana cy urepanuje HezaBucue, BepoBaTtaoha onrosapajyher morabaja
6uhe jemmaka (1 — p*)!. Uspas 1 — p* osmauasa BepoBaTHOhNy ma 6uio Koja muesa y GuUIO KO-
jeM tpenyTry (urepauuju) Hehe remepucatu onTumasHo pememe. Kao mocienuua osora, u3pas
(1—p*)t osmauaBa BepoBaTHONY Ma ce y IPBUX ¢ UTepamyja HUAje TEHEPUCAIO ONTUMAJHO pelere.
Tana u3z ycaosa p* > 0 nobujamo na je 1—p* < 1. Opo 3naun na he (1—p*)! onanatu kaxo t pacre.
Komauno, moxeMo ma s3akmyummo aa he P*(t), mTo je jemmaxo 1 — (1 — p*)t, 6Gutu mpomsBoLHO
6mu3y jenan 3a mOBOJLHO Besuko t, jep je (1 —p*)t <e.

(<) HpernocraBumo na 3a € > 0 Basku ycuoB P*(t) > 1 — e, omnocuo ma he asropuram
reHepuCcaTy ONTUMAJHO Pellemne y HeKoj ol t ntepanuja, 3a t — 0o. Kako Bawu 1—(1—p*)t > 1—¢,
TO je p* > 0, jep y cynporHOoM nobujamo koHTpammknujy (3a p* =0 mobujamo & > 1). O

Y cayuajy ma nrepanuje BCO anropurma Hucy He3aBucCHe, BepoBaTHoha na he Ouio koja
myesia TeHepucaTu ONTUMAJIHO peIlele HUje BUIle KOHCTaHTHa Beh 3aBucu onx Opoja mrepamnuje,
1j. p* = p*(t). Y oBoMm cayuajy, noBosaHn ycios kouepreunuje BCO anropurma je ma mus p*(t)
“Ma CTPOTO MO3UTUBHY NOKY TPAHUIY, Tj. Pmin > 0. OBo onucyje caemneha Teopema.

Teopema 2. Hexa je P*(t) eeposamnoha da e BCO anzopumam zenepucamu Heko ONMUMAAHO Pe-
wemwe T* bapem jednom y npeuz t umepayuja. Hexa je p*(t) eeposamnohia da he y t-moj umepayuju
OUNO KOJG NUEAQ 2EREPUCAMU ONMUMAAKO pewene. Tada 3a npoussonno € > 0 u dosorno seauro t,
u3 p*(t) = Pmin > 0 caedu da je P*(t) = 1 — ¢, odnocho

lim P*(t) = 1.

t— o0
Hoxas. VI3 ycnosa p*(t) = pmin > 0 mmamo xa je 1 —p*(t) < 1 — pmin, 3a cBako t. Ilpernmoctasumo
Ia ce ONTHMAJIHO pellelme He TeHepume y OpBux t wmrepamnuja npuiamkomM BCO wum3Bpmasama.
Beposaruoha ongrosapajyher morahaja jemunara je szl(lfp*(i)) (Bumern y [17], nema 1). IIpema
YCIOBY TEOpEMe MMaMO Ia je H§:1(1 —p*()) < (1 = pmin)t, onaxie mobujamo

t
i=1

Kako (1 — pmin)t — 0, 3at — 00, Ha ocHoBy mperxomne Teopeme (Teopema 1) moskemo

3akpyunTu ga he P*(t) 6uty npowsBossHO Oin3y jemaH 3a JOBOJLHO BEJIMKO f, OXHOCHO Ia

limy o0 P*(t) = 1. 0

N3 Teopeme 1 u Teopeme 2 cnemu ma je ycnoB na mvmiaemeHtanuja BCO anropurMma KOH-
Beprupa Ka OINTHMMAJHOM pelleikhy OOromaH m300p penpe3eHTalnyje pelmemna W OPaBUIa KOH-
cTpykunje/Monuduranyje koju oMmoryhasajy remepucame ONTUMAJIHOL PeIlena ca BepOBaTHOOM
Behom ox 0. Teopema 1 maje morpebam u moBosman ycaos 3a BCO asropuraMm ca HE3aBUCHUM U-
TepanujamMa, Aok TeopeMa 2 maje moBosaH yciaoB kouBepreniuje BCO amropurMma ca riaobdaiaHum
snameM. [loronan m3bop pempeseHTaluje pelema ce MOKe npeacrtaBuTu Ha npumepy TSP npo6-
aema (mpobieM TProBaukOr IyTHUKA [3]): YKOJMKO je pelleme IPEeICTABHEHO Kao IepMyTaluja
rpajgosa, Tana je BepoBaTHONA remeprcama ONTUMAJHOr IyTa (ONTUMAJIHE IepMyTanuje), Haj-
Mame jeganaka 1/n!l, mro je crporo Behe on myie.
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4. 3akmpyuak

Ontuvmuzanuja xkosnounjoM muena (BCO) je mMeraxeypucTruka MeToma KOja HNPUNALa TPYIA
TeXHUKa Oa3WpaHUX HA MHTEIUTEHIU]U POja, MHCOUPUCAHA MOHAIIAMmeM muesa y npupoau. BCO
MeTOa ce IOKa3aJjia IIOrOJHOM 3a peNlaBam-€ ONTUMU3AIUOHUX IpobaeMa 1 10 cala je IpUMeHeHa
Ha BeJUKOM Opojy mpobiema: pyTupama, Jouupama, pacnopebuBama, Mequiuae, TPOjeKTOBAhA,
MperKa, HepeKuIHe u koMbrHosane ontumusanuje [42]. Mako je mo canga npuMeneHa Ha BEJIUKOM
6pojy onTmMm3anumoHUX HpobiaeMa, aHAIM3a MepPGOPMAHCH OBE METOAE BPIIEHA j€ KCKJIbYUJUBO
eMIIMPUjCKU HA T KOHKPETHUM WMIIJIEMEHTAIjaMa.

Y 0oBOM pamny je IO MPBU IyT U3JIOKEHA TEOPUjCKA aHAJMN3a aCUMITOTCKE KOHBEPTEHIUje IBE
Bep3uje BCO amnropurma: BCO asropuram ca meszaBucuuM ureparujama u BCO aaropuram ca
ra00aNHIM 3HAKeM. Y TBPIUIN CMO JOBOJbaH (1 moTpebaH) ycioB, Koju obe Bep3uje MOopajy na
3a,10BObe na 6u HajOome mpoHaheHO pemreme KOHBEPrUPAJO Ka ONTUMAJIHOM. 3aK/bYydak je 1a
he BCO aaropuram KOHBEPruUpaTU Ka ONTUMAJIHOM PEIIEHY YKOJIUKO CMO WU3BPIIUJIMN IIOTOINAH
300D penpeseHTanuje pememna U IPaBUIa KOHCTPYKIUje/Moaudukanmje, Koju oMoryhasa reme-
pucame OUI0 KOjer OOMyCTUBOI pEllemna, Ma CAMUM TUM U ONTHUMAJIHOT. 10 y cTBapu 3HAYMU 1A je
BepoBaTHONA nma 6miIo KOja mUesa reHepuire OWIIO KOj€ ONTUMAJIHO PEUIEHEe Y CBAKOM TPEHYTKY
CTPOTO IO3UTUBHA.

Ilamuy KOpak y UCTaKUBAKY je UCOUTUBALE APYTOr TUlla KoHBepreuuuje no 'yrjapy (kousep-
reHnyje Mo MOJeNy) UCIOUTUBameM u3pasa 3a mapamerpe BCO auropurma koju he rapanrosatu
epuracuujy (Gp:KY) KOHBEPreHIM]y K& ONTUMAJHOM DENIenY.
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Apstrakt. U ovom radu predstavljen je jedan aplet raden u programskom jeziku Java za odredivanje da li je
neki graf k-obojiv ili ne. Problem k-obojivosti grafa podrazumeva bojenje ¢vorova grafa u K razliéitih boja pod
uslovom da su évorovi spojeni granom obojeni u razli¢ite boje. Problem k-obojivosti grafa se svodi na reSavanje
polinomskih jednacina stepena najvise K, §to ¢emo raditi primenom Grdbnerovih baza.

Kljuéne reéi: k-obojivost grafa; Grobnerove baze; sistemi polinomskih jednaéina

1. Uvad

U ovom radu razmatramo graf G sa n ¢vorova, gde su svaka dva ¢vora spojena sa najvise jednom
granom. Nas cilj je da predstavimo Java aplet za reSavanje problema obojivosti grafa G. Graf G je
obojiv ako se ¢vorovi grafa mogu obojiti tako da su svaka dva susedna Cvora obojena razliCitim
bojama. Od interesa je naci i najmanji broj boja koji je potreban da bi se graf obojio. Ako se graf G
moZe obojiti sa najmanje k boja, nazivamo ga k-obojivim.

Bojenje grafa (eng. Graph Coloring) [8] je dobro poznat problem u matematici i informatici.
Postoje i razne prakti¢ne primene bojenja grafova kao $to su: kontrola letenja [2], pravljenje rasporeda
[9], alokacija registara [4], dodela radio frekvencija [10], sudoku, kao i mnoge druge. Takode, brojni
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su i metodi za reSavanje problema bojenja grafa [3]. U ovom radu opredelili smo se za primenu teorije
Grdbnerovih baza [1], [5], [6], [7]- Teorija Grobnerovih baza moZe se Koristiti za dobijanje odgovora
na pitanje da li je za konkretno k dati graf G k-obojiv, takode koris¢enjem teorije Grobnerovih baza
moZemo odrediti kako da obojimo ¢vorove.

2. Matematicka reprezentacija problema 3-obojivosti grafa

U ovom odeljku da¢emo detaljnu reprezentaciju problema 3-obojivosti grafa. Oznacimo sa & #
1 kompleksan broj za koji vazi &3 = 1. Tre¢im korenima iz jedinice 1, &2 moZzemo reprezentovati
tri razli¢ite boje (npr. crvenu, plavu i zelenu) u koje bojimo &vorove grafa. Za broj E vazi 1 + £+ & =
0. Neka je V = {xq,x3, ..., x,} skup Evorova grafa G. Svakom ¢&voru grafa G dodeljujemo jedan od
brojeva 1,&,&2, pri éemu &vorovima spojenim granom dodeljujemo razli¢ite od ovih brojeva. Takode,
svakom &voru od G dodeljujemo i polinom x} —1=10, 1 <i<n. Iz jednakosti x} =x’ =1
dobijamo izraz x}—x’ =0, koji lako faktorisemo (x; —x;)(x? + x;x +x7) = 0. Prema tome,

zakljuCujemo da ¢vorovi x; i x; imaju razliCite boje ako i samo ako vaZzi x? + XX + ij = 0.

Neka je | ideal prstena polinoma po n promenljivih nad poljem kompleksnih brojeva
X[x4,x3, ..., X, ] generisan polinomima koji odgovaraju jedna¢inam za graf G

x}-1=0, 1<i<n,
2 2 X : 1)
Xp txix +x° = 0 za susedne ¢vorove x; 1X;.
Neka je x; > x; > -+ > x,, i neka je u prstenu X[xq, x5, ..., x,] zadat leksikografski poredak. Baza
B ideala | je Grébnerova baza ideala | ako i samo ako je ostatak pri deljenju S-polinoma bilo koja dva
razli¢ita polinoma iz B sa B jednak nuli. Kao posledicu slabe Hilbert's Nullstellensatz teoreme
zakljuéujemo da sistem jednacina (1) nema reSenje ako i samo ako konstanta pripada Grobnerovoj
bazi ideala |. Nasa glavna ideja je da napravimo softver koji ¢e da proverava ovaj uslov. Pre nego $to
predemo na opis realizacije Java apleta za ispitivanje 3-obojivosti grafa, ilustrujmo prethodno
razmatranje na jednom konkretnom primeru. Neka je dat graf G sa 8 ¢vorova na slici 1.

Yg ) Sistem jednacina koji odgovara datom grafu je
"aj o x}—1=0,za1<i<8,
M ’- . xi2 + X% + sz =0 za
e ) e{(12),(15),(1,6),(23),(24),(28),
[ I\ (3,4),(3,8), (4,5),(4,7),(5,6)(5,7),(6,7),(7,8)}.
\ Grobnerova baza ideala | koji je generisan
) —%x polinomima koji odgovaraju jedna¢inama grafa G je
-
Xs
Slika 1. Graf G B = {x; = X7, X3 + X7 + Xg, X3 — X7, X4 — Xg,

Xs + X7 + Xg, Xg — Xg, x% + x7xg + xé, xg’ -1}

Kako nijedna konstanta ne pripada Grobnerovoj bazi B ideala | graf G je 3-obojiv. Posto je polinom
x3 — 1 element Grébnerove baze B ideala | za &vor xg mozemo da izaberemo proizvoljnu boju. Neka
je on npr. crvene boje. Polinomi Grdbnerove baze B, x; — xg, x¢ — xg ham daju da su i ¢vorovi xy i
x crvene boje. Dalje, kako je x3 + x;xg + x3 element Grébnerove baze B imamo da je &vor x, boje
koja se razlikuje od crvene, npr. plave je boje. A zatim zbog polinoma x; — x7, x3 — x7 dobijamo da
su i ¢vorovi xq i x3 plavi. Na kraju polinomi x, + x7 + xg, x5 + x7 + xg impliciraju da su ¢vorovi
X, 1 x5 iste boje koja je razli¢ita od boja ¢vorova x; i xg. Prema tome, date ¢vorove bojimo u zeleno.

Na narednoj slici predstavljen je obojen graf G prema upravo izvedenim pravilima.
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Slika 2. Obojen graf G

Jasno je da se prethodno razmatranje moze lako uopstiti za proizvoljno k. U tom slu¢aju umesto
sistema (1) razmatramo sistem

x¥—1=0, 1<i<n,

k—=1-s (2)

k24 = 0 za susedne ¢vorove x; i %;.

5=0 Xi° X
3. Parser

Graficki korisnicki interfejs je raden u paketu JUNG - JavaUniver sal Networ k/GraphFramewor k.

Pomocu sistemskih funkcija koje obezbeduje ovaj paket, informacije o ¢vorovima i granama smo
dohvatali u vidu Stringa. Npr. Za ¢vorove 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 1 grane koje su incidentne sa ¢vorovima
1i2,1i5/1i6,213,214,218,314,318,4i15,417,516,517,6i7,71i8, taj ring je izgledao
ovako

“Vertices: 1,2,3,4,5,6,7,8

Edges: [1,2][1,5][1,6][2,3][2,4][2,8][3,4][3,8][4.5][4,7][5,6][5,7][6.7][7.8]" .

Podaci ovakvog tipa nama u daljem radu nisu bili odgovarajuci, pa ih je bilo potrebno prebaciti u novi
format. U daljem tekstu ¢e biti opisani podaci koje smo dobili koriste¢i podatke koje nam je
obezbedio paket JUNG uz dodatno pojasnjenje ilustrovano na gore navedenom primeru prosledenih
podataka.

Najpre je trebalo odrediti broj ¢vorova i tu informaciju smo ¢uvali u polju Number OfNodes. U ovom
primeru broj ¢vorova je 8. Takode je bilo potrebno odrediti i broj grana u grafu i ovu informaciju smo
¢uvali u polju NumberOfLinks. U ovom primeru broj grana je 14. Oba ova polja su tipa Integer.
Informacije o ¢vorovima smo ¢uvali u jednodimenzionalnom nizu Nodes koji je tipa Integer i u
zadatom primeru on izgleda ovako: 1 2 3 4 5 6 7 8, a informacije o granama smo cuvali u

dvodimenzionalnom nizu Links ¢iji su ¢lanovi takode tipa Integer i za dati primer izgleda ovako:
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Bilo je potrebno formirati i matricu susedstva grafa da bi se u kasnijem radu moglo lako utvrditi koji
su ¢vorovi susedni, a koji nisu. Elementi ove matrice su tipa Integer i mogu imati vrednost 0 — ako
¢vorovi nisu spojeni ili 1 — ako su ¢vorovi spojeni granom. Posto je graf neorijetnisan, matrica je

simetri¢na i za uzeti primer izgleda ovako:

CoOR ROOR O
_ OO OoOR OR O
oORORORR O
R OR kR OO O

P OOOR RO R
SRR ORrR OO R
OSRrRrO RO OO R
IO}—‘OOOHF—\C‘D

Poslednja stvar koju je ovaj Parser pravio je niz Stringova koji predstavljaju polinome, gde je za
svaki ¢vor i za svaku granu odredjen po ta¢no jedan polinom. Za ovaj primer taj niz Sringova izgleda
ovako:
X -1=0x3-1=0x3-1=0x}-1=0,x2-1=0x2-1=0x3-1=0,x3 —-1=0,
x2 + x1%5 + x5 = 0,x7 + x1 X5 +x§ =0,x% +x1Xg + x2 = 0,x5 + x,x3 + x2 =0,
X3+ x3%4 + x5 = 0,x5 + x5 + X2 = 0,x% + x3x4 + x2 = 0,x3 + x3xg + x5 = 0,
X2 + x4Xs +x§ =0,x2 +x4%7 + x% = O,xé + x5x6 + x2 =0,

xé + x5x7 + x2 = 0,x2 + x6x7 + x2 = 0,x% + x7xg + x2 = 0.

Kasnije smo ove Stringove pretvarali u objekte tipa Polynomial i algoritmu redukcije prosledivali

takve podatke da bi dobili odgovor da li je dati graf obojiv ili ne.

4. OkruZenjei razvojni alati

Za izradu ove aplikacije koris¢eno je NetBeans razvojno okruzenje (IDE - Integrated devel opment

environment) verzija 7.3, koje se moZe naci na adresi https://netbeans.org/downloads/. Od razvojnih

alata kor$c¢eni su Java razvojni alati (JDK - Java Development Kit) verzije 1.7.0_17, koji se mogu

skinuti sa slede¢e adrese http://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html.

Glavne komponente grafickog korisnickog interfejsa (GUI - Graphical user interface) poticu iz

SWING Java paketa (skup alatki za rad i pravljenje grafickog korisnickog interfejsa).

Pri izradi aplikacije koriS¢en je tzv. skup biblioteka ili radni okvir (framework) JUNG, koji se
moZe skinuti sa adrese http://sourceforge.net/projects/jung/files/jung/jung-2.0.1/. JUNG skup

biblioteka se koristi za modelovanje, analizu i predstavljanje grafova. Pomoc¢u ovog radnog okvira
mogucée je predstaviti orijentisane i neorijentisane grafove, multi-modalne grafove, grafove sa
paralelnim granama kao i hipergrafove. JUNG pruza i moguénost obelezavanja svih elemenata grafa

(¢vorova, grana, itd...). Pojedini karakteristicni algoritmi za rad sa grafovima su takode deo ovog
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skupa biblioteka. JUNG paket omogucava i vizuelizaciju grafova, tj. laksi nacin rada sa grafovima
kao i interakciju korisnika i aplikacije koja koristi JUNG paket. JUNG je skup biblioteka sa
otkrivenim kodom (open-source). Verzija koja je koris¢ena pri izradi aplikacije je ujedno i najnovija

2.0.1. Uslov za koriS¢enje ovog radnog okvira je postojanje JDK verzije 1.5 ili vece, na racunaru.
4.1.0 grafovimaradnog okvira JUNG

U JUNG paketu graf je definisan pomo¢i interfejsa Graph<V, E> iz edu.uci.icsjung.graph. Ovaj

interfejs obezbeduje osnovne operacije nad grafovima, kao $to su:

e dodavanje i uklanjanje ¢vorova i grana grafa;
e dohvatanje ¢vorova i grana,
e dohvatanje informacija o ¢vorovima i granama;

e pravljenje usmerenih i neusmerenih grafova.

U interfejsu Graph<V,E>, V predstavlja tip ¢vorova, u aplikaciji je koriS¢en tip celih brojeva
(Integer), E predstavlja tip grana, u aplikaciji je koriS¢en tip niska karaktera (String). Interfesj
Graph<V,E> poseduje metodu toString(); kojom se vrsi ispis grafa u tekstualnom obliku:

The graph g = Vertices: 1, 2,3,4,5,6,7,8
Edges: Edge-A[ 1, 2] Edge-B[1, 5] Edge-C[ 1, 6]

Predstavljanje grafa u grafickom korisnickom interfesju (GUI) se vrsi ,kaskadno“. Glavna
komponenta graficke predstave grafa je VisualizationViewer<V,E> koja se inicijalizuje
komponentom Layout<V,E> koja se inicijalizuje grafom. Ovde V i E predstavljaju tipove ¢vorova i
grana. Interakcija miSem se obezbeduje preko komponente EditingModalGraphMouse koja se
inicijalizuje komponentama Render Context, VertexFactory, EdgeFactory. EditingModal GraphMouse

se ,,registruje* kod komponente VisualizationViewer.

Pogodnost koris¢enja JUNG paketa, je ta Sto se VisualizationViewer moze ,,upakovati* u bilo koju
SWING kontejner komponentu, u aplikaciji je to bio jPandl.

4.2. NetBeans, SWING i JUNG

Prilikom rada u NetBeans okruZenju, moZe se desiti da ,ubacivanje* VisualizationViewera u
SWING komponentu bude sa poteskocama. Naime, NetBeans postavlja podrazumevani raspored
komponenti (Layout) u kontejneru na Flow Layout. Ubacivanje u ovakav raspored je malo vise
zahtevno, ako se ubacivanje vrsi iz koda, kao S$to je bio slucaj sa ovom aplikacijom. Da bi se ovaj
problem reSio potrebno je postaviti raspored (Layout) SWMING kontejnera na bilo koji sem Flow

Layout, u aplikaciji je koris¢en Grid Layout.
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24 Graph Coloring L=l Prilikom generisanja primera grafa,

Menu Examples Mousellodel

© TRANSFORMING odnosno kreiranja grafa iz koda,
OPICKING 2
® EDITING 3

Reset  Colorit neophodno je Kkoristiti Spars Multigraph

Y

to je posebna vrsta grafa koja ima kruzni
Layout i ona se nalazi u JUNG paketu.
U suprotnom ukoliko se ne koristi ova
: vrsta grafa svi ¢vorovi i grane koje se
generiSu iz koda bi¢e rasporedeni u
jednoj tacki. Da bi se kreirali ¢vorovi i
grane grafa potrebno je poStovati
JUNGovu strukturu i kreirati ¢vorove i
grane grafa preko Factory da bi se

kreirali jedinstveni ¢vorovi i jedinstvene

grane, odnosno da bi se kreirao

Slika 3. Primer grafa sa 5 &vorova jedinstveni Integer i jedinstven String.

Na Slici 3 prikazan je i izgled odabira moda rada. Implementirano je tri moda rada. Prvi mod na
slici oznacen sa 1 je Transforming mod. U Transforming modu mogucée je pomerati graf unutar radne
povrsine, zumirati i menjati pogled na graf u 3D i 2D varijanti. U ovom modu nije moguce dodavati
nove grane i ¢vorove 1 nije moguce njihovo brisanje. Slede¢i mod koji je implementiran je na slici
oznacen sa brojem 2 to je Picking mod. U Picking modu je omoguéeno samo biranje pojedinac¢nih
¢vorova i njihovo izmestanje. Tre¢i i poslednji mod na slici oznacen sa brojem 3 je Editing mod. U
Editing modu je omoguceno brisanje i dodavanje novih ¢vorova i grana. Klikom na levi taster misa na
radnu povrSinu kreira se ¢vor. Grana se generiSe tako $to se mi$ prevlaci sa pritisnutim levim klikom

sa jednog C¢vora na drugi.

Na Slici 3 prikazan je i izgled aplikacije. Aplikacija se sastoji iz radne povrSine za crtanje,
padajuceg menija, dva taster, za resetovanje radne povrsSine i za bojenje grafa. Klikom na Reset sve
Sto se nalazi na radnoj povrSini bie obrisano. Brisanje radne povrSine moguce je uraditi i iz
padajuceg menija. Klikom na Menu otvaraju se opcije za bojenje grafa i za ¢iS€enje (resetovanje)
radne povrsine. Klikom na taster Color it graf se boji ukoliko je obojiv (kao na Slici 4) u suprotnom
ispisace se labela da graf nije obojiv (kao na Slici 5). Za sve kontrole i za sve opcije postoje
implementirane skracenice sa tastature tako da je moguce kontorlisati celu aplikaciju sa tastature.
Bojenje grafa moZe da potraje i duZze od sat vremena jer se Koristi algoritam redukcije nad

Grdbnerovom bazom §to je matemati¢ki veoma kompleksan i vremenski veoma zahtevan problem.
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& Graph Coloring

e

o Graph Coloring

[=] E [

Menu Examples Mouse Mode

Reset  Colorit

Menu Examples Mouse Mode

The Graph Is Not 3-Colorable!

Reset  Colorit

Slika 4. Primer obojenog graf u 3 boje Slika 5. Primer grafa koji se ne moZe obojiti u tri boje

5. Zakljucak

U drugoj sekciji rada smo na konkretnom primeru pokazali kako se problem tri obojivosti grafa reSava
primenom teorije Grobnerovih baza. Pomocu datog primera smo ilustrovali sve korake formiranja
Java aplikacije. Standardan algoritam za odredivanje Grobnerove baze koris¢en je u pozadini. Zbog
sloZenosti matematickih racunanja, pri veéem broju Cvorava, rezultat se moze dobiti nakon
viSeminutnog ¢ekanja. U poslednjoj glavi je dat kratak opis svih alata koji su koriS¢eni i detaljno je

opisan izgled aplikacije.

Zahvalnica. B. Malesevi¢ i |. Jovovi¢ su podrzani od strane Ministarstva prosvete, nauke i
tehnoloskog razvoja, projekat Analiza i algebra sa primenama, evidencioni broj projekta 174032.
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AIICTPAKT: Pa3smaTpaMo INpUMEHE MaTeMaTHKE Ha €JEMEHTapHa KpeTama. JemaH on
IIUJbEBA OBOI Ipe/aBama je Momynapusanuja Hayke. [Imanupamo na mpepaBame 00yxBaTu
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» Dynamical Systems and Stochastic Differential Equationsin Geo-Ecological-Modelling:
Avenuesfor Future Research and Education®

ABSTRACT: Dynamical systems approaches are used to model spatial changes of ecosystems
and their interactions. Such systems have shown how chaos may emerge from even simple
systems of differential equations. Aside of deterministic equations, stochastic differential
models have also been used to model spatial ecological processes. What is the state of
knowledge about them? What education should be made to advance our understanding of
ecosystems and geosystems?

This paper aims to present an evaluation of the main achievements and the main drawbacks
of the use of such deterministic and stochastic spatial (geographic) models of ecosystems and
to outline future avenues for research and education.

The methods here are a) to outline the most relevant such models and b) to evaluate their
usefulness in modelling real data.

The results consist in: a) the identification of the areas of ecology and geosciences where
particular mathematical difficulties arise in explanations of real physical geo-eco-systems, b)
an exploration of the prospects for future research and education in this field.

Concluding, there are ample margins for mathematical research and education in the field
of complex geo-eco-systems modelling, particularly with respect to issues emerging from the
study of chaotic behaviors, attractors, discrete/continuous space-time models etc.

Keywords: Geo-Ecological Modelling, Dynamical Systems, Future research, Education
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Ipeapar Jannuuh, Yausepsuter y beorpany, Maremarnuku ¢axkynrer
» AT u ceoherwe na SAT"

AIICTPAKT:Tlpo6nem SAT je mpoOieM 3aJ0BOJBMBOCTH y MCKa3HO]j jJoruiu. To je mpBu
npobseM 3a Koju je AokazaHo na je NP xommieran M oH je jouml yBek IieHTpamHu NP
KoMmIuieTaH npooneM. [lopen Teopujckor 3Hauaja, mpobdiem SAT uma u u3y3eraH NPaKTUIHU
3Ha4yaj. TOKOM MpeTXoJHMX TOAWHA, Ha MoJby pa3Boja SAT pemaBadya MOCTHHYT je
M3BaHpeNaH Mporpec MTo je oMoryhuno mwuxoBe MpUMEHEe y OpojHMM oOnacTuma Kao, Ha
npuMep, y Bepudukauuju xapasepa W coTBepa, IUIaHHpamy, pacrnopehuBamy,
KpuntoaHanusu, utA. OOuM4HO ce mpobimemu cBoje Ha SAT TexHMKamMa M amaTuMa
crienyjaine HaMeHe. Y u3naramy he Outn npencrasibeH cucteM URSA koju, 3a pa3nuky on
cucreMa oceOHUX HaMeHa, cBoljeme Ha SAT Bpmu Ha yHUpOpMaH HaunH. CHCTEM ce MOXKe
cMaTpaTd M ONIUTUM CHCTEMOM 3a TIpOrpaMHUpamke OrpaHUYeHa, Tj. CHUCTEMOM 32
MOJICTIOBAmk-Ee MOTOAHUM 32 CHEIM(PUKOBAKE M pEIIaBame MIMPOKe Kiace mnpobiema (HIp.
CSP npob6nema u NP xommiernux npobnema). HomatHo, cucreM URSA yBomy HOBY,
MMIEPAaTUBHO-/ICKIApaTUBHY NPOTPAaMCKy Hapagurmy. Y wusjaramby he OUTH yKpaTKo
IIpUKa3aHe U Heke KOHKpeTHe npuMeHe cuctema URSA.
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| CEKIIUJA: MATEMATUKA U TIPUMEHE JAHAC

IMaBae MaanenoBuh, Yuusepsuret y beorpany, Marematiuku akynrer
» EXtreme values and regularly varying functions’

ABSTRACT: Regularly varying functions play the key role in probabilistic extreme value
theory, particularly in determining the domains of attraction of extreme value distributions.
The class of random variables with regularly varying tails belongs to the class of sub-
exponential distributions, and the later one is of great importance in insurance mathematics.
Random variables with regularly varying tails are often used in stochastic modeling in many
other applications. Tail index estimation and high quantiles estimation are the problems that
appear naturally in such situations. The problem of extreme values in incomplete samples
from stationary sequences also attracts attention in the last few decades. A review of results
on the topics mention above will be presented.

Keywords: Extreme value distributions, Domains of attraction, Regularly varying functions,
Missing observations, Tail index estimation

Baagumup [Aparosuh, Karapuna Kykuh, Marematnuku ucarutyr CAHY
wIUCKDUMUHAHMHO cenapaduInHu ROJTUHOMU U RPUMeEHeE"

AIICTPAKT: PazmaTpaMoO AMCKPUMHMHAHTHO cenapaOuiIHE MOJIMHOME OJf TPU MPOMEHIbUBE
CTeleHa J[Ba MO CBAaKoO] NMPOMEHJbUBO]. IbUX0BO NEe(DUHHUIIMOHO CBOJCTBO je Pa3IOKUBOCT
JUCKPUMHHAHTH Kao MPOM3BOJA JBa MOJMHOMA O]l TIO jeAHe mpoMeHsbHBe. KoHCTpyHIeMo
JMCKPETHE M HEMPEKUIHE AMHAMHUYKE CHCTEME YHhja C€ MHTErpaluja 3aCHUBA Ha HaBEIEHOM
CBOJCTBY JHCKpUMHUHHaHTe cenapabuiHoctd. Kao mnpuMeHy HaBOAMMO —CiydajeBe
KupxoBspeBor 3agaraka u3 Teopuje enactuka 1 CKOJOBIJbEB Cy4aj TUHAMHUKE KPYTOT Tela y
uaeanHoM ¢uynay. MOTHBAIIMOHM TpUMEp je claBHM 3anaTak KoBasbeBcke O poTaruju
KPYTOT Tella OKO HEMOKPETHE TauKe.

Kwyune peuu: NUCKPUMHUHAHTHO CeMapaOWIIHU TOJIMHOMH, HWHTETPAOWIIHOCT, JWHAMUKA
KpYTOT Tena, KBaJ-padoBu

Munenko IInkyia, Bucoka ocjaoBHO-TEXHUYKA IIKOJIA YIKULE

OumBepa MapkoBuh, Yausepsuret y Kparyjesity, Yuuresscku paxynarer Yxuue
Jbyouna /InxkoBuh, Brucoka nocjioBHO-TEXHUYKA HIKOIA YKHUILIE

»Memooe pewrasara 00pHYymuUx cCReKMpPanHux 3a0amaKa 3a ZpaHudne 3a0amKe muna
HImypm-Jluyeuna*

AIICTPAKT: Y pagy ce mpuka3yjy TpU METOJE: METoJa CIeKTpanHe (yHKIMje, METo/aa
KapaKTepuUCTUYHUX (QyHKIMja u Merofa DypujeoBe aHamM3e Ha KOHAYHOM CETMEHTY.
Pa3marpajy ce ciiydajeBu 6€3 OTKIOHEHOT apryMEHTAa U C OTKIIOHCHUM apTyMEHTOM.
Kwyune peuu: cnextpanne QyHKuuje, kapakrepuctuune ¢ynkuuje, DypujeoBa aHamusa,
OTKJIOEEH apryMEHT
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Jesiena Joukosuh, Yuusepsurer y beorpany, ®@apmaneyrcku paxyaTer
IMaBae MaanenoBuh, Yuusepsuret y beorpany, Marematnuku akynrer
» Teopuja excmpemnux epeoHocmu u npoodaiemu yekara'

AIICTPAKT: KomOunatopHu mpoOieMu 4ekama MPUCYTHU Cy Y JIMTepaTypu U3 O0JIaCTH
Teopuje BepoBarHohe Beh HEKONMKO JeneHHja. Y HUXOBOM pellaBamy IOCTOJH BHIIE
MPUCTYIA, KOJU YKIbYUYjy KOpHIIheme pa3HOBPCHUX MAaTeMaTHYKUX TEXHUKA. Y OBOM pany
O6uhe mnpuKa3aHW pe3ynTaTH JOOMjEHH NPUMEHOM TEOpHUje EKCTPEMHUX BPEIHOCTU KOJ
jeaHor Tumna oBUX Ipobiema (mpobiieM CKyIybamba KyIoHa).

Kwyune peuu: mpobiieM CKyIUbamkba KYyIOHA, TPaHUYHE TEOpEMeE, pacrojielie eKCTPEeMHUX
BpenHoCTH, reHepanucane [lapetose pacmonene

Jparana Henuh, Yausepsuter y crounom CapajeBy, CaoOpahajuu ¢akynter [1060j
Mmuaenko IMuxyna, Yausepsuret y Mcrounom CapajeBy, @unozodeku dpaxynrer [ane
Jyman JoxkanoBuh, Yausepsuret y ctounom CapajeBy, @axkynreT 3a IPOU3BOIBY U
MeHayuMeHT Tpebume

»Memooa F - peoosa y uneepznum 3aoayuma 3a onepamope muna IllImypm-Jluysuna*

AIICTPAKT: 3a oneparop renepucan auepeHIfjaTHIM U3pa3oM
-y'(x)+a(x)y(ax), geL,[0,7], a<(0.1],

ca pa3aujesbeHUM IPAaHUYHUM YCIOBUMA

y'(0)—hy(0)=0

Y'(7)+Hy(r)=0, hHeR,

71aje ce pjelemhe MHBEP3HOT CIIEKTPAIHOT 3a/1aTka MeTo1oM PyprjeoBUX peaoBa.
Kwyune pujeuu: uapep3au 3anaiu, OypujeoBu peoBu

Henapn I1. lakuh, Yuausepsurer y beorpany, Enexrporexuuyku daxkynrer
I'pagumup B. MusiopanoBuh, Cpricka akageMuja Hayka 1 yMETHOCTH

w/lexcandposeu nonunomu u Jexncandp-Cmupnunzoeu opojeeu”

AIICTPAKT: Y pagy ce pa3Marpajy HEka mpy4yaBamba y (YHKIMOHAIHO] aHAJIU3U Koja Cy
J0BeJa y Be3y OpTOroHayiHe mosmHoMe JlexaHapoBor TUra M KOMOWHATOpHE OpojeBe
CrupnunaroBor Ttumna. bpojeBM koju ce mojaBibyjy BeoMa cy ciau4Hd CTUPIMHTOBUM
OpojeBuMa ma je 3a BHUX yBeldeH HazuB Jlexxanap-CtupnunroBu OpojeBu. Hamenmene cy
peKypeHTHe penauuje, (yHKIMje TeHepaTpHuce, Oaro je KOMOMHATOPHO TyMaueme, a
JI0Ka3aHa je 1 HOBA EKCIUIMLUTHA (hopMya.

Hcrto tako, y paxy ce aje u jeHa o4 MOTyhux reHepaiusanuja Koja Kao CHelHjaiaH ciyyaj
cazipku OpojeBe npuapyx eHe JakoorjeBuM NoauHOMHUMA - JakoOu-CtupimHrose Opojese.
Keywords: Legendre-Stirling numbers, Stirling numbers of the second kind, Legendre
polynomials, left-definite theory, self-adjoint operator
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Katuna P. (CreBanoBuh) Xenpux, Marematnuku uactutyr CAHY, Mammncku ¢axynrer
VYHusep3urera y Humry

»Memooa ananumuuke Qyukyuje komnaexcne npomensuge y Teopuju enacmuunocmu u
Mexanuyu ¢payuoa’“

AIICTPAKT: TlpenaBameM ce NpUKa3yjy MOTyhHOCTH MeToJe aHalIuTH4Ke (yHKIHje
KOMIUIEKCHE TPOMEHJbUBE M KOH(GOPMHOT MPECIMKaBamka 3a pellaBambe 3a/aTaka Teopuje
eNIaCTUYHOCTH M MexaHuke (uymna. Kanma ce mpu mocraBibamby MoJeNa CTamba HAlOHA U
cTama Jedopmallrje Ipyu paBaHCKUM Harpe3amuMa J1eopMaOUITHUX TeNla 3aHEMapHu YTULA]
MaJIMX 3alPEMUHCKUX CHJIa y OJIHOCY Ha CIOJballllba aKTHBHA MOBPIIMHCKa omnrtepehema
KOMIIOHEHTE CTama HaloHa U CTama Jedopmalrja ce MOTy U3Pa3UTH MEKO OMXaPMOHU]JCKUX
¢ynkumja. [Ipu KOHCTPYKIMjU THX OMXapMOHHUjCKUX (YHKIM]ja 3a ClydajeBe HAIpPErHYTHX
I04Ya ca KOHTypama, KOje OrpaHHuaBajy BHIIECTPYKO MOBe3aHe obnacTu e(puKacHo ce
KOPUCTE aHATUTUYKE (PYHKIMje KMIUIEKCHE TIPOMEHJbUBE, KA0 LITO Cy TO MPBH IIyT MMOKA3aIH
Konocosu Mucxenucxsuin. OCHOBHA Hjigja OBE METO/IE je Ja Ce HaloHCKa (PYHKIMje U3pasu
noMohy aHaIMTHYKUX (YHKIMja KOMIUIEKCHE TIpOMEJbUMBE, IPH UYEeMy Mopa Jaa Ccy
3aJJ0BOJbEHH OJipel)eHr IpaHUvHU YCIOBH Ha KOHTYypama Ijloye, KojuMa ce 00yxBara yTHIa]
NOBPIIMHCKUX cuia. Ilpukazanu cy pe3ynraTd mHpuMeHe MeToje (yHKIMje KOMIUIEKCHE
MIPOMEHJbUBE U KOH(OPMAHOT MpeciKaBamba y pellaBamy 3a/1aTaka Halpes3amba eTUITHIHO
IIPECTEHACTE M KPY)KHO KpPYKHOIIpCTEHaTe IIIoYe M3 Marucrapckux pajosa (1989) JI.
JoBanosuha u C. Mutuh, xao pezynratu 100HMjeHH y IpUMEHH 3a oJpehuBame cTama HaroHa
U cTama JaedopMalrja y HaPerHyTUM MUE30KEPEMUYKUM MaTepHjajiiMa U3 MarucTapcKor
(2004) u moxtopckor pama (2005) Jb. Ilepuha, a xoju cy ypaheHH MOJ MEHTOPCTBOM
npeaaBaya.

Kwyune peuu: buxapmonujcka QyHKIHMja, aHATUTUYKA (YHKIMja KOMIUIEKCHE TPOMEHJbUBE,
KOH(GOPMHO TpeciuKaBame, MaroHu, jaedopMmanmje, KOHTYpHH YCIOBH, TeopHja
eJIACTUYHOCTH, NMME30KepaMuKa, MexaHuka Qynaa

Daniel A. Romano, Faculty of Mechanical Engineering, Banja Luka University, Faculty of
Education East Sarajevo University
» TWo new classes of relations and their finite extensions*

ABSTRACT: In this paper the concepts of two new classes of relations on sets are introduced.
Characterizations of this relations are obtained. In addition, particulary we show when the
anti-order relation is a member of these new classes. Further on, the concept of finitely
extension of these two new classes of relations are introduced and analyzed.

Keywords: Relations, type of relation

Crojan O0panoBuh, Bucoka nikosna 3a BacruTaue CTpyYKOBHHUX CTynHja, AJEKCHHALL
Cao6onan HunkoBuh, ActponomMcka orncepsaropuja, beorpan
» Ocnoene ghopme npumene mamemamuxe y guzuyu”

AIICTPAKT: Y pany je pa3MaTpaHa yJiora MaTeMaTHKe y 1001jamby HOBOT 3Hamba y (GU3HUIIH.
[Ipoydene cy ocHOBHE opMe peannsanrje XeyprucTuike (pyHKIHMje MaTeMaTuke Ha
TEOPHUJCKOM U EMITUPUJCKOM HUBOY Ca3Hama: IeyKTUBHO U3BOhEmE MOCIeIuIa U3 CUCTEMA
aKcuoMa TeopHje, METO]I MaTeMaTU4Ke XUIIOTe3e, ,,dUCTH  JOKA3u MOCTOjamba o0jekaTa u
mpoleca, MaTeMaTHIKO MOJCIUPAkhE, U3TPaliha MATEMAaTUKE Ha YHYTapMaTeMaTHIKIM
MPUHIMIIMA U MaTeMaTHYKa TEOpHja eKCIIEPUMEHTA.

Kwyune peyu: akcuom, TeopHja, MaTeMaTHUKa XUIIOTE3a, MOJIEN, €KCIIEPUMEHT
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L enka Zivadinovié, University of Belgrade, Faculty of Mathematics
Pavle Mladenovi¢, University of Belgrade, Faculty of Mathematics
» EXtreme values on partial samplesin uniform AR(1) processes*

ABSTRACT: Let (X,,),>1 be the uniform AR(1) process with parameter r > 2, and (¢, ),>1 a
0 — 1 sequence such that the limit lim,,_,, %ZZ=1 ¢, = p exists. Let M, be the maximum of

those X, 's for which k < n and ¢, = 1, and M,, = max{Xj, ..., X,,}. We prove that the limit
distribution of the random vector (I\ZL, Mn) as n — oo is not uniquely determined by the limit
value p. A simulation study and analysis of a simulated data set are presented.

The cases when the partial maximum M, is determined by certain point processes are
included in the simulation study.

Keywords: Extreme values; Uniform AR(1) processes; Partial samples

Besbko Byjuuuh, ucrpaxxusau npojexra Marematuukor uacturyra CAHY
» Bekmop y Eyknuo-Xunoepmoeoj akcuomamuyu'*

AIICTPAKT: HacnoBHa akcMOMAaTHKa 3aCHOBaHA je HA MOJMOBUMA JYKUHE, yria, TpOyria.
[Ton TMM ce ckpuBa BEKTOpCKa CTPYKTYpa IMPOCTOpa JI0 TaKBOT CTENEHA Ja j€ BHILIE BEKOBA
110jaM BEKTOpa OCTA0 HEMO3HAT.

Bektopu y BEeKTOPCKOM M TEH30PCKOM pauyHy HHMCY jenHaku. Jlecerak muraTa, OMINTA
neuHUIMja BEKTOpa, MHBAPUJaHTHOCT Y OJHOCY Ha KOOpJIMHATHE CHCTeME, YKIbyuyjyhu u
KpUBOJMHHjCKE cucTeme. [Ipumepu.

Kwyune peuyu: mojam BeKTOpa, BEKTOPCKM M TEH30pCKU pauyH, Eykmua-Xunbeprosa
aKCMOMaTHKa
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[l CEKIHUJA: MATEMATUKA U UTHO®OPMATUKA Y OBPA3OBABY

‘Byphuna Takaun, Yausepsurer y HoBom Cany, [Ipupoano-matematuuku pakynrer
Mupocaa Mapuh, Yausepsuter y beorpany, Marematnuku ¢dakyarer

I'opaana CrankoB, Brucoka TexHHYKa IIKOJIa CTPYKOBHUX cTyauja, CyboTuna
Aanexcannap Bennh, Yuusepsurer y beorpany, Matemarnuku Qakynrer

» Koonepamueno yuemwe (y pynama) — cpapuuu pynxuyuja*

AIICTPAKT: Y pany ce npuka3zyje npouec KOONEepaTHBHOT yuema (y rpynama o Mo YeTHpH
CTY/IEHTa) HACTaBHUX CaJ[pXKaja BE3aHUX 3a UCIUTUBAKE TOKa PYHKIMje y3 moMoh pauyHapa.
dopmupanu cMO XeTeporeHe rpyre npemMa alropuTMy Imo3Hartor ayropa, Karana, y3umajyhu
y 003up criocoOHOCTH U ofHOCE u3Mel)y cTyneHaTa. 3a qoOujamke ONTUMAIHOT pacropesaa 1mo
rpynama IMpeICcTaBHId CMO MaTeMaTW4YKd Mojel. 300r KOMIUIEKCHOCTH MoJena Kao H
BEIMKOI Opoja cryaeHaTa xemuje, (puznke U HH(OPMATHKE 3a MPOHATIAKEHE pacropena
KOPHUCTHIJIA CMO METO/1y TPOMEHJBHBHUX OKOJIMHA.

Kwyune peuu: xoonepaTUBHO yueme, rpaduiy GyHKIMja, MAaTEeMaTUIKH MOJIEI

Boban Becun, Anexcanapa Knamma Muanhesnh, Brucoka nocinoBHa nikosna cTpyKOBHUX
cryauja, HoBu Can

Mupjana UBanosuh, 3opan Bynnman, Yausepsurer y Hosom Cany, IIpupoaHo-
MaTeMaTU4KH (pakynTer

»Ilepconanuzoeano yuere y mymopckum cucmemumda”

AIICTPAKT: Jenan o HajBaXHUJUX CETMEHAaTa y JMJaHAIIBEM pa3Bojy U YHOTpeOu
WuTepHeTa je nepcoHann3anmja caapxaja i U3rpaamba KOPUCHUYKOT Mpo¢uiia 3aCHOBAHOT Ha
MOHAIIalky CBAaKOT IOjeJMHAYHOT KOopHcHUKAa. Dopmupanu mnpodun tpeba na MOMOTHE
KOPUCHUKY Yy H300py HOBHX caJpikaja M HMH(oOpMamuja Koje My ce y JaTOM TPEHYTKY
npeacTaBibajy. Y Wby IMEpCOHANIM3alMje Mpoleca yuewma W IpuiiarohaBama caapikaja
CBaKOM TIOj€IMHAYHOM YYEHHMKY, CHUCTEeMH 3a EJEKTPOHCKO YUeHh€ MOpajy KOPUCTHTHU
cTparterdje kojuma he 3am0BOJBMTH TMOTpebe yuyeHuka. Takohe, TH cHCTeMH MOpajy
KOPUCTUTH PaA3IMUUTEe TEXHOJIOTHjE paad MPOMEHE OKpYyXKelma M aJanTaluje HACTaBHOT
MaTepHjajla Ha OCHOBY mnotpeba yueHuka. Ilpomec amanramuje mMoxe Outd y Qopmu
ajanTanuje caapikaja, mporeca yuema, IoBpaTHUX HHpOopMalyja Ui HaBuramuje. Y pauy cy
MPUKA3aHU KapaKTePUCTHYHU MPUMEPHU TYTOPCKUX CHCTEMa KOJU CaJpKe pa3IMuuTe O00JIMKe
NepCOoHaNN3alMje HACTaBHOT MaTepHjasia U mpoieca yyewma. [IpuarukoM oBOT UCTpakuBamba,
NaXBka je YCMepeHa Ha CaMO HEKOJHUKO CHeMU(PUYHUX THIIOBA TYTOPCKHX CHCTEMA.
[Ipuka3anu cy TYTOPCKH CHCTEMH KOjU IpujarohaBajy HACTaBHM MaTepujal crnenupuaHuM
CTUJIOBUMA Yy4Y€Ha, Ka0 U CHCTEMH KOjU KOPUCTE DPAa3JIMYUTE TEXHHKE 3a T'CHEPHCAE
IperopykKa ca UJbEM Jia TIpenopyye yUYeHUKY oAronapajyhe oHIIajH aKTUBHOCTH Ha OCHOBY
BUXOBUX MOTpeda, jKeJba, 3Haka U IMyTamba KpeTama KPOo3 HACTaBHU MaTepujasl APYrux
YUYCHHKA Ca CIIMYHUM KapaKTepUCTHUKaMa.

Kmyune peuu: eneKTpoHCKO yueme, IepCOHAIN3aLH]a, TYTOPCKUA CUCTEMU
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Bojucnas Auapuh, Bruicoka nmocioBHa mikojia CTpyKOBHHX CTyHja, BasbeBo
Baagumup Muhuh, Yausepsuter y beorpany, I'paheBuncku ¢paxynrer
» O nompeou opzanuzoseanoz 6asmwverwa npoonemuma nacmage mamemamuxe y Cpouju”

AIICTPAKT: Crynuje Mmatematuke (1 HHPOPMATHKE), Ka0 HACTABHE U HAyYHE TUCIMILIMHE,
KpO3 KOje ce NIpuIlpeMa Kaaap 3a OocTBapuBame HacTtaBe, y CpOuju ce peanusyjy Ha
MaTeMaTHYKHM, MPHPOTHO-MATEMAaTHUKUM, MeAaromkuM(?) U yduTeJbCKUM (pakynTeTuma.
Hajsehu neo, mpeko Tpu 4eTBPTHHE, AUIUIOMHUpPAHUX CTyAEHaTa OBAaKBOT HpoduIia, CBOjY
npodecroHaIHy aKTUBHOCT peajHn3yjy Kao HACTaBHHULM MaTreMaThke (y OCHOBHUM U
CpeamuM IIKOJaMa, Ha (akyaTeTHMa M BHCOKUM IIKOJaMa). EbMXOB OCHOBHHM IOCao je
HAcTaBa MaTeMaTHUKE — HECYMIbMBO jellaH O] HajBKHMJUX CErMEHaTa CBAKOI 0Opa30BHOT
cucrema. [Iparehu cBecTpaHo U ca Ly>)KHOM Ma)XEKOM pa3He acreKkTe 00pa30BHE CTBAPHOCTHU Y
oOmacT MatemaTtuke yBepuian cMo ce aa y CpOuju Huje 00e30eheH HHXOB CHCTEMCKH U
opranmn3oBaH pa3Boj. OBo TBpheme 3acHUBA ce Ha cieiehuM YnkeHUIama:

VY Cpbuju HEe MOCTOjU CHCTEMCKH INPHUCTYI CEeNIeKTUpamy U oOpazoBamy Oyayhmx
HACTaBHHUKA MaTEMaTHKE;

Y Cpbuju He MOCTOjU OPraHU30BaH M HAyYHO yTeMeJbeH paa Ha mnpahewmy U
KPUTUYKOM WHOBHpamky HACTABHHUX IPOTrpaMa MaTeMaTHKe;

Y Cpbuju He mocToje OpraHM30BaHa HCTpaKMBamba HACTAaBHE Ipakce y o01acTu
MaTeMaTHKeE;

VY Cp06uju HEe IOCTOjU HEONX0JaH KOHTPOJIHM MEeXaHU3aM Kpo3 Koju he ce ocTBaputu
CTPYYHM YBHJ ¥ HaJ30p HaJl HACTABOM MaTeMaTHUKE Ha CBUM HHBOUMA;

VY Cp06uju HE TOCTOjU OPraHU30BaH PaJ] Ha U3aBAYKO]j JETATHOCTH Y BE3H ca Pa3HUM
NUTakbUMa HACTaBE MaTeMaTHKeE;

JlokymMeHTa KOja ce OJHOCE Ha CTpareruje oOpazoBama (OCHOBHOT, CPEIHET,
BHCOKOT'), Ka0 M JIOKYMEHTa KOjUMa ce peryauie (yHKIMOHUCame 0Opa3oBHOT
cHUCTeMa M, Yy HEroBUM OKBHPHMA, HACTaBe MaTeMaTUKe (HACTaBHU IIJIAHOBU M
nporpamu, yUOCHHIM, CTPYYHO YCaBpPILABAIGE,...) MPEIMET Cy YEeCTUX CIIOpOBa
YHyTap MaTeMaTHYKUX KPYroBa, Kao M y IIUPOj jaBHOCTH. McTO Baku M 3a HOBHja
JOKYMEHTa M3 OBOT JOMeHa (craHiapad mnocTurHyha, mnporpamu HacTase
MaTeMaTUKe Y CTPYYHHUM IIKOJIama,...). OBO cBeJOYM O MOTPEOH HUXOBOT CTPYYHOT
npahema, OLeHhUBaba U MPEUCTTUTUBAA.

[{usb oBOT caomITeka je 1a yeMepH NMaxmy yuecHrka CHUMITO3UjyMa Ha TOMEHYTE M HEKE 0]1
HETMOMEHYTHX Mpo0sieMa, MOJICTAKHE UX Ha Pa3MUIIbabe, KPEaTUBHY Pa3MEHY MUILIbEHA U
OpraHu30BaHy aKTUBHOCT HA TUIAHCKOM M CHCTEMCKOM TPaXEHY IyTeBa Ka MPEBa3UIAKEHYy
TaKBUX Mpoodiema.

Kwyune peyu: maremaTnka, HacTaBa, IPOrpaMu, UCTPAKUBALE, JIEKTUPA, YBU U HAI30D
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Mnuaosbyo Andujanuh, Yausepzurer Cunrunynym - GEOA

Jannjesa MunenkoBuh, YHusepsurer Cunrugynym - GEOA

Joopuio Tommuh, Yausepsurer y beorpany, Enekrporexuuuku dakynrer
»Xapoujee npucmyn uzpauynagary noepuiune"

AIICTPAKT: tytHoB u JlajoHumoB npo6oj 1o Heorpanumdene Mathess universalis owo je
CXBaTame J1a HapOYUTO MAaHUITYJIUCAHkE MOTOJHOM jeHAYMHOM MOJKE Jia JIOBEJe J0 TauyHe
BpPEIHOCTU Harmba KpuBE JIMHHUJE KOja je MpeacTaB/beHa TOM jeaHadynHoM. OBaj MeTon
MaHUIyJalyje je CcymTuHa audepeHuupama. [Ipyrnm mnocTymak Koju ce H3BOAM ca
jeaHaynHOM (TIOCTYNAK OJ Taja Ha3BaH HMHTErpalyja) BOAM MaTeMmaThdapa /10 TMOBPIIUHE
UCIOJ KPUBE KOja je MpeAcTaB/beHa TOM jeJHAYMHOM. 3a OBa J[Ba MOCTYIIKA, AU(epeHIupame
U MHTETpalyjy, 3ajellHUYKH TePMHUH j€ KaJKyJIyC, WIM MH()UHUTE3UMAIHM PadyyH, a OHH
npeacTaBibajy MONHO OpyKje y pykama MareMaTHuapa U HaydHuka. Pan nmokasyje Xapauje
MPUCTYI y U3pauyHaBamy MOBPIIMHE OTPAHUYEHE HEMPEKUIHOM (PYHKIIMjOM M MOBE3aHOCT
ca bbyrn-JlajoHuII0BOM opmynom.

Kwyune peyu: Xapau, nospumuna, tbyru-Jlajonunosa gpopmyna

ChaBuma PagoBuh, CTyneHT JOKTOpCKHMX —CTyaMja Marematuykor — Qaxynrera
VYHuusep3urera y beorpany

Mupocaa Mapuh, Yausepsuter y beorpany, Marematnuku ¢axyarer

» Y7102a 0omahux 3a0amaxa y oopazoeary “

AIICTPAKT: Ca pa3BojeM TEXHOJIOTHja KOje Cy NMPUMEHJbHUBE y 00pa3oBamy, HACTABHULIU
MMajy Ha pacmojlaralby BeEJIHKHM H300p mporpaMa Kojuma MOry mnojactahu ydewme u
MoTuBanMjy ydeHuka. Ilpukasahemo wucropujcku mperyesn 3amaBama JoMahux 3ajgaTaka,
IporpamMcKe MakeTe KOju ce MOTY KOPUCTUTH Y U3Paau €IeKTPOHCKUX AoMahux 3ajmaTtaka u
npenacraBuheMo armkanujy ,,Jlomahu 3amarak® http://domacizadatak.matf.bg.ac.rs/, kojy
pa3BUjajy CTYyAEHTH NOKTOPCKHMX cTyauja Marematuukor ¢akynrera y beorpamy, a koja
NpeJCcTaB/ba EIEKTPOHCKY 30MpKy nomahux 3amaTaka M3 MaTeMaTHKE 3a CTapuje paspene
OCHOBHE ILIKOJIE.

Kwyune peuu: nomahu 3anatak, ['eol'ebpa, HHTEpaKTUBHOCT, €JIEKTPOHCKU MaTepHjaIn
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Hugec Jo3uh, ®unozodceku dakynrer, Crimur
» Dopmynupare mamemamuukux depunuyuja u uckaza meopema y cepxy KpUmuuKkoz
NPOMULLBLAILA U 3AKBYYUBARA'

AIICTPAKT: Y HacTaBM MaTeMaTHKE YeCTO YyjeMO KOMEHTap yueHuka ,,I1Ito he menu oBo y
KHUBOTY?* KOjU ymyhyje Ha cTaB Ja je OECMHCICHO YYUTH OHE cajpikaje KOju ce He MOTy
JIUPEKTHO TPUMHJEHUTH y pEaJlHOM XHUBOTY M paxy. Ho, mpeHarnamaBameM M CTaTHUM
TpaKemheM MPUMjeHe MaTeMaTHKe Y PeaTHUM CUTyallljaMa I'yoe ce U3 BUa TeMeJbHa Hauena
MaTeMaTUKe Koja Cy WTEKako MoTpeOHa 3a CBPXOBUTO M YYMHKOBHUTO (DYHKIHOHHPAH-E
nojeauna y npo(eCHOHAIHOM U 0COOHOM KHBOTY U pajy.

Jenna on TemesbHUX 3anaha (CyBpeMeHE) HacTaBe MaTEMaTHUKE je pa3BUjambe JIOTUYKOT
MUILbEHA M 3aKJbyYHBaba IITO j€ HEOMXOJHO Yy OCIOCOOJhaBamy YUCHHMKA 32 KPUTHYKO
NPOMUIILJBAbE M CAMOCTAIHO JjeloBame y APYIITBY HH(POpPMAaLHMjCKEe Kpu3ze U Op30T
rinobanHor passoja. Ty 3amahy moryhe je ocTBapuTH NMpaBUIHUM yBOhEHEM MaTeMaTHYKUX
M0jMOBA M TEOpeMa, a MOCeOHO TMPOIECOM JI0Ka3MBamka TEOpeMa jep Cy YIpaBO IMOJMOBH,
TEOpEMH M HUXOBH JIOKa3H PE3yJITaT OCHOBHHUX OOJIMKAa MUIIJbEHA: TOMMamba, IpocyhuBama
U 3aKJbyUHBambA.

Ha npumjepuma 13 HacTaBe MaTeMaTuke, y3 Kpahe TeopHjcke IoCTaBKe, OBUM PaJIOM KelTr
ce ykas3aTu Ha Temikohe W mporycre y mpolecy yBohema MmojMoBa y HacTaBU MaTeMaTUKE
(popmynupame MaremaTuyke AeQHUHHULIM]E), Y TIOCTaBJbalby HCKa3a TEOpEeMa, HETOBOT
oOpara,

Heranyje U KOHTpANo3WIMje TeopeMa IITO JOBOAU IO HepazyMHujeBamba M HEMOTyhHOCTH
CTjerama TPajHUX U OTIEPATUBHUX 3HAA.

[loctymak ucnuTHBama M JOKa3MBaWkba HCTUHUTOCTH pa3sHUX TBphema BaXaH je H
HEM30CTaBaH YMMOEHUK Yy >KMBOTY CBaKOT 4oBjeka. JloKa3uWBame MCTUHHTOCTH TBphema o
HEKOM MAaTeMaTHYKOM OO0jeKTy YBEJHMKE IOTPHUHOCH pPa3BOjy (amcCTpPaKTHOT) MUILbEHA H
HEM30CTaBHU j€ JHMO TMpolleca 3aKbyunBama. 300T TOra CBaKM YYEHUK Tpeba Y4uTH
J0Ka3uBaTu OapeM OCHOBHE IOYYKe (Teopeme) Koju ce oOpal)yjy y HacTaBu MaTeMaTUKe
OCHOBHE U CpEI€ IIKOJE T€ PA3IUKOBATH KapaKTEPUCTUKE AUPEKTHOT M WHAUPEKTHOT
JIO0Ka31BambAa.

Kwyune pujeyu: matematnika aepuHUIN}A, KPUTUYKO TPOMUIIIbAKE, NCKA3 TEOpeMa, J10Ka3
y HAaCTaBU MaTeMaTUKe

Hartanuja Bynuacku, OCHOBHA U cpe/iiha IIKOJIa ca I0MOM yueHuka ,Ilerpo Kysmjak®,
Pycku Kpcryp

wHosay y pynkyuju“- mamemamuuku mooenu punancujcke mamemamuxe y cpeoroj
wKou

AIICTPAKT: Y w3naramy he OuTH NMpelcTaB/beHO Ha KOjU HaUMH Ce TeMaTHKa HOBLIA MOXE
o0paguTH y OKBHUPY CpEII-OIIKOJICKE MaremaTnke. Kamara, Kypc MM KpeauT Cy MOjMOBH
KOje YYCHHUIIM CBAaKOJHEBHO Uyjy Y MeIUjUMa WIH Y CBOM OKpYyXemwy. JlaTu cy mpuMepH Kao
ce 3a MOJaTKe W3 pealHuX CUTyaldja MpaBe MaTeMaTHUKH MOJENTH KOjU WIYCTPYjy Be3y
u3Melhy MaremaThyke Teopuje M, Ha MpHMEp, Kypca WM INTeAme. 3a BU3YeIU3alujy
nojaTaka W MaTeMaTHYKO MOJENHUpame OCHOBAa (DMHACHJCKE MaTeMaTHKe Cc€ KOPHCTU
I'eorebpa, a mocebaH akieHAT je CTaBJbEH HAa 00panay (yHKIHMja U pellaBame 3ajaTaka u3
peasHOr KOHTEKCTA.

Kwyune peuu: matemaruuku monenw, ['eoredpa, HoBail
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Auaexcanapa Pocuh, OILI ,Mupocnas Autuh®, beorpan
» Ton nonunomu y 000amuoj Hacmaeu y 0CHOBHOJj U CPeOroj wikoau'"

AIICTPAKT: TlpoGnemu y Be3H IepMmyTaluja ca 3a0pambeHUM MO3HIKjaMa Cy BPJIO YECTH Y
CBaKOJHEBHOM JKMBOTY (mpoOyieM TpaBibeHa pacmopena, u300pa KaHaugata mpu
3amonubaBamy, MnpedpojaBamy H300pa TakMHuUapa KajJa IOCToje 3a0pameHH MapoBH H
yomiuTe OWiIo KOM mIpedpojaBamy KajJa HEKHM O]l elleMeHaTa MMa 3a0parmbeHy IO3ULH]Y).
OBakBu mpoOieMu UMajy Oyry HCTOpUjy Koja jnocexe 1o 18. Beka Kajga je (paHIlyCKu
matemaruuap Iljep me MoHTMOpPT mocMarpao mpobieM OpadHMX MapoBa Koje Tpeda
CMECTUTH OKO OKPYIJIOT CTOJIa HA Taj HAYMH Ja pacrnope] Oye MYIIKO-KEHCKO U J1a HUKO He
Celly TIOpe]] CBOT OpavHOT JIpyTa.

Ha HMBOY OCHOBHE M Cpeihe LIKOJIE OBAaKBM M CIMYHU HpoOJIEeMH MOTY ce e(pUKACHO
pemaBaTH moMohy Tom MmoJMHOMa - peajlaH ImpoOJieM CBOJAM c€ Ha MpoOJieM CMEIITama
HeHamaiajyhux TomoBa Ha IIAXOBCKO] Tabmm, a 3aTuM ce KopulihemeM ¢dopMmyre
YKJbY4eHa- HCKJbY4eHa U (OpMHUpameM TOTI MOJUHOMA JIAKO 107131 J0 pelIemka npodiema.
OBaj pag uMa 3a IUJb Jla yKaXKe Ja ce eJIEMEHTH eHyMepaTHBHE KOMOMHATOPUKE MOTY
NaXJbUBUM METOJMYKHM MOCTYMIIUMa MPUOIMKUTA 3aMHTEPECOBAHUM YUEHHUIIMMaA OJ 7.
paspena OCHOBHE ILIKOJIE, AT U CPEHOIIKOIIMMA KOjU Ce MPUIPEMa]jy 3a TAKMUYCHA.
Kwyune peyu: nonaTHa HacTaBa, IepMyTaluje ca 3a0parbeHIM MO3UIHjaMa, TOT ITOJIMHOMHU

Auexkcanapa Cresanosuh, Caasuma Panosuh, Mapuja Pagojuuuh, Asexcanapa
Apcuh,

CTYZIEHTH JTIOKTOPCKHX cTynuja Matemaruukor ¢axynrera YHuBep3uTera y beorpany

» Hacmaena jeOunuya uz oonacmu npupoonux épojeea Koja oocmyna 00 K1acu4Hux
memooa Hacmage"

AIICTPAKT: Jlomm pesynaratu Hamux ydeHuka Ha OECD/PISA rtectupamy ykaszyjy Ha
notpedy 3a MpoMeHOM Mapagurme HacrtaBe. On yuyeHHKa ce 0ueKyjy (yHKIMOHAIHA 3HAmba
OJTHOCHO TPUMEHAa MaTeMaTHUYKOI 3Hama Yy pelllaBamby peallHuxX mpobiema. Y ckiamy ca
oueKkMBamMMa Ouhe mMpuKazaHa HAacTaBHA jeIUHHUIA KOja OJCTYMA OJI KIACHUYHUX METOJa
HACcTaBe M IOJpa3yMeBa pellaBame MpolieMa y peaHOM KOHTEKCTY Kao M KopeJalujy
MaTeMaTUYKOI TpajuBa ca JAPYIMM IpeaMeTHMa. 3a M3paJy HHTEPAKTUBHHUX HACTaBHUX
MaTepHjaia kopuinheH je nmporpamcku naket I'eol e0Opa.

Kwyune peuu: pemapame npodiemMa y pealHoM KOHTEKCTY, pupoiHu OpojeBu, ['eol ebpa

Ivan Budimir, Sveuciliste u Zagrebu, Graficki fakultet
Igor Jelaska
» New methodical approach to the teaching of Mathematics at the Faculties of Technology*

ABSTRACT: The economic situation in the Republic of Croatia and its accession to
technologically more developed countries of the European Union necessarily call for some
important changes in the higher education system. This is above all related to the increasing
need to train students in a more efficient application of the knowledge acquired during
studying. Therefore the mathematical educational at the faculties of technology needs to be
directed towards the application of mathematical knowledge in practice. In accordance with
the above-stated, this paper provides guidelines needed to improve the quality of the teaching
of mathematics at the faculties of technology. This approach is in line with the latest trends in
higher education in the European Union and the United States of America where the
mathematical knowledge represents the basis for the rapid development of new technologies.

Keywords: mathematics, technology, methodology of teaching mathematics, Bologna process
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Bojucnas Auapuh, Brucoka nocioBHa mikojia CTpyKOBHHX CTynHja, BasbeBo
» Baweecka memoouuka paouonuya*

AIICTPAKT: TllogpyxHulla MatemMarnyapa BasbeBO 0/ moueTka OBe TOAMHE pealusyje
pelloOBHE MeCeYHEe cacTaHKe HACTaBHMKAa MATEeMaTHKE y OCHOBHUM M CPEII-UM INIKOJIaMa
KOjH UMajy paJHH HacloB BasbeBcka MeTOIMYKA PaIMOHHUIIA.

Meronnuka paaMoHUIa je TpeaBuheHa Kao OONUMK Heo0aBEe3HOT U JT0OPOBOJHHOT,
MHTEPAKTHUBHOT paJia HACTAaBHUKA Ha IJIaHY MPEHOIIEHa KOHKPETHUX METOIMUYKUX UCKYCTaBa
U3 Tpakce 3a Mpakcy, Kao M pa3MEHE HACTaBHUX IUIAHOBA, MaTepHjana, HHQpopMaiuja,
pemema ... u3Mmel)y yuecHuKa paJuoHHIIE.

[usp oBor caommrema je Aa ydyecHuke Cummosujyma JeTajbHUje WHGOpPMHUILE O
METOJOJIOTHjU  peaiu3alje METOAMYKE paJuOHUIEe, ICHUM cajJpkKajuMa, MpPBUM
pe3yiTaTuMa paja paauoHUIle U MPUKaKe HHTEPHET NOPTaJI METOIMYKE PATUOHUIIE.

Kwyune peyu: Meroanka, paiOHNIIA, METOJIONOTH]ja, CapkKaju, MOopTall

3opuna MapunkoBuh, 3eMyHcka rUMHa31ja
» Konyenmyanne mane y nacmasu mamemamuxe"

AIICTPAKT: Behuna mpodecopa, 4yak ¥ OHU ca JYrOTOJHUIILUM HCKYCTBOM, YECTO ce
cyouaBajy ca nmpoO1eMoM Kako Jia U3JI0’Ke HACTaBHU CaJpiKaj TaKo Jla Ta YYCHUIU pa3syMejy,
IpUXBaTe M Hayde ca pa3yMmMeBameM. 10 je MOHEKaJ TeKak Mpoliec M JeniaBa ce Ja ce
pelemke TPakd y CMambehy KOJNMYMHE rpaauBa. [IpomeHe cy 1e(MHUTUBHO HEOMXOIHE, alli
He 00aBe3HO y canpxajy Beh y MNpoHanaxemy HauWHA Ja Ce Cajpkaj IMpelCTaBH.
Konnenryanne mamne cy rpaduyky NpuKa3d KOjuMa c€ y OKBHPY HEKE TE€Me HJIM HAaCTaBHE
jemuHuie Mory uctahu Bese uamel)y ocHoBHUX mojmMoBa. IlojMoBH cy Hajuenrhe 3anmMcanu y
oOmaunhuma u Mel)ycoOHO cy moBe3aHH JMHMjaMa Ha KOjUMa Cy TIOHEKaJ] 3allicaHe peuu Koje
omnucyjy Besy u3Mel)y mux. Manupame je KpeaTHBaH HpOIleC OpraHH30Bama Cajapikaja u
MOJKE Ce KOPHCTUTH Y IUIaHHpamy Yaca, Ipolecy yuewa, yTBphuBama U cucTeMaTu3aiyje,
WHAWBUIYAIIHOM U TPYIHOM paiy, pa3BHja MaTeMaTH4Ky MUCMEHOCT NOJCTHYE
MaTeMaTUYKH HAuyuH Pa3MHUILbaba M KaJ| Ce jeHOM INPUXBATH JIAKO C€ MPUMEHY]y U Y
JIPYrUM HACTaBHUM MpeIMETHMa alli U y CBAKOJHEBHOM JKHMBOTY. EKcIiepuMEHT Kpeupama
KOHIIENITyaJTHUX Mara y KOM Cy Y4eCTBOBaJI€ JBE Tpyle yYeHHKa, U KOjU je OIHCaH Y pajuy,
NOTBphyje IBUXOBY U3y3€THY IPUMEHIBUBOCT.

Kwyune peyu: xoHLIENTYalTHE Marle, HACTaBa, 3HAHE
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JAparana Muanuuh, Umpe Kpusmanuh, I'opaana Cyoaxkos Cumuh, CiaaBuma
CranxoBuh, Yuusepsurer y beorpany, buonomxu dakynrer

Mapuna JIpaaapcku, OILI , J[Ipunaka [TaBnosuh®, beorpan

Anouna Xoaoa, Ol ,,Pane JIpaunan®, beorpan

3opuna Jlazuh, Ol ,,®unnn Kipajuh @uha®, beorpan

» Cnupane u 3eqyeeu — QuodoHaAYU U 31AMHU NPECEK Y UHMEPOUCUUNIUHAPHO] Hacmaeu"

AIICTPAKT: 3natuu npecek 1 @uboHaunjeBu OpOjeBU Ce M0jaBJbyjy Y IPUPOIH Ca BEIUKOM
yuectanomhy. Y MareMaTHLM je€ MO3HATO Ja OWIO KOjy MOTEHLHjy 3JaTHOr Opoja ¢u
MO’KEMO JIOOUTH Tako J1a cabepeMo JIBe MPETXOAHE MOTeHIHje. Y OMOJIOTrHjU, TO 3HAYM PacT
OopraHusMa, Kao u JioJaBame ojpel)eHe KOoJIMYMHEe jeIMHKH Yy momyianuju Beh nocrojehuma.
Cexseniie O6pojeBa nosHate kao @uboHaunjeBa cepuja MOTY ce€ MPENO3HATH U Y Pa3InIUTUM
TBOpPEBUHAMa y MPHUPOIH, 1A YeCTO KOJI )KUBHX Ouha moctoje obpacuu ca TpH, T WIH 4YaK
ocaM crupana. [IpeseHTanuja mpukaszyje pazauuuTe npumepe npumene PuOOHAUMjeBHX
3aKOHUTOCTH y Oumosoruju. Jlatu mpucTyn mpyxka MOTryhHOCT MHTEpIUCUMILTMHAPHOCTH Y
HACTaBM, yTUYE HA IOJAM3alk€ WHTEPECOBamba yUCHMKAa M CTyJeHaTa, a NMPHMEHUB j€ U Y
uHKTy3uju. [Ipumena ®duboHauMjeBMX HM30Ba y OMOJIOTHUJU U CBAKOJHEBHOM >KUBOTY je
nobap Ha4YMH 3a TOJU3amhe HHTEPECOBamka 3a I'PAJIMBO U3 MaTeMaTuke U OMOJIOTHje, Kao U 3a
MOTyJIapU3aln]jy HayKe YOIIIITE.

Kwyune peyu: ®uboHauu, 31aTHU MPECEK, MHTEPIUCIUILTTMHAPHOCT

Mwuho Muneruh, Bucoka mkosa 3a Bacnurade CTpyKOBHUX CTyHja AJIEKCHHAI]
»IIpobnem nocmojarwa mamemamuxe"

AIICTPAKT: Tlpe 35 roguna, 17.6.1978., onpxan je Iletu 3ajennuuku cactanak CemuHapa
3a KOHCTPYKTHUBHY MaTeMaTHKy M TeopHjy mozena 3arpeb - beorpan. Pedepatu u npunosmu,
Ka0 M JUCKycHja Cy INTaMOaHu Yy KuH3u ,JllpobiemM mnocrojama y MaTeMaTHIH,
(Martemarnuku MHCTUTYT, beorpan, 1979.) OBaj pan je oCBpPT Ha akTyelHe TeMe Koje He
3acTapeBajy.

Kwyune peyu: moctojame MaTeMaTuke, peopma IIKOJICTBA, KpU3a OCHOBA
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Maja HuxkouioBa, [lenaromku mysej, beorpan
»Hacmaea mamemamuke Kao éeixcoa y mamemamuukom MuuLberny u Kao nompeoa y
NPAKMUYHOM dHCUomy"

AIICTPAKT: Ynora MareMaTuke, Ka0 HaCTaBHO-HAy4YHOT IpeaMeTa, yBuha ce TeK Kaja ce U
HCTOPH]CKHU cariefia leHa yJaora U MecTo y mpoiiecy o0pazoBama. Of HajpaHHjUX JaHA OHA
je Ouna mpucyTHa y HaCTaBHUM IUIAHOBHUMA CBHX OCHOBHHX, CPEIIbUX U BUCOKHUX IIKOJIA KAO
ommTe-00pa3oBHU WM CTPYYHM NpPEIMET, Ydja je BaKHOCT 3aBUCHIA OJ TPEHYTHHX
apymTBeHux mnotpeba. Ilopen untama M mucama, Kao NMpEeAMET MOBE3aH ca MPaKTHYHUM
KHBOTOM, payyH C€ Y4YMO y OCHOBHUM WIKOJIaMa, & Y CpeIbUM MaTeMaTHhKa ce IMpeaaBaia
MO/l pa3HUM Ha3MBHMMA: YMCJICHMIA, pAauyHHIAd, MaTeMaTHKa, aqreOpa WiIM apTUMETHKa, a
KacHHje je Ouya MpoIIMpeHa 1 ca caip)kajuMa U3 reOMETPUJCKOT I[PTamba.

Nmajyhu nBojak 3ajgaTtak Ja pa3BHja MaTeMaTHUYKO MUILJBEHE M J1a TPYKU COJIUIHY
MPUIIPEMY 33 CBAKOJAHEBHHU >KMBOT, MAaTEeMaTHKA j€, Ka0 CPEIHOLIKOJICKH OMIITe-00pa3oBHU
WIA CTPYYHHM TPEIMET, MMajia CBOj UCTOPHJCKU PAa3BUTAK KOjU jeé HEMUHOBHO 3aBHCHO O]
JIPYUITBEHO-TIOJUTUYKMX M E€KOHOMCKHX ycioBa. M Ge3 oO3upa na nm je mpezacraBibaia
OKOCHHUITy 0Opa3oBama WIM CaMO ICH CacTaBHH JI€0 OHAa je, y CIpe3d ca OCTAIUM
IMCLUMIUIMHAMA a KacHUje M HaykamMa, HEMHHOBHO YTHIIaja Ha TMpoIleC MOJepHHU3aIHje
nprxkase u eBporneusanuje Cpouje.

OBaj pax mMma 3a IMJba J1a yKaK€ Ha IJIaBHE KapaKTEPUCTHKE Y pa3BOjy MaTaMaTHYKe
HacTaBe y rMMHasujama U cpenmuM mkosnama Cpbuje on cpenune 19. Beka ma mo 1918.
roguHe. Kpo3 3akoHCKe M3MeHE M NMPOMEHE HACTaBHHUX IUIaHOBA Koje cy Owmie mpahene
yIoTpeOOM HOBUX U CaBpEeMEHHMX YIOCHHMKa Kao M HAaCTaBHHUX cpelcTBa Oumhe mpuKa3aHo
y3ajaMHO JIeIIOBamk-¢ MaTeMaTHKE Kao HACTaBHE JUCIUILIMHE U pa3Boja mKkoycTBa y Cpouju.
Kwyune peyu: pauyH, MaTeMaTHKa, UCTOPHja HACTaBe, MaTEMAaTHUKO MHUIIIBECHE

Haranuja JesenkoBuh, /[Banaecta Georpajicka ruMHasuja
» Mamemamuxa Kpo3 anzopumamcko peuiasarse 3a0amaKa y HACMagu paiynapcmea u
uH@popmamuxe"

AIICTPAKT: AnroputaMcko pa3sMHUILbalkbE JOBOAU /10 PELIaBakba MHOTHX MaTeMAaTHUUYKHUX
3ajaTaka Koju cy, usmely ocraior, Be3aHu 3a ocobuHe OpojeBa, onxpehuBame BPEIHOCTH
¢ynkuuja. OBUM m3narameM he ce MpuKazaTé 3Hayaj, MPEeIHOCTH M HEJOCTAIl OBaKBOT
pa3sMUIILJbamka Y HACTaBH pauyyHapCTBa U MHPOpPMATUKE KOpUIIhemheM MaTeMaTHUKOT anapaTa
3a paj ca OpojeBuMa M (PyHKIMjaMma.

Kwyune peuu: anroputaMcko pasMHIIbambe, ocoOuHe OpojeBa, BpeAHOCTH (yHKIH]a,
MaTeMaTHUYKH anapat
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Japko Ipakyaunh, ®unozodcku Gakynrer Yuusepsurera y Mcrounom CapajeBy
Baax 3mazek, Urop Ilecex
» E-yubenuyu noee cenepayuje - u-yubenuyu"

AIICTPAKT: llomymapHOCT e-y4ema pe3yiaTHpajia je M0jaBOM BEJIHMKOT Opoja pecypca U
pa3NMYUTUX OKpYKEHma 3a e-yuewme. HejacHe neduHuimje u pasnuyura TyMadema OBHUX
M0jMOBA JIOBOJIE /IO HEpa3yMHjeBama €-ylI0eHHKa ca METOANYKO-TUIAKTHYKOT U TEXHHYKOT
acriekta. BehmHa KoMmepuujaTHUX W HEKOMEpIHjaTHUX e-yUOCHHWKa IMpelCTaBIbajy
JIUTUTATN30BaHe Bep3Hje KIIACHUHUX YIIOCHHKA ca BEOMa MaJlOM CTOIIOM MHTEPAaKTUBHOCTH U
Kao TaKBHU HE MPE/ICTaBJbajy BEIMKH HHOBATUBHU MCKOPAK y OJIHOCY Ha KJIACUYHE YIIOCHHKE.
VY oBoMm pany Ouhe mpukazaHa HOBa reHepanMja YIOEHUKa, U-yUOSHUIM (MHTEPaKTHBHH
YIOSHHIIN), KOJU Ca/Ip>Ke MHOIITBO MHTEPAKTHBHUX €JIEMEHATa, a KOju Cy HACTaJIH Ha WUJejH
MOOWIIHOT y4ema - UJeju Aa ce yIIOSHUIIM MOTY KOPHCTUTH Yy OMJIO Koje Bpujeme, ca Ouio
KOr MjecTa M Ha Owio koM ypehajy. Ilopen MeTOaMUKO-TUAAKTHYKHX H3a30Ba HHUXOBE
yrnoTpede y HaCTaBHOM TPOLIECy, U-YIOSHHUIIN PECTaBIbajy U BEIUKH TEXHOJIOIIKH U3a30B -
O]l TpHUIpeMe caap)Kaja, MPEeKo ajaTa 3a Hu3pajy HUHTEPAKTHUBHUX Marepujana o0
OpraHm30Bama M AUCTpHOyIHje U-yIOeHuKa. Y OBOM paay Cy IpHKa3aHa pjeliema Koja cy
pa3BUjeHa IpU Pa3BOjy U-YUOEHUKA 32 MaTEMaTHKy M MpEeaMeTe MPUPOJHE TpyIe MmpeaMeTa
32 OCHOBY M CpeJliby IIKOJY..

Kwyune peuu: e-ydemwe, e-yluOoCHHIIN, U-yIOCHUIIHA

‘Byphuna Takaun, Yausepsurer y HoBom Cany, [Ipupoano-matematuuku akynrer
HBana IlonoBuh, OcHoBHa mkoina ,,.Bojsosaa Ilyrauk*-Punam, beorpan
» Yeoherme pauynapa y ocnoeny uikomny"

AIICTPAKT: Y oBOoM paay b je OMO Ja ce yBex0ajy MaTeMaTUyKd CaJp’Kaju BE3aHW 3a
NPaBOYIJIM KOOPAMHATHU CUCTEM, Kao M cajpkaju HMH(POpMATHKE W padyyHapcTBa Kpo3
nose3uBame nporpama Graph, Paint u Word.
Kwyune peuu: pacrojame u3mel)y aBe Tauke, 0OOMM W MOBPIIMHA TPOYIJa U YETBOPOYTa,
nose3uBame nporpama Graph, Paint u Word

Mapmuja Papojuunh, Cnasuma Panosuh, Cnahana Josunh, cTyneHTH TOKTOPCKUX
crynuja Marematudkor ¢akyirera YHuBep3uTera y beorpany

MupocaaB Mapuh, Yausepsuter y beorpany, Marematnuku ¢axymner

»IIpaherwe nanpemka yueHuka npumMeHom e1eKmpoOHCKUX mecmosa 3a 3a6PUiHU ucnum"

AIICTPAKT: HakoH OCHOBHONIIKOJICKOT OOpa3oBama y4deHHIM ce cycpehy ca mosaramem
3aBpIIHOT MCIUTa KOjU MMa (DYHKIM]y CBEIOYAHCTBA O YCBOJEHHMM TEMEJHbHUM 3HAmHUMa U
KOMIIETEHIMjaMa TOKOM 00pa3oBama. PazmaTpanu cy pa3Hu HauMHU 32 IPUMIIPEMY YUEHUKA
3a ToJjiarame 3aBpIIHOI HCIHTa ca MOCEOHMM OCBPTOM Ha Kopuinhewme MH(OpPMAIMOHUX
texHosoruja. [TocebHa maxma O6uhe mocseheHa MHTEpHET aruMKauWju “3aBPIIHUA UCIHT,
KpenpaHoj Ha MarematuukoM ¢axkynrery. OCuM eJIeKTPOHCKUX TeCTOBA, OBOM aIUIMKALIUjOM
je HacTaBHMIIMMAa M y4yeHHMIMMa omoryheHo mpaheme HampeTka yuyeHHKa TOKOM Ipoleca
yuemha Kao M KpeHpame COINCTBEHHX TECTOBA Yy ILUJbY YyBexOaBama oJpeleHHX TUIOBa
3aaTaka.

Kwyune peyu: 3aBpIIHA UCOIUT, HHPOPMALIMOHE TEXHOJIOTH]E, €IEKTPOHCKH TECTOBU
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Harama Tpo6ojesuh, Ol , Kocta Abpamesuh®, beorpan - Pakosuma
» EX€ anniukayuja - Kpeuparse HACMAGHUX Mamepujaia y mamemamuyu'

AIICTPAKT: EnextpoHcko yuewme y CpOuju mocraje cBe MpUCYTHHjE, U TO HE CaMO KpoO3
HACTaBHA CPEJICTBA Y YUYHOHUIM, Beh U Kpo3 XUOPUAHO yUeHe I/Ie ce JIe0 HACTaBe OJBHja Ha
KJIacCU4YaH Ha4yMH, a JIeo oHijaH. YuHM ce na je Omu3y M TpeHyTak Kaja he ce HacTtaBa CBe
BUIIE OJBHMjaTH M KpO3 pa3IMYMHUTE MNpOTrpaMe KOjU C€ Yy TMOTIYHOCTH peau3yjy y
EJIEKTPOHCKOM OKPYXKEHbY.

XubpuaHa HacTaBa y OCHOBHOM 00pa3oBamy TPEHYTHO NpeicTaBjba MOrYhHOCT 1a ce
HCTOBPEMEHO MCKOpHUCTE JI0Ope CTpaHe KJIACMYHE HACTaBe, ajl M MPEJHOCTH Pa3IHUYUTHX
cHCTEMa 3a YIpaBJbamkbe YUCHEM, Ka0 U MPETHOCTH €IEKTPOHCKUX HaCTaBHUX MaTepujaa.

Pa3Bojem MHTepHeTa HacTamu ¢y MHOTOOPOJHH CHCTEMH 33 YNpPaBJbambe yuemeM ( eHT.
learning management system — LMS) koju cy omoryhunu ga ce 3HameM, Ka0 BaKHUM
JbYJICKAUM PECypcoM, YIpaBJba Ha jelaH HOB HAUMH. JelaH OJ1 Haj3acTyIUbEHUJUX KOJ HAc
cakako je LMS MOODLE. O je, 3axBasjbyjyhu CBOjUM pa3HOBPCHUM pECypcHMa H
allaTMMa, Kao U jeTHOCTAaBHOM Kopuilhewmy M aAMHHUCTPUpAmy CBE NMPUCYTHHjU. Baxna
KapaKTepHCTUKA CHCTEMA 32 YIIPAaBpamhe YUCHEM jecTe a HACTaBHU CaJIpKaju KOje KOpHUCTe
MOpajy OMTH Yy JUTHMTAIHOM OOJIMKY. Y Ty CBPXY pa3BWJIM Cy C€ Pa3sHOBPCHH ajlaTH 3a
KpeHnpame HAaCTaBHUX cajpxkaja, Mehy kojuma ce mo cBojuM ocoOnHamMa u3zBaja eXe aiar,
KOJH OBUM PaJIOM KEJIUM Ja IPEJCTaBUM.

Pa;[ Kpﬂ (http://www.digitalnaskola.rs/konkurs/dc2/zbornik/brojPrijavaPoPredmetulRazredu/razred_7/Matematika/931.html), Ca
npUMepHMa 4acoBa KpeupaHux nomohy eXe amiukaiuje, OCBOJHO je MpBY Harpaay Ha
KOHKypcy "JlururanHa mkona 2" y kateropuju MaTemaTuka, pauyHapCcTBO, HHPOPMATHUKA U
TEXHUYKO 00pa3oBame.

Kwyune peyu: maremaTuka, exe, €IEKTPOHCKH HACTaBHU MaTepHjald, KPYyT

Hapko MakcumoBuh, nporpamep, L{ucko
Baagumup ®@uiaunosuh, Marematnuku daxynrer, YHuBep3uTeT y beorpany
» Cogpmeep ,,JIeroup u wiecmap“ u mwe2o60 kopuuihere y nacmasu mamemamuke"

AIICTPAKT: Ananu3om Tekyher crama u motpebda mkoackor cucrema y CpOuju, nonasu ce
70 3aKjbydyka Ja je TOM cucteMy Moryhe NpyKHUTH HEONXOJHY MOJPIIKY Y BHIY
nHPOPMATUYKUX CpeCTaBa. 3a MpUMjep je y3eTa obiacT IUIaHuMETpHje 3a y3pacT o1 V 10
VIII paspena OLL, raje cy Hajupuje MpOy4YeHH HACTABHU IIMJBEBH, a 3aTUM MOHY)EHO jerHO
co(TBEepCKO pjerieme 3a MOAPIIKY A0JaTHOj M JAOMyHCKOj HactaBu. [IpukazaHo je Kako ce
pa3BUja KOMIUIETaH CO(TBEPCKM MAaKEeT, IMOYEB OJf NMPBOOMTHHX MOTpeda M KaKO HX
3aJJ0OBOJPUTH, TPEKO IUIaHa U JU3ajHa copTBepa, MO HEroBE Kpajibe HMIUIEMEHTAlHje Y
MIPOU3BOJFHOM IPOIPAMCKOM OKPYXKEHbY, TAKO Ja ra je Moryhe KOpUCTHTH y cCaMOj HaCTaBH.
Kwyune pujeyu: wHacrtaBa reoMeTpuje, HHPOpMATHKa, JEHHp, wmiectap, codTaep,
IUTAHUMETPHja
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Mapuna HemoBuh, Tpeha Georpancka rumuaasuja

HBan JlazapeBuh, 3emyHcka rUMHa3Hja

‘Bophe Crakuh, Matemarnuku dakynrer YHuBepsurera y beorpany

» Anoeayuje y nacmaeu ungpopmamuke y wikonama Kkpo3 pao yuenuxa na Buxuneouju*

AIICTPAKT: Ulxoncke 2012/13 rogune y Tpehoj Georpanckoj u y 3eMyHCKO] TUMHA3UJH Yy
CKJIIONy HacTaBe HH(OpPMaTHKe peasn3oBaH je npojekar Buku rumuazmjaman. Kpos
npefaBamba M NPAKTUYHE PAJAMOHMIIE YUCHHIM CY YIO3HAIM OCHOBE (DYHKIIMOHHCAHA
Bukuneauje, Hajehe cnmoOoaHe eHIMKIONENWje. YIMO3HAIM Cy CHHTakcy MenujaBuku
coptBepa, a 3aTUM Cy KpO3 CEMHHAPCKE paJ0BE YYECTBOBAIM y MHCAalky WIaHaKa 3a
Bukurneanjy Ha cprickoM je3uKy. JenaH Jeo diaHaka ce OJHOCHO Ha co00IHe TeMe, a IpYyTru
7eo je OMo Be3aH 3a CTaHAAPAHO IPAJUBO MHPOPMATHKE Y THMHA3UjaMa.

MenujaBuku coTBEp ca jeIHOCTABHOM CHHTAKCOM 3a OO€liekaBame TEKCTa je MOTOJaH
Jla ce Kpo3 Ihera y4eHUIM TMMHa3uje YIO3Hajy y CKJIOINYy peloBHE HacTaBe MHPOpPMATHUKE.
3amaxama 0 YCIEUIHOCTH MPOjeKTa, YTUCIUMa YYeHUKa, IepcreKTuBaMa U MoryhHocTuMma
yBohemwa Bukunenuje y HactaBy HHGOpMaTHUKE y LIKOJIaMa roBopuhe y4ecHHUIH.

Kwyune peuu: nacraBa mHpopmaruke, Bukuneamja, mpakTuyHe paguoOHUIE, yHarpeheme
HacTaBe

Tatjana Stankovié, School of electrical engineering "Nikola Tesla", Pancevo

Nils Dalarsson, Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden

Olga Jaksié, Institute of Chemistry, Technology and Metallurgy, University of Belgrade
» Hands in mathematics: appropriate use of software in teaching and research “

ABSTRACT: This paper focuses on the use of mathematical software in teaching and research
in the context of enhancing the student comprehension of the subject or solving a specific
problem in research. Based on experience, it has been shown in the pro et contra form, that
the success in achieving predetermined objectives might be missed unless the software is
used as a supplementary aid and not as the only tool. It has also been shown that sometimes
one software package may not suffice. Examples are given for the use of computer-generated
results in classroom and research, along with tips and tricks for making the most of it. One
example is the use of Geogebra for the analysis of a given function in a classroom with the
reflection on the amount of acquired conceptual and procedural knowledge of students.
Another example is the use of Wolfram Mathematica and MathWorks MATLAB in research
concerning limiting performances of adsorption based plasmonic sensors with reflection on
numerical error propagation and the benefits from analytical solutions together with
numerical simulations to the analysis of physical phenomena in general.

Keywords: analytical thinking, conceptual knowledge, educational technology, numerical
errors, teaching strategies

OumBepa MapkoBuh, Yunurtesbcku gakynrer, Yxuie
Munenko Inkyia
» Kpumuuku ocepm na uoejy npumen.oueoz 3Hara y Hacmaeu mamemamuke"

AIICTPAKT: Y pagy cy pa3marpaHu HpoOjeMH Be3aHH 3a aKTyellHE TPEHJOBE y HAaCTaBH
MaTeMaTUKe KOjU y MpPBU IUIAH CTaBJbajy MPHUMEHJbUBOCT MATEMaTHUKE Yy CBAKOJIHEBHOM
xuBoTy. Jat je xputnuku ocBpt Ha [IMCA Tectupame Koje je OCMHIIBEHO C IUJBEM Ja
MepU KOJUKO Cy YYEHHUIM IOCIE 3aBpIIETKa OCHOBHE IIKOJIC CaBJIagalld YIpaBO Ty BPCTY
MPUMEHJPUBE MaTEMATHKE.

Kwyune peyu: mpuMeHIbUBOCT 3Hama, MaTeMaTuuka nmucmenoct, [IMCA Ttect
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Banentnna Kocruh, 'mmuasuja [Tupot
» 3600 (hynkuuje u mwecoee npumene —3a0amax y cauyu'

AIICTPAKT: Y pany je mpukazaH HOBHM METOJCKM MPUCTYN CHUCTEMaTH3alfje TpaauBa
npUMeHe U3Boja (hyHKIHMje. YUEHHUIIM Ha OCHOBY MpHUKa3aHUX rpaduka QyHKIHMja 1 ocoOuHa
¢byHKIMja TUCKYTYjy O OocoOMHama HM3BOJHUX (YHKLHMja U OOpPHYTO Ha OCHOBY Tpaduka
u3BoMHUX (QyHKIHja onapelyjy ocobune ¢yHkumje. OBaKkO MOCTaBJbEHU 3aJalld Pa3BHjajy
TE€OMETPHU)CKY MHTYHUIM]Yy U IpaduuKy MUCMEHOCT y4deHHKa. VICTO Tako moMaxy ayOsbeM
pasyMeBamy KJbYUYHUX IIOJMOBAa M CTaBOBAa MaTEMaTH4KEe aHAIM3€ U MPUMEHHU THUX 3HAmbA.
[IpenaBame je MpUIPEMIbEHO MO y30py Ha pycke yioenuke: Mopakosuu A. I'. Anrebpa u
Hayana mareMaruueckoro anamusa, 10-11 kmacn, Mocksa 2009. u Kommoropos A. H.,
AbpamoB A. M., lyauunsia FO. I1. u np. Anrebpa u Hauana MaremMaTuyeckoro aHanumsa, 10-
11 kmacc, MockBa 2008, xoju ce xopucte y Cpenmoj mkonau 644 Ilpumopckor okpyra
Cankr-IlerepOypra y Pycuju.

Kwyune peuu: rpadpuk QyHkiuje, u3Box (yHKIHMjEe, Te€OMETpUjcKa HHTEpIpeTanuja,
MOHOTOHOCT, €KCTPEMHE BPEJHOCTH

Mapuja Jlekuh, @axynrer 3a caobpahaj, koMmyHuKamnuje u Joructuky, bepane, Lipna I'opa
Byuuh Jammuh, [IpuponHo-marematnuku daxynrer, [logropura
» Enekmponcku nopmeonuo y nacmaeu mamemamuxe"

AIICTPAKT: Y npouecy pedopme mKkoicTBa Kopuirheme anTepHaTUBHUX OOJIMKA MPOIjeHe
3HaWa je TMOCTAJIO jaKko IMOMYJIApHO, a jelaH HAayuH 3a TO je KOpHIIheme eJIeKTPOHCKOT
noprdonuna. CymTuHa e-noprdoiua jecte na obe30ujenn “6orarujy cIuKy”’ CIOCOOHOCTH
YUCHHKA.

Jenna on mpeaHocTn oOpa3oBama 3aCHOBAHOT Ha web-y je MoryhHoct mpuiarohaBama
HacTtaBe nmorpedbama u MoryhHocTuMa ydeHHKa. YBohemeM MHPOPMAIMOHUX TEXHOJOTHja
TEMIIO, PEIOCie], caapkKaj U METOJ IojydaBamba MOTY Jla Ce MPHJIArofe Ha HAYMH KOJU
HajOOoJbE OATOBAapa CTYJICHTOBOM CTHITY yUeHa, HHTEPECOBAabUMa U IIUJHEBUMA.

VY nureparypu ce Mory Hahum OpojHHM NpHUMjEpH KOjU yKa3yjy Ha TO Ja c€ CII03HAjoM
MICUXOJIOIIKUX KapaKTepUCTHKAa WHAMBHIYE KOja Y4M, a KOje Ce ¢ roJuHaMa MUjemajy H
pasnuymuTe Cy 3a pa3iauyuTe OONAacTH WIM HAacTaBHE NpEIMETe, TOj OCOOM MOXKEe JaKIie
LIpUhK®™ y 1uiby mpeHollema 3Hamba. CIu4HO, 0c00a Koja y4M MOXKE Ha jeIHOCTAaBHUjH
HAYMH J1a TPE3EHTYje CBOjE KapaKTEPUCTHKE, Ia Ce Mamke BpEeMEHa TPOIIHM M Ha HHXOBY
CIIO3HAjy.

VY oBoM pany he 6utu npukazaHa ynorpeda OBOT aJTepHATUBHOT HAUYMHA MPOLJCHUBAKA Y
00pa30BHOM CHCTEMY, Ca ITOCEOHUM OCBPTOM Ha HACTaBy MaTeMaTuke. Y pajy je raTa uueja
KaKO C€ eNIEKTPOHCKH MOPT(OINO MOKE HAZOTPAJAUTH Y CBPXE yUeHha U HaCTaBe MaTeMaTHKe
Ha OMI0 KOM 00pPa30BHOM HUBOY.

Kwyune pujeuu: e-noprdonno, oOpazoBame, MEpCOHATHE KapaKTEpPUCTHKE, HacTaBa
MaTeMaTuKe
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Jparan Kpcruh, Anexcanapa ®uiaunosuh, 'mmuasuja Kpymesan
» Apummemuuku u 2eomempujcKu Hu3 y HACMAgU MamemamuKe u nPOZpamupara’

AIICTPAKT: 3a pa3nuKy o] IpBa JIBa pa3pela TMMHa3uje, LUJbEBH, 3aJalld U CaJIpiKaju
npeaMeTra MaTeMaTHKa M payyHapcTBO M MHGpopmatuka y Tpehem paspeny TruUMHa3Hje
IPUPOJHO-MATEMAaTHUKOT CMepa Cy BeoMma IMoBe3aHd. 1o Jaje MpocTopa HACTaBHHULIMMA Ja
OpraHu3yjy 4acoBe MHTEPIUCIMIUIMHAPHE HACTaBe U oMoryhaBa Kopeiauujy y HacTaBU OBHX
npeamera. VMHTepIUMCHMIUIMHAPHA TMPUCTYN HAcTaBU MOJpPa3yMeBa IMOBE3UBAIE CaapiKaja
pPa3NUYUTUX AUCUMIUIMHA (MIpeaMeTa) y JIOTHMYKe LEJIMHE OPraHu30BaHE OKO jeJHOT
npobnema wim Teme. Moxe ce AedUHUCATH U KAO JEAMHCTBEH TOIJIEA Ha 3ajeJHHYKO Y
3HaWYy, KOje jé OCHOBA 33 M3HAIAXKEHE HOBUX OJHOCA, CTBapame HOBHX MOJeNa, CUCTEMa U
CTPpYKTypa WJIM Kao TpHUMEHEHAa METOAOJIOTHja W je3WK BHIIE AUCUUIUIMHA C IUJBEM
NPEUCIUTHBAKbA [ICHTpaIHE TeMe, podiieMa Uil UCKycTBa. LleHTpanHa Tema opKaHor yaca
je Omia apUTMETHYKM M T€OMETPUJCKM HHM3. YUEHHUIM Cy UCTE 3aJaTKe pellaBajld Ha JiBa
pa3nuynTa HaYMHA, MaTEeMAaTUYKH U MUcambeM aaroputMa (u nporpama y Pascal-y), raoe cy u
npUMemUBaIM Beh cTedeHa 3Hama O HapendaMa IUKIyca. 3a IMoYeTak cy u3abpaHu
JEIHOCTaBHM NMPUMEPH APUTMETUUYKOT HU3a M FEOMETPHUJCKOT HM3a, a 3a Kpaj yaca Ipumep
KOjH je pa3IMyuTe TeKHUHE y 3aBUCHOCTH JIa JIU CE pellaBa MaTeMaTUYKU WK IPOTPaMEPCKH.
VYueHUIM Cy UCTy TeMy carjiefiajid U3 Pa3MuuTUX YIII0Ba, YOUMWIH PA3NUKy y MPUCTYIHMA,
Kao M IbUXOBA OIpaHUUCHA.

Kwyune peyu: uHTEpANCIUILUIMHAPHA HACTaBa, apUTMETHYKUA U TEOMETPHjCKU HU3, Hapenoe
LUKITyca
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[l CEKIIUJA: HAYYHOUCTPA’KUBAYKHA U CTPYUYHU PAJL CTYJIEHATA

Mapko llomuh, Baagumup CrojanoBuh, ctynentu macrep cryauja, MaremaTHuku
dbaxynrer

MupocaaB Mapuh, Marematnuku ¢axynrer, YHuBep3uTeT y beorpany

» Ynopeonu npuka3 u excnepumenmainna esanyauuja 1CP anzopumama‘“

AIICTPAKT: TCP (Transmission Control Protocol) je mpoTokos koju rapaHryje moysjaaH
MPEHOC TMoJaTaKka MpeKo Hemoy3naHux kaHana. Iloy3naH mpeHoc 3HauM Aa he cBu mopauu
cruhu Ha ozapenuinTe, 6e3 AyIIUKaTa, ¥ TAYHO OHUM PelIOM KOjuM cy mociatu. Hemoysman
KaHaJl je Be3a y K0joj MOTY HacTaTu TpelIKke KOje HUCY TOJl HalllOM KOHTPOJIOM (HIp. jaBHA
mpexa, Uutepuer). Jlanac ce BehnHa amnukaiuja Koje npeHoce noaarke myrem MHTepHera
oclama Ha OBaj MPOTOKOJI. MHOTE OJ1 BbHX 3aXTeBajy Op3 MPeHOC MoaaTaka Mpexo Op3ux Be3a
u3Mely jako ynasbeHHX paudyHapa. Mehyrtum, cranmapaaun TCP Ty ycneBa na MCKOPUCTH
caMo JIe0 Karamurera Koju My ce mpyxka. OBie ITUCKyTyjeMO O HeIocTaliMa MPOTOKoJa -
3aITO JIOJIA3H J0 TUX MPOoOJIeMa, U PE3eHTYjeMO HU3 pelliekha.

Kwyune peuu: TCP, koHTpOJIa 3aryiiema, alfOPUTMH, IPEHOC MOAaTaKa

Bpanko ManemeBuh, Banpenuu npogecop, Enekrporexuuuku dakynter YHUBep3uTeTa

y beorpany

Bojan Bamau, cTyIeHT JOKTOPCKUX cTyauja, Enekrporexuuuku (akynrer

Mapuja Hene3uh, macrep npuMemeHe MaTeMaTuke, EIEKTPOTEXHUYKHN (QaKynTeT

Mapko laBugoBuh, MacTep eneKTpOTEXHUKE U pauyHapCcTBa, EnekrporexHuuku (akynrer
Jejana Cnacuh, Baagumup hiupkosuh, bpanko BypameBuh, ctyaentu macrep cTyauja,
Enexrporexuuuku akynrer

Bojana BenojeBuh, ctyneHT ocHOBHUX cTyauja, Enekrporexuuuku (akynrer

» Peanuzayuja nexux anzopumama meopuje Groebner-osux 6aza y npozpamckom jesuxy
Java u npoepamcxkom nakemy Matlab*

AIICTPAKT: Y oBOM paay NpeACTaB/bEHH Cy HEKH anroputMmu teopuje Grobner-oBux 06aza
pahenn y mporpaMckoMm je3uky Java u mporpamckoMm makery Matlab. Anroputmu cy
peann3oBaHu HaJl
IPCTEHOM IOJIMHOM 10 N NPOMEHJBbMBHX. Pa3MaTpaHW alropuTMu Hajga3ze NPUMEHY Ha
npUMep y pemaBamy npobiema obojuBoctu rpadoBa. Takohe, y oBoM paay omucaHu cy
HaunHu (opmupama Matlab GUI (graphical user interface) 3a pasne anropurme Teopuje
Grobner-oBux 0a3a. Peanusanuja je u3BeaeHa HezasucHo o Simbolic tool box-a.

Kwyune peuu: Grobner-oBa 6a3a, penxykoBana Grobner-oBa 6a3a, Buchberger-oB anropurawm,
CUCTEM IMOJMHOMCKUX jeqHaunHa, JAVA, Matlab GUI
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Boxunap PagusojeBuh, cTyaeHT 2. ToarHE OCHOBHUX CTYIM]ja

Musban KuexxeBuh, Yausepsuret y beorpany, Marematuuku ¢axyarer

» O0pelueare yena amepuukux u eeponckux onyuja kopuuiherwem 6unomnoz mooena -
npakmuuna npumena’

AIICTPAKT: OnpehuBame 11eHe oniyja 3a AaTH (UHAHCHUJCKU WHCTPYMEHT je HeTpUBHjaJlaH
npobnem, y3umajyhu y 063up NpOMEHIJBMBOCT U HEMPEIBUAMBOCT (haKTopa KOjU YTUUY Ha
CTame TPXKUINTA. AHAJMTUYKO pEllaBambe cCUcTeMa TudepeHIjalHuX jeaHaunHa, mo Black
Scholes moneny, koju je y mmpokoj ymorpeOu 3a oapehuBame LieHa OmIUja, U3BOIMBO je&
caMo y CIIeIHjaJIHUM CydajeBUMa Koju (PMKCUpajy BETUKU Opoj yia3HHX mapamerapa. Jox
je IeHy eBpOICKuX omimja Moryhe onapenutu OWIO aHATUTUYKH, OWUIO HYMEPUYKH, Y3
¢buKcupame HEKUX MapaMmerapa TPXKUIITa, epUKacHa Balyaldja OINLKja aMEPHUYKOT THIA ce
BpIIM YIJIABHOM HYMEPUUYKUM arpoKCHMallijamMa, KOoje Ce€ 4YeCTO OcCiamajy Ha OWHOMHH
MO/JIeN U3pauyHaBama.

VY oxBupy oBor mpojekra, HamucaH je y CW/WPF jesuky mpoct Kajkynarop 3a
onpehuBame nena put/call onmuja amepuykor u eBpOICKOT TUMA 10 OMHOMHO] BapWjaHTH
HyMepuuKkor perraBama Black Scholes mopena, y3 momarny ommmjy 3a mpuka3 moryher
npouTa Mpy paHoj peaau3alnju amepudke put ommuje.

Kwyune peyu: onuuje, OHHOMHU MOJIEN, 1IeHA, KAJIKYJIATOP

Tartjana Jakmmh, Matematnuku nacrutytr CAHY

» O Koneepzenyuju mema-xeypucmuuxe memooe ""Onmumuzayuja kononujom nuena" "
AIICTPAKT: Muoru npoOieMu Yy CBaKOJHEBHOM J>XHUBOTY CE€ MOTY IMpPEICTaBUTH Kao
npobieMu KoMOMHATOpHE onTuMM3anuje. Y BehuHu ciaydajeBa oHu cmajajy y kimacy HII-
TEIIKUX MpobJeMa U CTora Cy MeTa-XeypUCTHKE jeIMHU U300p 3a BUXOBO pelllaBame. Meta-
XEYPUCTHUYKE METOJIE Cy YOTILITEHH CKYII IpaBuiia Koja ce y UMIUIEMEHTAIMjU ITpuiIarohasajy
CBaKOM KOHKpeTHOM mpobiemy. Mely Hajmo3HaTHje MeTa-XeypuCTHKe yOpajaMo IeHeTCKe
aTOPUTME, ONTHMM3ALM]y MpaBJ/bHUM KOJOHHjama, Taly MpeTpaKUBambe M CHUMYJIapaHO
KaJbewe. OCHOBHA KapaKTEPUCTHKA METa-XCYPUCTUIKUX METOJIA je Jla pelaTUuBHO Op30 Aajy
pemema 1o0por kBamurera. Ha »kamocT, ONTUMalHOCT KOHAYHOT pe3yliTaTra, JOOHjeHOT
HAKOH J0CTH3ama 33aTOT KPUTEpUjyMa 3ayCTaBJbamba, HE MOXKE C€ rapaHTOBATH. 32 OBAKBE
MeToge Moryhe je jeaMHO YTBPAMTH Ja TEOPETCKM (AaCHMIITOTCKH) KOHBEPrupajy Ka
ONTUMAIIHOM peuiewy. [Ipenmer oBor paga je MCIUTHUBAKE KOHBEPreHIMjE ONTUMH3AIM]jE
KosloHMjoM Tuena. OBO je pelaTUBHO HOBa METOJAa WMHCIHMPHCAHA MOHAIIAKEM Iuena y
npupogu. Mako mocroje OpojHe MpHUMEHE OBE MeETOoJe, 10 caja HHje JO0Ka3aHa IhCHa
KOHBEpreHuyja. ¥ OBOM pajay aHaJH3Upa ce MOTpeOdaH YCIOB 3a TEOPETCKY KOHBEPIeHIIH]Y
ONTUMU3AIIM]E KOJIOHUJOM ITYena.

Kwyune peuu: KOMOMHATOpHA ONTHMU3AIMja, METa-XECyPHUCTUYKE METOJIE, WHTENIEreHIrja
poja, KOHBEpreHIHja

‘Bophe bapanuh, Bpanko I'pouh, Bophe Kuxeanh, Matremarnuka rumuaasuja, beorpan
» Cogpmeep Cinderella, uemeopoyenoeu u konuke*

AIICTPAKT: Y oBOoM paay Ipoy4aBamMO YETBOPOYIJIOBE YNHMCAHE M ONKCAaHE OKO KOHMKA.
Hamre uctpaxuBame BOhEHO je eKCIepUMEHTHMa y MareMaTuukoMm codtsepy ,,Cinderella”.
Takohe, mpommpyjemo Beh mo3HaTe pe3yiTare NpPOJeKTHUBHE TI'€OMETpUje KOHHUKA U
MOKa3yjeMo KaKO MaTeMaTWdkd co(TBEp MOXKE J1a JIOHeCe HOBE HJeje Y TEOPHjCKO] U
MPUMEHEHO] MaTEMaTHIIH.

Pax cmo Beh okaunnm Ha arXiv 1 4eKkaMo OJrOBOpP YacoIuca y KOjU CMO Ia MOCIaIH, TaKo
Jla caM paJi MoKeTe BuaeTH oBe http://arxiv.org/abs/1303.5497.
Kwyune peuu: anrebapcka reoMmerpuja, MpojeKTMBHA reomerpuja, kKoHuke, Cinderella,
IIpaMEHOBH MPABUX, KOJIMHEapHOCT, [lackanoBa Teopema
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Becna I'imaBowuh, Mactep HHXEHEP CIEKTPOTEXHUKE
» [pumena I'peonepose 6aze u cumooruuke mamemamuxe y Matlab npocpamy*

AIICTPAKT: Y mateMaTuly, a noceOHO y KoMmImjyrepckoj anredpu, ['pebHepoBa 6a3a nma
BEIMKHM 3Hauaj. ['peOHepoBa 0a3a mpeacTaBjba CKYN HEJIMHEPHUX IIOJIMHOMA Ca BHIIE
IIPOMEHJBUBHX, ca OCOOMHaMa Koje oMoryhaBajy jeIHOCTaBHa alropuTaMcKa pelema 3a
MHOre (yHOaMEHTaIHE MpoliieMe y MaTeMaTHI. Y pagy ce Jaje IMpHKa3 NpUMEHe
['peOHepoBe Oa3e ka0 M YONIITEHE CHUMOOJIMYKE MATeMaTHKE y MPOTPAMCKOM OKpPYKEHY
Matlab.

Kwyune peuu: I'pebuepoBa 0aza, cumbomuka MatemaTrka, Matlab

‘Bophe bapaauh, Marematnuku nacrutyr CAHY, beorpan
» Kombunamopuxa keazumopycnux mHo2ocmpykocmu'

AIICTPAKT: KBazuTopycHe MHOTOCTPYKOCTH NPEACTaBJbajy TOIOJIOIIKY T'€HEpaTu3aIyjy
TOPYCHUX BapujeTeTa jeJHUX O] Haj3HayajHUX oOjexaTa anrebapcke reomerpuje. OBa BaxkHa
KJlaca MHOTOCTPYKOCTH j€ TpPEIAMET IMpoydyaBama TOPYCHE TOIOJIOTHje M HMHTEH3UBHO je
npoy4yaBaHa y panoBuma B. byxmrabepa, T. IlanoBa, M. Macyna, H. Pej-a u np.
W3znoxuhemo mHUXOBa KOMOMHAaTOpHA CBOJCTBAa KOja NOJIa3uW U3 CTPYKTYpe oaroBapajyher
IIPOCTOT IMOJIUTOMNA KOjU MpEACTaB/ba MPOCTOp opbuTa jaejcTBa Topyca. PasymeBame 0BUX
ocoOMHa je BeoMa Ba)XKHO 32 M3y4yaBame TOMOJONIKUX WHBAPUJaHTH OBUX MHOTOCTPYKOCTH:
KOXOMOJIOIIKOT IPCTE€HA, KApaKTePUCTUYHUX KJ1aca, poJIoBa U JIp.

Kwyune peuu: xBa3uTOpyCHE MHOTOCTPYKOCTH, TIOJIUTOIH, KAPAaKTEPUCTHUHE KI1ace

Boris Petkovié¢, Department of Mathematics and Informatics, University of Banja Luka
Republic of Srpska, Bosnia and Herzegovina
» Combinatorial Interpretations of Some I nteger Sequences’

ABSTRACT: We define a function (rkn’ n

2

] that is related to the binomial coefficients. An

explicit formula for this function is proved. In some particular cases, simpler explicit
formulae are derived. Further, we show that our function satisfies several recurrence
relations.

The relationship of our counting function with different classes of integers is then
examined. These classes include: different kind of figurate numbers, the number of points on
the surface of a square pyramid, the magic constants, the Catalan numbers, the Dellanoy
numbers, the Sulanke numbers, the numbers of the coordination sequences, and the number
of the crystal ball sequences of a cubic lattice.

In the last part of the paper, we prove that several configurations are counted by our
function. Some of these are: the number of spanning subgraphs of the complete bipartite
graph, the number of square containing in a square, the number of colorings of points on a
line, the number of all parts in the compositions of an integer.

We conclude by counting the number of possible moves of the rook, bishop, and queen on
a chessboard. The most statements in the paper are provided by bijective proofs in terms of
insets, which are defined in the paper. With this we want to show that different
configurations may be counted by the same method.

Mathematics Subject Classification (2010) 05A05, 05A10

Keywords: binomial coefficient, figurate number, magic constant, Catalan number, Dellanoy
number, Sulanke number, coordination sequence, complete bipartite graph
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Becna Muuiernh, ®unozodeku dakynrer Yausepsurera y ctounom CapajeBy
» Anmezpannu ananozonu HeKux nO3HaAmMux HejeOHaKocmu'

AIICTPAKT: Y oBOM pajy Cy JaTH HMHTETPAIHM AHAJOTOHU IMO3HATHX HEjeJHAKOCTH:
Kommu-bymakoBcku-11IBapma, Jencena, UYebumena, Xemnepa u MwunkoBckor. [latu cy
JI0Ka3H1 OBUX HEJeHAKOCTH Kao M HbUXOBA IPUMjEeHa KpO3 MpUMjepe.

Kwyune pujeuu: wHTErpanHe HejeAHAKOCTH, HejenHakocTn Komm-bymakoBcku-IlIBapir,
Jencena, YeOumesa, Xenaepa 1 MUHKOBCKOT.

Anexcanapa Apcuh, Carasuma Pagosuh, Anexcanapa CreBanoBuh, ctynentu
JTOKTOPCKUX cTyauja MaremaTnukor Qakynrtera YHuBep3urera y beorpany

» AHosamuenu npucmyn nacmaeu mamemamuxe kopuuiherwem npozpamckoz nakema
TI'eoceopa‘

AIICTPAKT: n octamuM cBepama >KMBOTAa, TaKo M y 0Opa30Bamy MOXKEMO HCKOPUCTHTH
MOryhHOCTH KoOje HaM IMpyXajy HH(POpPMALMOHAIHE TEXHOJIOTHje M YYMHHUTH 3Ha4ajHe
pOMEHa Ka Mo0oJbIlIakby HACTaBaHOT IMpoleca. Benuku O6poj Jbyau MHUPOM CBETa KOPUCTH
I'eol'eOpy y HacTaBu MaTeMaTUKE Y OCHOBHHM U CPEIIbUM ILKOJIKMMA, Kao U Ha (aKylITeTuMa.
I'eol'ebpa ce Harmo pasBuja y mocienmux nap roguna y Cp6uju. Ilopex HacTaBHHKa M
npodecopa, 3Ha4yajaH gonpuHoc pa3Bojy ['eol'edpe y Cpouju uma u Ieolebpa Llenmap y
beoepaody. Y oBom pamy Ouhe mpenctaBibeHa MHTEPHET Mpe3eHTaluja MumepakmusHu Kypc
Buwe mamemamuxe. IlpeseHtanmja caapxu oOmactu JluneapHe anreOpe, Koje cy
NpEJCTaB/beHE KAa0 JWHAMHYKU €IyKaTHBHH MaTepHjainu. VMmruiemeranuja mMaTeMaTHUKOT
caap)kaja Ha OBaKaB HA4YMH MOXeE JONMPHUHETH pPa3BOjy HACTaBHUX METOJA, a YYeHe
NPUTIArOJUTH CBAKOM CTYJCHT - IErOBOM TEMIy Yy4era, HEroBuM MoryhHocTuma
CaBJIaJIaBaba MATEMAaTHUKOT CaJpXkKaja, MHTENEKTYyaTHUM CIIOCOOHOCTUMA M MHMBHIyaTHUM
ocobeHocTUMA.

Kwyune peyu: nHpopanmone TEXHOIOTH]E, EIEKTPOHCKO YUCHE

Bpanko ManemeBuh, Banpenuu npogecop, Enekrporexuuuku pakynter YHUBEp3UTETa y
beorpany

HBana JoBoBuh, acuctent, Enexrporexuuuku (akynrer

Muaom Aykuh, ®uiaun Bophesuh, Anexcannap Tomuh, crynentu macrep cTyamja,
Enexrporexuuuku akynrer

‘Bophe MutpoBuh, cTyneHT ocHOBHUX cTyau]ja, EnexTpoTexHuuku daxyarer

» Peanuzayuja Java anniema 3a peuiagaroe npoonema odojusocmu zpaga’

AIICTPAKT: Y oBOM pally Mpe/ACTaBJbeH j€ jeaH aruieT pal)eH y mporpamMcKkoM je3uky Java
3a onpehuBame na nu je Heku rpad k-o6ojuB mnu He. Ilpobrmem k-oGojuBoctu rpada
nospasymeBa Oojemse yBopoBa rpada y k paznmmuutux 0oja moja ycioBOM Ja Cy YBOPOBH
CNOjeHH TpaHoM o00ojeHn y paznmuuure Ooje. IIpobGmem k-Gojema rpada ce cBoau Ha
pelaBame IMOJIMHOMCKHUX jeJHauyMHa CTEreHa HajBuile k, mTo hemMo paauTH NpuUMEHOM
Grobner-oBux 0as3a.

Kwyune peuu: 3-o6ojuBoct rpada, Grobner-oBe 6a3a, Buchberger-oB anropuram, cucrem
MOJITHOMCKUX jeIHAaYnHA
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JMannno Hpumymwak, Hacrasauk Ol , Mnuja Iapamanaun®

Caasuma PagoBuh, HacTaBHUK MaTeMaTHKE

bumbana Kperuh, nacrasuuk OL ,,banoBuh Crpaxuma

» Mamemamuuko modenosare npumenom npozpamckoz nakema I'eozeopa’

AIICTPAKT: MareMaTHUKO MOJICIIOBAmkE IpEICTaBba NMPHUKa3UBamke (U3NUKHX Mpoleca
IPEeKO MaTreMaTHukux cumbona u Qopmyna. Ilomro Behmna THX mpobrema 3aBUCH OX
MHOTOOPOJHUX Hajpa3IMYMTUjUX YMHMUJIANA UM y BehMHHU cllydajeBa HE MOXXEMO CBE Ja UX
0o0yxBaTuMO, y MpOLECY CTBapama MaTeMaTHYKOI MoOJela MH ce OaBUMO pa3[BajameM
OUTHUX M HE3a00MJIa3HUX YMHMJIAIA OJf OHUX UYHjU yTUIa] je Mame Outad. IIpobiaem Kpo3
KOJH JKEJIMMO J1a WIYCTPYjeMO CTBapame U MPUMEHY MaTEeMAaTUYKOT MOJEIOBama je€ CKOK
nago0paHIla ¥ MpUKa3 KEeroBor jgeta. OAHOCHO KeTuMO J1a U3pa3uMo IpeheHo pacrojame U
Op3uHy majnoOpaHLa y 3aBUCHOCTH OJ MpPOTEKJIOr BpeMeHa. HakoH cTBapama Mojena,
npobiem hemo Bu3yeanmu3oBaTH Yy THporpamckoM mnakery leol'eOpa u nerasbHuje Ta
aHAJTM3UPATH Y 3aBUCHOCTH 0/ IPOMEHE MIOYETHUX MapameTapa.

Kwyune peyu: maremaTnuko MozenoBame, ['eol ebpa

Muauna TomameBuh, cTyneHT OCHOBHUX cTyauja MaTeMaTHukor (akynrera
- EM anzopumam"

AIICTPAKT: Metona MakcuMallHE BEPOJOCTOJHOTH j€ jellaH 0/ HauMHa 3a JJoOujame OlleHa
HEMO3HAaTUX MapaMeTapa y CTaTUCTHYKUM Mozenuma. OueHe 100ujeHe 0BOM METOJOM IOA
onpeheHuM ycroBMMa MMajy HEKe MOKEeJbHE OCOOMHE Kajga ce paiau ca y3opuuma Beher
o0uMa, Kao IITO Cy HENPHCTPACHOCT, aCUMIITOTCKA HOpPMaJIHA pPacrofiesia, MOCTOjaHOCT U
BEOMa Cy MpeLH3HEe. JeInHe MaHe OBe METOJie Cy IITO HHjE MHOTO Mpelu3Ha Ha MambhM
y30pIMMa U y HEKMM CHUTyalldjaMa BeoMa je TEIIKO €KCIUTMIUTHO M3pauyHaTH aHAIUTHYKH
u3pa3 3a oBako JnoOujeHe oreHe. Crora je HEONXOJHO pPAauyHATH UX HEKOM HYMEPUUYKOM
MetogoM. EM anropuram je jeaHa oJl BUX M 1MOCEOHO je MOroHa 3a HEKOMILUIETHE y30pKe.
Bunehemo rnaBHy uzejy nza oBOT anropuTma, Kao U leroBy pUMEHY.

Kwyune peuyu: MeTo] MaKCHUMajHE BEpOJOCTOJHOCTH, (yHKIHMja BEpoAOCTOjHOCTH, EM
aJITOpUTaM, HEKOMIUIETHH y30PIIH
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CeedaHo OTBapamkC CKyIia

CPIICKA AKAJIEMM]A HAYKA M YMETHOCTH

[Mo3npasHa peu Akanemuka Hukone Xajauaa

[ =N,

[TozapaBHa peu npod. ap Muoapara MaresbeBrnha



e Hastings-Powell Model ?

I The master of th
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Jerass ca cekuuje ,,HayqHo — ncTpakuBauky U CTpY4HH pajl CTyJeHaTa
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